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Актуальність теми. Дослідження надійності як найпростішого 

виробу, так і найзкладніших систем приладів вимагає розробки 

адекватних математичних модздай , ш тодів одержання на основі 

обмежених наборів даних інформації яро роботу досліджуваних эл е- 

ментів у майбутньому, вивчення якісних характеристик роботи цих 

в лз менті в і тая» іниа.

Надзвичайно важливим при досліцженні надійності систем 

пристроїв є підхід з позицій "старіння" , тобто застосування 

теорії вікових класів, основні результати яко! отримані ? . Бар­

лоу і #,Прошаном. Проб .дама розширення класів розподілів, що 

застосовуються для побудови математичних моделей, які описують 

роботу реальних систем приводить до необхідності більш широко­

го вивчення сумішей розподілів.

В даній дисертаці І вивчаються деякі властивості .сумішей 

розподілів' ймовірності, а також розглядаються різні способи зна­

ходження оцінок вагових функцій сумішей розподілі в та парамет­

р ів  розподілів ймовірності.

Мета ц д ар тад іи
1.Вивчення надажності до різних вікових класів розподілів 

суміпвй розподілів Пуассона.

2 .Дослідження скінченних суміовй геометричних розподілів

та сумішй розподілів Пуассона у випадку, коли вагові коефіцієн­

ти сумішей можуть бути від'ємними.

Винаходження оцінок вагово! функції сумішй геометричних 

розподілів з використанням моментів ц ієї функції та за допомо­

гою тригонометричних рядів.

4 .Доведення існування едино! оцінки максимально! правдопо­

дібності сумішей геометричних розподілів та дослідження І! я к іс­

них хар актер и сти к .
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5 .застосування ЕМ-алгоритму до знаходження оцінок вагових 
коефіцієнтів та параметрів скінченних суміпвй конкретних 
розподілів ймовірності

б.Эастосування ^-алгоритму до знаходження оцінок парамет­

р ів  розподілів у випадку групованих виборок. і

Наукова новизна і практична цінність. Вивчаються суміші 

розподілів Пуассона з точки зору вікових класів розподілів, 

доведена теорема про достатні умови налзжності суміпвй розпо­

д іл ів  Гуассона до класів розподілів : is  зростаючою ( спадною) 

функцією інтенсивності відмов ; і з зростаючою ( спадною ) в 

середньому функцією інтенсивності відмов ; м асу  розподілів ти­

пу "how краир ( гірпв ) використовуваного*; типу "нове в
середньому краще ( гірше; використовуваногв" .Вивчаються скін­

ченні суміші дискретних розподілів, а самз геометричних розподі­

л ів  та розподілів Пуассона у випадку, коли вагові коефіцієнти 

сумішей можуть бути від"ємними.

Досліджується проблема оцінювання вагово! функції суміпвй 

геометричних розподілі в.Одвржано формули для оцінок , що грун­

туються на використанні момзнтів ці є! функції, 1 оцінок, які от- 

ршані за допомогою тригонометричних ряці в.Вивчається проблема 

збіжності одержаних оцінок до невідомо! вагової функції.

Розглядається проблема застосування №-алгоритму до зна­

ходження оцінок параметрів скінченних суміпвй розподілів та па­

раметрів розподілів у випадку групованих виборок, обгрунтовуєть­

ся доцільність використання ЕМ-алгоритму у названих виве зада-  ̂

чах у випадку конкретних розподілів ймовірності.
Результати роботи можуть бути використані при розв"язуван- 

ні практичних задач, що виникають в теорі І наді йності, приклад­

ні й статистиці.



Armnrtant я роботи. Основні результати роботи доповідались 

на наукових семінарах кафедри теорії ймовірності Київського 

університету та наукових семінарах кафедри математики Ніжинсь­

кого педагогічного інституту.
ITvrijriкятті т . По темі дисертації опубліковано вісім  ро­

б іт  [ і ]  -L&]  .
0 6 "sm та структура роботи. Дисертаційна робота оклацається 

з вступу , трьох глав, які розбиті на да в" ять параграфів та 

списку літератури. Загальний об"єм -  машинописних

сторінок. Список літератури містить на&внувань.

З М І С Т  Д И С Е Р Т А Ц І Ї

7 вступі викладено основні результати дисертації, а також 

зроблено короткий огляд літератури з нроблзм, яких торкається 

дана дисертація.

Перша глава присвячена вивченню деяких властивостей надій­

ності суміпвй розподілів ймовірності.

В ? 1 формулюються основні означення та теореми, що вико­

ристовуються в подальших викладках. Нехай f  -  випадкова 

величина наприклад, час безвідмовної роботи пристрою ,

F (■■X.') -  функція розподілу ц ієї випадкової величини ,

-  щільність розподілу, -  1 ~ Fix.)  -функція

наді йності,

г(х> = tir/L -

-  Функція інтенсивності відмов, або інтенсивність віамов. Зау­
важимо, що

- t ,  f : x )  /р ( 'х )  • якщ0 j ( x ^ існує і F(x.)>0 .

-  з  -



Тобто, Z(x.} - ц е  умовна ймовірність то ю , що пристрій, 

який пропрацював до моменту часу X- відмовить на про­

міжку Cjc , x +a x . J
Розглядаються чотири важливі вікові класи розподілів : 

клас розподілів із зростаючою С спаяною ) функцією інтенсив­

ності відмов ( 3&І ( СФІ) -  клас розподілів )  ; із  зрос­

таючою ( спадною ) в середньому функцією інтенсивності від­

мов ( ЗСФІ (СОФІ ) -  клас розподілів ) і клас розподілів

типу "нове краще (гірш е ) використовуваного" ( НКВ (НГВУ

клас розподілів ) і типу "нове в середньому краще ( гірше )
використовуваного ( НСКВ ( НСГВ ) -  клас розподілів ) .

Означення 1 .5 .  Нехай ■{ F^j  -  множина розподілів ймо­
вірності, де oL випадкова величина, що має розподіл

&CJL) . Тоді суміш F розподілів { f i t }  , що 

відповідає вагові й фуякці і G (oO  визначається згідно фор­

мули :

F(=c} -  ^ F^foc^dG^) Сії

В кінці параграфа дано означення дискретних ЗФІ ( СФІ ) *

НКВ ( НТВ ) , НСКВ С НЗІЗ ) -  класів розподілів ( означен­

ня І . і '  ,  1 .3 '  , 1 .4 ' )  Відмітимо, що існує два підходи

до означення дискретних розподілів Із  зростаючою ( спадною") в

середньому функцією інтенсивності відмов, а  саме : через моно­

тонність послідовності ~ ~  ,де d-n.
дискретний аналог функції надійності -  як це зроблено в означен-

°

ні 1 .2 '  ( ЗСФІ ( ССФІ) -  клас дискретних розподілів ) ;або

через монотонність послідовності Л ^  2-і « д е
t « 0

Z-i -  дискретний аналог функції *нтенсивності відмов,

як це зроблено в означенні 1 .2  " ( ЗСФІ * (  ССФІ 4 лас туїскрет-

-  4 -



них розподілів .Відмітимо, що означення 1 .2 '  і 1 .2  " не

еквівалзнтні.
Трйпїїжзння 1 .1 .  Класи розподілів ЗСФІ ( ССФІ ) та ЗСФІ*

( ССФІ*) знаходяться у такому відношенні :

а ). ЗСФІ <== ЗСФІ* і
б), ссфі4 с г  ссфі ;

§ 2 присвячений вивченню сумішей розподілів Пуассона, які 

згідно із  (1> визначаються формулою:

Ра. = 5 X T  Є d̂CiCA.) , л* =о( і ,2 , ... сг')
О

У вшадку, коли Сг і -А ) -  акспонзнціальний розподіл з пара­

метром Л  , формула ( 2 )  визначає геометричний розпо­

д іл  з параметром Л  у Л *і.  . Якщо G-(A) -  гамма-розподіл з

параметрами =L і jb  , суміш розподілів Пуассона -  це

від"емний біноміальний розподіл з параметрами ( jb  > ^-/oL+i  ).
Відомо, що клас РФІ-розподілів, до якого належить розподіл 

Пуассона ш зберігається при івретворенні типу (1  ) .Виявляєть­

ся , що належність вагової функції суміші & (Д )  до певного 

класу розподілів ймовірності є достатньою умовою того, що 

суміш розподілів Пуассона належить до цього класу розподілів.

Теорема 2 .1 .  Якщо вагова функція G-(A') на»жить до

класу :

а ) .  ЗФІ ( С ії ) -р о зп о д іл ів  ;

б ) . ЗСФІ ( ССФІ ) -  розподі лі в ;

в ) .  НКВ ( НГВ ) -р о зп о д іл ів  ;

г ) . НСКВ ( НСГВ ) -  розподілів ,

то суміш розподі лі в Пуассона ( 2 )  нажжить відповідно до 

класі в ЗФІ ( СФІ ) , ЗСФІ ( ССФІ } , НКВ ( НГЗ  ̂ , ШКВ

( Ш ГВ) -р о зп о д іл ів .

- 5  -



В § 3 розглядаються деякі задачі, пов"язані із  сумішами 

дискретних розподілі в з ві д” ємними ваговими коефіцієнтами. 
Неха* 

к.
р* =2ІСіЛг(і-Лі)  , п.-о, 1.2,,..

де С і  -д овіл ьн і дійсні числаДослідовність { р Л Пт0 
природньо називати сумі шлю геометричних розподілі в.Вважаємо, 
що 0 ^  ,ДК J. ,

Теорема £ .1 .  Якщо 
к т.

?  С і  « і  , Z-CA , п г - і ,  . . . ,К? 
і«і і--і

то формула ( 3 )  визначає розподіл ймовірності.

Відмітимо, що у випадку К = Z умови теореми є необ­

хідними і достатніми, а вже у випадку К = 3  легко знайти 

контрприклад, який показує, що умова + С*-А,1 гО

не е необхідною. Очевидно та ю *, що умов» :

тг- кЖ.С і - і .  сі >о у 21 ?о
t=-i І .А

є необхідними для того, щоб суміш геометричних розподілів 3 
довільними ваговими коефіцієнтами була розподілом ймовір­

ності . . .
Оскільки геометричний розподіл має сталу інтенсивність 

відмов, то суміш геометричних розподілів у випадку додатнії 

коефіцієнтів в розподілом із  спадною функцією інтенсивності 

відмов. Якщо ж вагові коефіцієнти довільні, то формула {.£) 
може визначати розподіл і з  зростаючою функцією інтенсивності 

відмов.
Теорема Р .2 .  Нехай К « 2  .Тод; суміш геометричних

-  6  -
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р о зп оділ ів  С З )  Є розподілом І з  зростаючої) функцією Інтенсив­

ності , якщо С *>С > ,  С г ^ 0 .

Нехай К. * З  . Тоді

П. = О, і . , 2, . . .
Позначимо :

A = c Lc z C * > - K f  + с л с Л * г - * 3)г *

+ СлС3 ( Л х -  Я 3 ) .

а ) .  >0, с.А*о  , С3 <-0 і то послідовність ( 4 )
є 351 -  розподілом ;

б ) .  Cj > 0 , Сг > 0 , СЛ*-С>, А г О  , то послідовність (4 }  -
да СФІ -  розподіл і

в ) . С ,> 0 ,  Сг ^ 0 , С д > 0 ,  А * 0  » то послідовність С4^
в сФІ -  розподілом.

Розглянэмо послідовність

Р »  - L  С і j r r  Є " І !  ,  Л . - О . І Л -  с м
с*і '*'•

з довільними ваговими коефіцієнтами C t , яку назива­

тимемо сушшю розподілів Пуассона. Зважаємо, що О *• Лх *■
^ Л. а А п . .

Теогома 3 .4 .  Умови
*. К.

21 Сі - І .  Z C і Є'^^О а.-.1.2.......к.,
t * i  Ь і

достатні для того, щоб -Тюрмуля (.S') визначала розподіл 
ймовірності.

і*



У випадку К. «2 . умови івореми S.4 нз об хідні і

достатні, Очевидно також, що умови:

-  8 -

Z . C ,  - і  , Z . c t e ' A i »о ,  С.  >0t

с необхідними для того, щоб суміш розподілів Пуассона з довіль­

ними ваговими коефіцієнтами була розподілом ймовірності .

Нзхай -  випадкова величина, функція розпо­
ділу якої :

і
P b - P { f - n . $  - fu -S )*S d G r(S ) f Л. = 0 , Ы , . . .  ( 6 )

о

В другій главі розглядається задача оцінювання по виборці неза­

лежних спостережень £j. t , . . .  , над випадковою ве­

личиною І" вагової функції &С&} .Еауважимо, що

така задача коректна, оскільки суміш геометричних розподілі в 

ідентифікована.

В § 4 розглядаються оцінки вагової функції суміпвй гео­

метричних розподіліе ( 6 )  , при знаходженні яких суттєво ви­

користовуються моменти вагової функції. Отримано оцінки функції 

Сгі&) у вигляді :

/ч № *] K-j . ■ Ы :*  р

^«o t*o 4 t«o
л

де p t  -  IB звичайна івзсунена оцінка для , тобто

1*6

де
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S M i b j 1  ' X i ‘ L \

[ О  , в інших випадках.
Доведана теорема.

Теорема 4 .1 .  Існує така залзжність міх К і N 
що при рості /V -  числа незалежних спостережень,оцінка 

CrK(S) збігається до GCS^ в оередньому квадратич­

ному, тоб то :

М  ( G ^ S 4) -  - ♦ о  ,

В § 5 розглядається задача оцінювання по методу максималь­

но! правдоподібності вагово! функції сумішей геоштричних розпо­

д іл ів . Нехай Х і . Х і , . . .  , £ „  -  виборна незадажних

спостережень над випадювою величиною f  , розподіл якої 

визначається формулою ( 6 )  .Позначимо -  число спос­

тережень, рівних К. , а <£*. -  .
Тоді логарифм функції максимально! правдоподібності має 

вигляд :

En.L £ а р с>

Енаходження найбільшого значення функції Рл- Ь еквівалввтда

знаходженню максимуму функції X  • якою користуватися

зручніше: -

«X *  2 1  р* . = ^  Р с '1 ’

де І  *  t ( N )  і . U -  число різних спостережень,

О & К., .с tct  = М  • тобто М * т о ї .  І * * } .
1« к * v
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_________ Існує едина оцінка максимально! правдоподіб-
л

ності G вагово! функції сумішей геометричних розподілів.
А

Функція G  має скінченне число точок росту

. . .  , $ г  ЯКІ розміщені на відрізку

L У гА 'і > 1 / 1 + пгиґі { т л ]

Дошдена також теорема про збіжність такої оцінки до 

істинного розподілу. Л

Таотема 5 .2 .  Послідовність оцінок G„ слабо з б і-
>

гається з імовірністю одиниця до функції розподілу GCSV

В 5 6 знайдэно оцінки вагової функції суміпвй геометрич­

них розподілів по іетоду проекційних оцінок .Формулу (6 )  
у випадку існування щільності розподілу можна пе­

реписати так :
і

, a -о. 1 ,2,... (7)
о

ТЬоівма Р . і .  Існує яонзистентна в сенсі І^СОД] оцін­

ка вагової функції g (S ^  сумішей геомзтричниі розпо­

д іл ів  С7) , що teas вигляд :

де

А , *  ^  
c j ( ,  -  r z .  4> j ( x t ) ,

t *  s
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«LCX'» ZJL̂L

.  • *  

cf.C.x.'i -  , якщо ж. -  парне число і

•Их.) = — , якщо X-непарне.

Третя глава присвячена застосуванням методу- SM -  алго­
ритм,основні принципи якого сформульовані в роботі Дэмпстера, 

Лэйда і Руб і на (  1977 р ік  )

В § 7 викладаються основні положення ЕМ-алгоритму.Нага­

даємо, що дай метод використовують , як правило, у  випадку 

ш повних даних {. будь-які способи цензури, групування t таке

і нив ) . функція, на якій грунтується Ш-алгорита має виг­

ляд :

( Ж й - М Щ ^ е ’М х . б І

де I  Ly  , -  да логарифм функції максимальної правдопо­

дібності даних .я к і  спостерігались

би у відсутності данзури, групувашя і т .д . ,  X . « С х 1( 

з С а -  шктор даних, що спостерігаються в дійсності, 
6  * -  юктори параметрів, Тх суттєва відмінність

буде зрозуміла з подальших викладок. От®, Q (© ',e )  -  це

умовне математичне сподівання логарифма функціІ правдоподіб­

ності для повних даних ^  у випадку, коли відомі спос­

тереження X- .

Г ал ізац ія  Ш-алгоркаїу -  це послідовне виконання двох 

кроків :
крок Е -  для оцінки 0£. параметра 0  , отримано!

на попередньому кроці ітерації обчислюємо значення функпі!

Q ( 0 і, 0 t ) • як функції Формального параметра 0 '
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крок К -  помадамо нове значення оцінки У f+ j рівним 

тому значенню параметра Q' , при якому функція 

Q ( 6 досягає максимуму.

Для розподілів, що наівжать до експоненціального типу 

за  рахунок того, що функція правдоподібності для повно! ви­

бори LJ розміру it має достатні) статистику :

Т - С Т . . Т . ..........Т р ')

у  >■•■■■■ Р

( р  -розмірність Евктора параметрів в )  , реалізація 

Чіі-алгоритму значно спрощується :

крок Е -  обчислення Т  - М С Т  I .

крок М -  знаходавння значення 0  f +і  , як розв"явку 

рівняння М ( Т , 6 ' ) - Т '  відносно 0

Відомо, що будь-яка послідовність ЕМ-оцінок збільшує 

£.0 ( і , 6 )  -  логарифм функці! правдоподібності, побудова­

но! по дійсних спостереженнях.

В § 8 описується застосування Ш-алгоритму до оціню­

вання парамзтрів p)j та 0 j  , j *  1 , . . .  , т. скінченних 

суміпвй розподілів :
/п.

f c x , e p - ,
J

де -  вектор параметрів розподілу

Якщо p j t  і -  оцінки параметрів, отримані

на t  -  тому кроці ітераці!, то одержуємо

в явному вигляді :
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Pjl*i *  ПІ 2 1

На закінчення параграфу розглядається ряд прикладів.

У випадку сумі гой геометричних, експоненціальних, пуассо- 

нівських розподілів, оцінки вектора параметрів 9 j  на 

кожному кроці Ітерації отримуються в явному вигляді, а отже 

реалізація Ей- алгоритму е простію і не вимагає додаткового 

використання наближених методів та ітераційних процедур. Від­

мітимо, що у випадку сумішей гамма-розподілі в , незважаючи на 

певне технічне ускладнення, також доцільно користуватися ЇМ- 

алгоритмом для знаходження оцінок параметрів цього розподілу.

В § 9 розглядається схема 8 групуванням даних.Оскільки 
груповані дані можна інтерпритувати, як неповні дані, 1 крім 

того, логарифм функції правдоподібності для повних даних 

має значно простіший функціональний вигляд, ніж у випадку 

дійсних даних, то для знаходження оцінок параметрів розподі­
л ів  зручно використовувати Ш-алгоритм.

Функція Q C 6‘, 6^  • яку треба знаходити на першому

кроці Ш-алгоритму має вигляд :

Qce'ei-MUta.eou.n-.e),

к  ч

^  І
де . . .  » -  час відмови •І
того пристрою, тобто у- -  вектор повних даних, 

Х . .С Х о ,Х х , . . .  , X . )  , де Х-і -  точки, якими

розбито відрі80К спостереження, Л- = (.П.4 , fLt f  . . .  , !ЬЛ ) -

p« ftti.ep
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де /’І - і  -число пристроїв, які відмовили на від­

різку , х -t J
Детально вивчається ряд конкретних прикладів. Для ви­

падків експоненціального, нормального, логнормального і 

гамма -  розподілів, що належать до розподілів експоненціаль­

ного типу, 01 -  алгоритм застосовується у спроданому виг­

ляді .

В горших трьох випадках оцінки параметрів отримуємо 

в явному вигляді, для гамма -  розподілу вимагається ров"я- 

зування нэ складного рівняння одним із  елементарних методів, 

наприклад, методом поділу відрізка пополам, із аналізу схеми 

застосування Ш-алгоритму випливає, що написати алгоритм роз­

в’ язування задачі на ЕСЫ нескладно. Крім того, у цих прикладах 

Ш  розв'язування рівияяь, що виникають у процесі реалізації 

№-влгоритму не вимагаються додаткові ітераційні методи 

т а у  методу Ньютон* -  Рафсона, збіжність яких дуже залежить 

від вибору початкової точки. Таким чином, можна зробити вис­

новок, що для названих вище розподілів у схемі з групу­

ванням даних варто віддати перевагу застосуванню методу 

Ш -  алгоритм, а го класичному методу максимальної правдо­

подібності.

Що стосується розподілів Вейбулла та бета -  розподілу, 

то доцільніше користуватися класичним методом максимальної 

правдоподібності, оскільки застосування £11 -  алгоритму при­

водить на кожному кроці ітерації до виконання ще одні в!

і тераці йно! процедури типу методу Ньютона -  Рафсона, розв"я-

з.ування задач, пов"язаних із ї ї  збіжністю, а така задача 

навіть в технічному плані є складною.



-  15 -

Автор висловлює вдячність науковому іерівнику -  доктору 

фізико-математачних наук, профзсору, член-кореспонденту 

АН України Ядренку Михайиу Йосиповичу за пості йну увагу 

до роботи, цінні поради f зауваження.

Основні результати дисертації опубліковані в таких 

роботах :

1 . Мацюк 1 .В . 0 смесях пуассоновских распределений // Ру­

копись деп. в УкрШИНШ 10.С9.87, № 2409 -  Ук 87.

2 . Мацюк Л.В. Оценка рандомизирующз й функции смзсей гео­
метрических распре делений // Рукопись деп. в УкрРИИНГЙ 
£0 .08 .88 , Л 21ЭВ -  Ук 88 .

3 . Мацюк Л.В.Об оценке весовой функции смесей геометри­

ческих распределений / / Рукопись теп. а УкрНИИНТИ 

19 .04 .89 , М 1117 -  Ук 89.

4 .  Мацюк Л.В. Дискретннв распределения, являющиеся 

смесью распределений Пуассона // Иослздованне операций и 

АСУ. -  1989, в.ЗЗ. -C.21 -  22.

5 . Еегрий Т.И. ,Машж Л.В. О смеси геометрических распре­
делений // Исслздовянив операций и АСУ. -  1989, в. 33. -

с .  16 -  21 .

6. Мацюк Л.В. О ввкоторнх свойствах смесей распределений 

Пуассона // Исследование операций и АСУ. -  1991, в. 37. -

с .  37 -  40 .



- 1 6  -

7. Мацюк Л .В .  Про ЕМ -  алгоритм оцінки параметрів скін­

ченних сумішей розподілів / / Вісник Київського університе­

ту. Ф із. -  мат. науки. -  1991, в . 2 .  -  с . 110 -  113.

8 . Мадгк JT.B. Оцінки вагово! функції сумішей геомэт- 

рияних розподілів/ / Вісник Київського університету. Ф із.-  

мат. науки. -  1992, в . 7 . -  с .  100 -  104.

—  ...........-  —  і ^
Н Б  Іш. В .  С т е ф а '"” “

АН України
і



Лідії, до друку 17.04.93. Формат 60х84/ІЬ. Напір друк. Офс.друк 
Ум, друк. арк. 0 .93 , ООл. - віід. а р к . 0 .8 , Тирад 100 а р . ,
Inau. 2УЗ. Ьезкоштовно.

иіадруковано в Інституті математики Аіі України 
і?5і;60І ІСиїь 4 , ГСП, вул. Терііщннківі.ька, 3.



Ав 27.748


