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загальна характеристика puboth

Актуальність теми. Дифузійні і близькі до них квазідифузійні 

процеси відіграють значну роль в теорії марківських процесів, теорій 

диференціальних рівнянь в частинних похідних параболічного та еліп­

тичного типу, теорії управління. Одне з центральних місць в теорії 

дифузійних процесів посідає задача побудови процесу з напс ід зада­

ними коефіцієнтами; вектором переносу та оператором дифузії. 

Розв"язашю цієї задачі і присвячена робота, що реферується.

Те значення, яке має згадана аадача, забезпечило їй значну 

популярність серед вчених, як вітч ' інпних, так і зарубіжних. Зокрєьй 

результати робіт А.В.Скорохода, М.В.Крилова, X .Танака, Д.В.Струка, 

С.Р.С.Варадана дозволяхть будувати дифузійні і квазідифузійні 

процеси з неперервний, додатньовизначеною, обмеженою матрицею дифу 

вії та обмеженим, вимірним вектором переносу. Подальший розвиток 

задача од ер?-яла в роботах М.І ЛІортенка, де побудовані квазідифузііїні 

/узагальнені дифузійні/ процеси з невиродженою, обмеженою, неперер­

вною матриц дифузії та вектором переносу, що явпяє собою, взагалі 

кажучи, локально необмежену /вбо навіть узагальнену/ фуі цію. Серен 

методів, що застосовувались, слід виділити аналітичний, лов"язаниР 

в диференціальними рівняннями в частинних похідних еліптичного та 

параболічного типів, і ймовірнісний, що базується на побудові 

траєкторій дифузійних процесів як розв'язків стохастичних диферен­

ціальних рівнянь.

Зауважимо, іцо згадані результати стосуються скінченно вимірних 

просторів. Нескінч^шовимірний випадок почали розглядати В.Й.Баклан 

і Т.Я.Чьнтладзе, вивчаючи параболічні диференціал.ні рівняння друг 

го порядку як рівняння Колмогорова для дифузійних процесів. Задач ; 

Коші для. таких рівнянь і застосування до неї теорії стохасткчнпх 

рівнянь о обмеженими операїбрними коефіцієнтами в шкалі гільберте*!:* 

просторів викладена Ю.Л.Дялєцьким. Випадок иеоОмеж^чич коефіці?^ < \ 

розглядався в робетгк В.В.Баклана, ЮЛ.Далецьклго, М.В.Кричпа^

В. П. Рпяг.яськоі'о.



Мета роботи. Подальша розробка методів побудови дифузійних 

процесів з нерегулярними коефіцієнтами, зокрема, э локально необме­

женим вектором переносу, як в скінченно- , так і в нескінченновимір- 

них просторах.

Методика досліджень. В дисертації використовується метод рівнянь 

збуреної дифузії /аналогів рівнянь Колмогорова/, а такси метод 

стохастичних диференціальних рівнянь.

Наукова новизна роб "и. Основні pet. іьтати дисерте"ії полягають 

в тому, що:

- побудовані узагальнені дифузійні процеси, як в скінченно- , так і

в нескінченновимірних просторах з, можливо, локально необмеженим 

вектором переносу, що задовідьняе деяку умову інтегровності за 

гаусівською мірою; ч

- побудованиі. дифузійний процес в евклідовому просторі, як розв'язок 

стсхастичного диференціального рівняння, з вектором переносу, що 

має в одній точці особливість, яка виходить за межі згаданої 

умови;

- побудований узагальнений дифузійний процес в с  +нченновимірному 

просторі з коефіцієнтом обриву, що є дельта-функцією зосередженою 

на юверхні.

Іеореті. .на і практична цінність. Результати дисертаційної роботи 

мають теоретичний характер і можуть бути використані в теорії випад­

кових процесів, математичній фізиці та інших галузях неуки і техніки, 

де досліджуються явища, що моделюються дифузійними процесами.

Апробація роботи та публікації. Результати роботи до,звідались 

на наукових семінарах відділу теорії випадкових процесів інституту 

математики АН України, республіканському семіг-’рі з теорії ймовірнос­

тей та математичної статистики при Київському університеті, Третій 

Донецькій міжнародній конференції "ймовірнісні моделі процесів в 

управлінні та надійності"/Донецьк, 1993/, конференції молодих вчених 

Київського університету /1993/.

гумовні результати дцсертаці; опубліковані _в роботзх [і - з] .

Структура і об"ем роботи. Дисертація складається з в с т у п у  і 

трьох ро'1 цілі в, що розбиті на 12 параграфів. Загальний обсяг рсСоти 

сторінок машинописного тексту. Бібліографія містить назв.
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ЗІіІСТ РОБОі’И

> встуї.і наведено постановку задачі, короткий огляд робіт, 

пов"язаних з темою дисертації а також перераховані основні резуль­

тати роботи.

Перший розділ має загальний характер. 13 ньому сформульовані 

основні поняттяіі твердження, що використовуються в дисертації.

В другому розділі розглянута задача побудови узагальнених дифу­

зійних процесів в скінченновимірних просторах.

В §£,І доведена наступна теорема, • ^

Теорема і ,1. Нехай Функція & < t ,x ) ,t  Є [о;Т], R . акачеі. ями 

якої є симетричні матриці порядку , така, що:

а/ при всіх t  * to,ТІ , X S (RM , 0  6

с,|0|г * с 1а ,х>б ,е )  *  с,!<э|*,
де С| і Сд~ додатні сталі; и 

б/ при веіа t . t « [о,Т] , Х ,Х '£ Й\ , 1 ,1 ,

Де елементи матриці , a L  і оі - деякі

дгчатні с..ілі, е< < { .

Нехай для векторної функції <X( t ,х) ,£ * & ,* ? }  > xft R ’’"' снують 

такі сталі § > 0  ̂ C j > 0 , £ > - Д- ’ |ц0 пРи всіх> 0 * S<t<T, X*
•і *

j i t 5 |лс*(ір іп  V * f  ^  f- W i £ f 1} ^  * Г  (t-s ) ' .VJ/
5 Г

де - стала а оцінки щільності ймовірності переходу процесу з 

нульовим переносом і дифузією

Тоді існує неперервний марківський процес а перехідною ймовірніс­

тю P(.s,x,t,rN j 0 (, %<t * Т  , х е S? **, Г7 - борзлівська множина г 

І і такий, що для довільної «имірнот обмеженої функпі? «р м , * f P,*1 

г д!й?ч:и*«< ’ паче^нямк функцій

/ go

* А У



розв"язком рівняння

Г  5 « г

для якого виконується |Vx « (t> X ,t ,V )le Kl»f»(^-S> Z .д е  К-отала, 

= 6 U f  | у (Х ) |  , a g ( s , x , t , ^ )  (^ндшіентальниР розв"язок

отвняння

м _ г

^ 4 2 .

Умова /1 / ,  зокрема, виконується для функцій <Х ( t , X ) , розгляну- 

г.пх М.І.Портенком, тобто таких, що

Т

jd t  j |аСС ,х )іРЛх < *  «® при деякому р > М  + 2.

0 R№ *

• також для функцій вигляду a .t( t , х) *  a. (  2 1  ХІ- }

ІаІ * /

при I x l s R  і a .t(t jX > =  0  В іншому випадку /тут 6L сталий век­

тор в А Г , { \т , К£ ф Kj при , J i _  4 / *  <

Зауважимо, що функція неінтегровна на Го,Т] ж R "

пі при якому р ^ м  + 2. •

В §2.2 доведено, що побудований в теоремі 2.1 процес е слабким 

розв”язком стохастичного рівняння з коефіцієнтами a. ( t , x )  і 

S ^ C t j X )  • Крім того міра, що йому відповідає в просторі неперер­

вній функцій, еквівалентна мірі, що відповідає дифузійному процесові

ч тією л дифузією і нульовим переносом /теорема 2 .3 /.

В §2.3 розглянуто однорідний аналог теореми-2.1 . Умова /І /  в 

цьому випадку має вигляд /теорема 2 .4 /

J М

ЯГ
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А

де 5 > е , С>о , %> f  j t >о .
,) теоремі 2.5 доведено, що побудовайий процес в узагальненим 

дифузійним процесом з вектором переносу А  (Ч') і матрицею дифузії 80*), 

• щч надаються співвідношеннями

(А С У ),Є ) *  ,

( Ш ) Є , в ) *  j ( « ( x ) d , e ) w d x ,

И"

де б € !Rm .

Крім того такий процес є слабким розв"язком відповідного стохастич- 

ного диференціального рівняння /теорема 2 .0 /.

Теорема 2.7 Нехай матричнозначна функція & ' * )  , 

задовільняє однорідні t  аналоги умов а/ і 0/ теореми 2 .1 , а для 

векторної функції а  (я) , Х6  R m існують такі сталі 8 > 0 , С  О,

Jf > - » 4° ПРИ всіх t  > О

j  5 e ĉf { - і  С t  Т  /З/ 

fc”
Тоді міра, що відповідає процесові, побудованому в ’еоремі 2 .4 , 

еквівалентна на кожній в"-алгебрі JUт , Т <<"*» мірі, що від»’, аідав 

дифузійному процесові з тією ж дифузією і нульовим переносом /тут 

JUT мінімальна б"-алгебра підмножин множини неперервних на fo,»*) 

векторнозначних функцій, що містить функції вигляду { х (О е Г }  

t « [ o /r ]  , Г  - борелівська множина а / .

Зауважимо, що і.:іли умова/2 /  виконується, а / 3 /  не виконуються, 

то про еквівалентність згаданих мір, взагалі кажучи, говорити не 

можна. Прикладом є процес з одиничною дифузією і зктором переносу 

6 .0 0  = 6С Ixjl"14 t а  <£ R ”', і  5 / і < 1 при i x | * R  і а ( х )  *  0  в

іншому випадку, ^

В §2.4 побудований дифузійний процес в R  , m > 2  /рг "яаок 

стохастичного диференціального рівняння/ з перенс >м СТО) , R *1

що має особливість в одній точці, і матрицею дифузії б Х  , £ >0  , де

J  - одини -лч vn-фицч. Основний результат параграфу сформульовано 

в теоремі 2 .Ь .
5



rt-аглин.ыо а*.*) » C(x>lo>) -t х ^ ( * )  , де с :  І '• $  -*fv,

вГ— ft і ( x , c t * »  * 0  :,ри ьсіх Хс ft . Таке ^обра­

ження доьільної функції Л (х ) можна завжди реалізувати, 

lltxafl g  (*■> = G-(ixi),  х *  (R "  . При /і > 0 покладемо

Л з

Ц(Ь)*\ ̂йгй «*Р {* |ї І* ,

U № ] i '
о А

як»ю L t ( ( G W '° * .

А о реив it.із. Нехай Функцій Ц R  —* R  задовільняе настуи-

иі уяори:

е/ для кожного *">0 існує така стала К ,. , що

K (x)i^Kr(ivt*0 , . „ o u u r j

б/ для кожних І->0 і R > r  існує .ака стала С » ґ . '4°

lft(x )- a{4)|<CR r \x-i(\ дкщо *  R  і ♦'a I ^ U R ,

Тоді мапть місце твердження;

1/ якао L t (&)=+<«’ або L t ( 6 )  < + «“>, L^(&)= +03•. то іенуе сильний 

ооэв""эок рівняння

A ( | ( 0 ) J ' t  + £(ій>(і) , t > 0 ,  N

де U?(t) - щ -вимірний БІнеріьськиїі процесу 

V  .щ о  Ь 4(0 )< +«* , 4.^(6) «♦■*, a L 1(~(»!b*eo або Zj,(-<*)<*•', L-Jrd)*** 

то рівняння / 4 /  при £ > 0  рогв"яяку не мав}

З/ в випадку І / міра, відповідає розв"л?ку рівняння / 4 /  абсолют­

но неперервна відносно міри, ио відповіде* пл̂ ур-тЯночу ироі'ксоні 

з Тією ж дифуаіяш і ну.’ іриміП^рріфсоу ;

в ь



Розглянуто деякі випадки, коли, взніалі кг*учи, g(*) *  GO*D 
Крім того в прикладі 2.4 проведена процедура множення модуля не­

вимірного вінерівського процесу на оферичну проекцій незалежного 

від попереднього ц-вимірного вінерівського процесу. Доведено, що 

таким чином одержаний процес має стохастичний ди, „'ренціал

де W(t)~ деякий Я. -вимірний вінерівгький процес.

В §2.5 розглянуто мультигілікативний функціонал від w  -вимірного 

вінерівського процесу u f (t )  /-*«>3 /

і U" - деяка неперервна, невід"ємна функція на обмеженій, замкж 

ній поверхні Ляпунова £ , дельта-функція зосереджена на

поверхні S  •

З допомогою функціоналу оС* проведено перетворення вінєрів- 

ського процесу t * (t )  , тобто розглянуто марківський процес з 

перехідною ймовірністю

де - щільність ймовірності переходу м  -вимірного

вінерівського процесу. Доведено, що одержаний процес е узагальнені» 

дифузійним процесом з одиничною дифузіє», вектором переносу \7bn U(x)

і коефіцієнтом обр;яу V (x )§ > ) .

Зауважимо, що умови, які задовольняє вектор переносу ь j§2.І -2.3 

масть вигляд оцінок інтегралів за гаусівською міро», а це дозволяв 

без особливих труднощів перенести результати цих параграфів на 

випадок сепарабельного гільбертовоїо простору. Це і зроблено в

t

іігт u { * ) *  мд I * -  t t?et ,  p ;  =  (г^я^с^мЫ*



Еозді-лі 3 /розглянуто-однорідний випадок/.

Ь §3.1 доведена наступна теорема.

Г=оі>;ка J . I .  Нехай X  - сепарабельний гільбертів простір, В -  

додатній ядерний оператор в X  , | f t | < i  , R ,C t ix / )- гьусіиська 

••*ра з середнім X t X  і кореляційним оператором І Д  , Х > Х - Х  

оснащення простору X  побудоване за оператором Ь

Нехай функція £ : X  L  ( X )  /  Л .00МНОЖ41*Ш лінійних, симетрич­

них операторів на X  /  така, що:

ві/ I V ) 'rti-Gc^er*4 . а* ^ :Х -і (Х-.Х*);
вг/ ІОДІ обмежся при всіх X 6 X >

ВЗ/ G (x ) двічі неперервно диференційовна, 3) С-(х) , « * 1 ,2 .  

обмежені -іД) Q (х) задовільняє умову Аіпшиця;

В 4 / ( Ь * ^ С » ) 6  ^\x)fc* •
! хай функі; .і C L 'X  X така, що:

АІ/ Ц(х') € Ь^Х при майже всіх х *  X  зь всіма мірами Рв ( і , С ,  ч('

Ай/ існують такі сталі 5 > 0 9 С>0  7 X > ~ , Щ° при майїе

всіх х*Х за всіма мірами P e ( t , c / )

\ і Ь ( t , а , ^ *Ct* , t  >0,

Х
де P t(t,x  9) гаусівська ь >а з середнім Х & Х 1 кореляційним 

; зратором -'оператор з оцінки щільності,відносно

Р\>(£,х/)> Ймовірності переход процесу з нульовим переносом І дифу- 

ЗІЄЮ t \x) b і\х)

Тоді існує неперервний однорідний маркіьський Г.роцес В X  з 

ПерелІДНОи, ймовірністю і такий, що для довільної вимір­

ної, обмеженої функції *. X - R  функція

к
є розв*йзком рівняння

*

Г \ f ’ (u Г|Тц,е fl ft,X 'V
X  0 л



ДЛЯ ЯКОГО виконується ll)e(x}U-(t,X,»f)i £ Ю^МІ "t , де ^  - 

сі ла, llf(t = VO»l^(x)t , е(Х)=-2Ц*1-- , Х * Х  ,

г.ч І^вйлЇЇ ^
Ц  ( t , х, Г  ) - перехідна ймовірність дифузійного процесу в А . а

нульовим переносом і оператором дифузії (^(х ) б> І'\к) , Х*Х-

В §3.2 доведено, що побудований в теоремі 3.1 марківський процес 

е узагальненим дифузійник лроцесом з вектором переносу а ( х )  і 

оператором дифузії в тому розумінні, що для довільної

обмеженої неперервної з обмеженим носієм дійсної функції У (х )} x t X

^  J (^ '> ‘ ^^ P C t ,x ,< il3)ju(<ix)r ^ (а (х ) ,г )Y (x )ju (Jx )

X X  X

k *  ^ J (>і-х,г)гР (і ,х ,^ ) ] и (і х )  =

1,0 X x X
/тут (U - гаусівська міра з середнім 0 і кореляційним оператором

в  / .

§3.3 присвячений доведенню того факту, що побудований в теоремі

3.1 процес Б слабким розв"язко*. стохастичного інтегрального рівнян­

ня

t Ь

х(і\ = х(о}* Ja(x<i)V<As + ^ g*L< *< s)U uV s> > *-7' г *

* о

Де - В -вінерівський процес в X .  /процес з незалежними

приростами, для якого при довільному f > 0  #1)-t»r6 (£) мае

гаусівський розподіл з середнім 0 і кореляційним оператором ««в / .

В §3.4 наведені умови, при яких міра, що відповідає побудованому 

в теоремі 3.1 процесові еквівалентна мірі, що відповіде?: дифузійному 

процесові з тією ж дифузією і нульовим переносом.

Тссдема 3 .4 . Нехай функція Л : Х ~ * Х .  задовільняє умови Аі/ і 

АЗ/ існують такі сталі § > С , С>0 , У > - , 40 при t > 0

і майже всіх Х б Х  за всіма мірами Pp (kt , t ) ' ) >

Л Н б  ім. в . Стефаника 

А Н  України



іЛфГЧи,*л> Ав 27.752
х

Нехай функція зьдовільняє умови В1/ - В4/.

Тоді звуження на JK.j. мір, що відповідають побудованому в 

ісоремі 3.1 процесові та дифузійному процесові з нульовим переносом

і тією ж дифузією, еквівалентні при кс-жному Т < о° .

Взагалі кажучи, якщо виконуються умови т іреми 3 .1 , але не вибо­

чується АЗ/, то tol рити про еквівалентність згаданих вище мір не 

можна. Прикладом цьому є процес з вектором переносу (х ; X . X  

таким, що Q (*) - Л \ ( * ,  'Ф и і (К(ж)~0

в іншому випадку /тут а  €.6>"Х сталий вектор, £ - власний 

вект операто; Н> , j  £ <х < 4 /  Tti оператором дифузії В
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