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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ 
Актуальність теми. В 1525 p. Р. Невенлінна опублікував 

основні теореми нової теорії мероморфних функцій - теорії роз­
поділу значень, яка згодом дістала назву неванліннізсьхої 
теорії. Вже через рік в 1926 році Р. Неванлінна* опубліку­
вав одне з найбільш ефектних застосувань теорії розподілу 
значень - нову теоречу єднності для мероморфних функцій (тут 
і скрізь далі під мезоморфною функцією ми розуміємо функцію, 
мероморфну в скінченні і! площ ині) . Він встановив, що мероморф- 

на функція однозначно визначається п'ятьма множинами її ви­
точок, і ij £ f, тобто, якщо у двох мероморфних функцій 
множини Jij -точок однакові для п'ятьох значень Л- Є €, 
то ці мероморіні функції тотожньо рівні. Чотирьох значень не 
досить.

Півстоліття теорема єдиності Р. Неванліннк залишалася 
майже єдиним результатом в цьому напрямку, хоч епізодичні 
дослідження в цьому напрямку траплялися і в цей період. Ще 
в 1976 році Л. Альфорс̂ в ювілейній статті, присвяченій 
Р. Нєванлінні, писав про теорему єдиності Вегаяяінни: "Вар­
то уваги, що досі вона лишилася більш або вени ізольованім 
результатом"*-Але з того часу ситуація докорінно змінилась.- 
Теореми єдиності типу теореми Неванлінни поширюються на більш 
широкі класи функцій і уточнюються для більш вузьких (Адамс, 
Страус, ІЬйзер, Говалакрішна, Бхуснурматх, Хе Юдзянь, Гао Ші- 
ань та інші }. В умовах єдиності з різних теоремах цих авторів
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виступають різні множини. Для них будемо вживати такі поз­

начення. Через £ (Л , f) - ( і Є <£'■ /сі) = 
позначатимемо множину Л -точок функції і* (якцо / е 

алгебраїчною функцією, то £ ( Л, £) - і Ъ е Є : (̂?r) - J.
Якщо будемо враховувати і порядки Л -точок, то одержимо 

цультимножину J L E U .I ) . Через Е (Л ,А ^ ,^ ) , 
fi£ /̂U\o°\ позначатимемо множину тих Л -точок, порядки 
яких не перевищують А.. Зокрема ЕІСЛ,^) - Е (*А , L, <f) - 

множина простих Jt -точок, а £ (Л  Е (Л ,{).
Є ще один напрямок в дослідженні теорем єдиності, який 

також походить від статті Р. Неванлінни. При збігу певних мно­
жин або мультимножин Л -точок для двох функцій не можна 
стверджувати, що вони тотожньо рівні, але виявляється, що во­
ни пов'язані певними співвідношеннями. Цій темі присвячено в 
останні 20 років біля сотні статей (Гундерсен Г., Одзава М.,
Ян Чжун Чжунь, Хе Юдзянь, Гао Шіань, Мюс Е., Штейнмец Н. та

ін.).
Мета роботи. Визначити, скількома множинами Е(Л ,{)

( або му дь тими ожинами М>Е(Л, f-) , або множинами прос­
тих Л -точок Еі (Л , {)) однозначно визначається функ­
ція / , що належить одному з таких класів: І) раціональні 
функції, 2) алгебраїчні функції, 3) мероморфні функції, 4) 
алгеброїдні функції, Ь) многочлени, 6) цілі алгебраїчні функ­
ції, 7) цілі функції, в) цілі алгеброїдні функції.

Показати, що одержані оцінки є точними. Це досягається 
побудовою відповідних прикладів.

Наукова новизна і теоретична цінність. Дисертація має 
теоретичний характер. Отримані в ній результати є новими.

Розв’язані названі вище задачі для класів алгебраїчних, 
цілих алгебраїчних, раціональних функцій та многочленів з 
врахуванням їхніх степенів.

Розв"язані вище вказані задачі для алгеброїдких та цілих 
алгеброїдних функцій.

Методика досліджень. При доведенні наведених а роботі 
результатів використовується апарат неванліннівської теорії 

розподілу значень мероморфтпг фунхцій та методи алгебри нно- 
гочженів.

-V Апробація. Про результати дисертаційної роботи допові­
далось на Львівському міжвузівському семінарі з теорії ана-
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літичяих функцій (керівник проф. А. А„ Гольдберг ), на 1-му 
республіканському семінарі по теорії цілих і субгармонійних 
функцій і її застосуваннях ( м. Харків, 1990 p.).

Публікації. Основні результати дисертації оцубліковано 
в статтях [ї - У статтях [2-3] , опублікованих у спів­
авторстві з А. А. Гольдбергом, внески кожного із співавторів 
не можна розмежувати.

Структура й обсяг. Дисертація складається зі вступу і 8 
параграфів, об’єднаних у три глави. Загальний обсяг роботи 
разом зі списком літератури ( 26 позицій ) і змістом - 81 
сторінка.

ЗМІСТ РОБОТИ

У вступі подано короткий історичний огляд теми роботи, 
загальна її характеристика та виклад основних результатів.

Нехай tP(i, JV.) - незвідний многочлен від 4 І

«V , oLbgri Р* пг >, і, о(/̂і іг * І. Рівняння

Ы) £ fim (г) и/'г + + fi0(b)~oг (і )

ftm (і) $ О , визначає ra-значну алгебраїчну функцію W- 
- w iь) 5 степеня п, таку, що уР(і, w(i))s О. Нехай

Корінь рівняння \Р(ь, Л)= О називається -̂точ­
кою алгебраїчної функції tvcij такого я порядку, як
порядок нуля & (  t > ) • Якщо Я * , то -точками
( або полюсами ) функції и/= w d )  називаються корені
рівняння w ^ & d ,  °  ) або, що те ж саме,

корені рівняння г> - о ,

йкщо /гт (.Юа і , то алгебраїчну функцію, що визнача­
ється рівнянням (і), називатимемо цілою алгебраїчне» функцією-

Якщо п-іу то, очевидно, алгебраїчна функція в раціо­

нальною функцією, а ціла алгебраїчна функція є многочленом.

Нехай *C:t,w)-flm.(t)u.'m+ • * • ♦ fltCb)w/ *

де fl it) - ЦІЛІ функції, Оі̂ Члг, причому многочлен
'Г(Ь,*/) < як функція від W  } незвідний над кільцем ці­

лих Функція. Рівняння Г ( г , */> = о визначає т-знач- 
ну алгебро їдну функцію w »  wci'). Означення d  -точок та по­
люсів таке ж саме як для алгебраїчних функцій, але А-точки
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та полюси розглядаються лише в £. Якщо то ал­
гебро Ідаа функція, що визначається рівнянням * ( ь, w ) - о, 
називається цілою алгеброїдною функцією. При т *і алгебро- 
їдна функція є меронорфною, а ціла алгебро"дна функція є ці­
лою функцією.

У главі І доведено теореми єдегості для алгебраїчних та 
цілих алгебраїчних функцій з врахуванням множин та мультимно- 
пш «А-точок.

Будемо позначати nuucl&.ijxCLV і, ггиа {а., 6/-О.Л 6,0., Ьє №..

В §1.1 доводяться теореми единості для m -значних ал­
гебраїчних функцій.

Теорема І.І. Нехай - лі-значна алгебраїчна функ­
ція степеня гц, \>= і, 2 , w/4 *  . Нехай

Е , *Ч)= Є (*А/, Ч . ) , £ с  , і  s / 4  L .

Тоді ^ і Зт * f n  .

Наслідок 1.1. Нехай ̂  і w a - дві m  -значні алге­

браїчні функції степенів відповідно а і і rtj, . Нехай

L ( ( n ,n ±, /гг>-= з /7 1 + 4  + [пгг — ;7г? .

Якщо , і і у г L ( т , , п х , о.г) - різні числа з <Г

і ЕС'Aj* , w t -) щт і iji LCm, a±laz)}

то v^ri>=vac o, /і̂ - лг=а; L(nx,n, ч т  + ц  [- j

Теорема 1.2. Нехай -*/д і - дві пг -значні
алгебраїчні функції степеня а, f .... . } < -

різні комплексні числа з £. Якщо JU, £(**■;, ) -
« *

=  і £/42пг, Е(Л^п ^ у̂ Е ( Я ггп̂ г\

TO W 1Ct:'> s Уі/г('г).
В §1.1 побудований приклад, що показує точність цієї 

оцінки.

Теорема І.З. Позначимо ( m. € АО

Л ( пг, і.) - г т  + і ,

л ( пг,г)= гт + £  ,
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Л ( т ,  5) = з т  + і  ,

л е т ,  я )  * и т  4 1  + [- 4т 1 ], пъ.ч.

Нехай _ дві гя-значні алгебраїчні функції

степеня л., JLt> • • * , %Л-Аіт.,п,) - різні числа з Ф. Якщо 

Є (JLj , W t) = £ ( , iv ̂  ) при і & ̂  £ Л ( nz, ft),

то W± С і) a vv̂  ( fc).

Точність оцінки показана для ґп.= £ і а= і,2,3/-,*#/»

У е /4/, для довільного т і П = I, Z, Ъ •
В §1.2 доводяться аналогічні, як в И.І, теоремі єдинос­

ті для цілих лг-значшх алгебраїчних функцій.
Теорема і А . Нехай - ціла «ті-значна алгебра­

їчна функція степеня /Т,̂ , *= 1 ,2 ., И/s Ы .

Нехай 'Aj , 4. & - різні числа з <£ і £СЛ~»^)=

. ЕСЛ'.^). То,і г „ іЛЛг. д і ,

^  с 3 т  - ± * {< лг-і) щ ^ТТх^ a <v/liJ.

Наслідок Ї.2. Нехай *4 і W a - дві цілі /п-значні 
алгебраїчні функції е те пені в відповідно /г4 і П... Нехай

^ і (пг. ft*, **)= irri^m - L) ~ 7ф 7Г л].

Якщо , і £ / s L( ( m., , /г̂') - різні числа

з С і ЄС «£,■,%)=. £■< при 1 і /  4

< (̂дг, Л.*, то */х(ь) а w/jCO , пі = аг = /г,

L^C m . п, П ) = U m - L  4 £  £-n\z~]  .
' Теорема 1.5. Нехай і <л/̂ -дві цілі лі-значні

алгебраїчні функції степеня п,, JLj у і ± £ гп, - різні

числа з £, Якщо »А£- £ ^і) = > •Уь),

і £/ < 2 т ~ і , EC Лгга-> ^і) - Є ( ̂ гт > а̂. )>
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то = wxc г).

Показано точність цієї оцінки.
Теорема 1.6. Позначимо

Л ^ т ,  і) = г лг, 

л ± (т ,2 ) - 2 лг,

л4Сгті,а) = ч т - 1  +Ц-С2лг-і')//гл>гг-»/3.

Нехай «4 і а̂. ~ Д®* ЦІді лг-значні алгебраїчні
функції степеня п-, уЯц • • - j т, п.) - різні

числа з €. Якщо Є (v^., и/4 ) = Є. ( JLj ̂, при

і. і і- і л.), то с а) = »л/гсг>.

Точність оцінки показана для довільного т  j n,. £,Z, 
для т.- і. ї довільного л.

В главі II виводяться теореми єдиності для алгебраїчних 
функцій, в яких умови накладаються на множини &, /) •

В §§2.1 - 2.2 доводяться теореми єдиності для ґП, - зна­
чних алгебраїчних функцій ( в §2.2 для т = і) .

Теорема 2.1. Нехай • - пг -значна алгебраїчна функ­
ція степеня n.j , 0=. 1,2 , ^  iva . Нехай-

і ) hy »kVj,) j є ^ ,

Тоді

г- ^  г. лт km. f t  Arii \
Г ф  - ггтг ~ « 7 ^ 1  И  1 П ^п ^)*
rfsi /
де A.= 4^ v/ . • . V  4-^ . У випадку, коли Key -

e i  г пг ?• г, , л.* л п-г =; і , 2. г виконується

(J, 4 з  п г .
. Наслідок 2.1. Нехай IV/ - лг -значна алгебраїчна 

функція степеня п., 0- 1 , 2. ,  т ,  ±)z zrn-nL,

q,(m,z')= ч т + 4  , q,cm, 20 = б-m. -ц.-ч т . / ъЗ, 

q,(m,u)z & т * ±  , q,(m,a)z em  +± + c-vm. /3 j

при R.J/J-, Якщо «А̂. , 4. & ^ ^ <̂сггг., п) - різ­

ні числа з £  і Е̂С-9̂ = £А , kVa") при ц



- 7 -

ТО = \А/г  .

Показано точність цієї оцінки для довільного ПЬ і 

ГЬ= L, Z, ч.
У випадку т -t (раціональні функції) доведено наступну 

теорему.
Теорема 2.2. Нехай і - дві раціональні функ­

ції си^Лі- (£&£&£= п. ■>, і. . Нехай

q.(±) = 3 , q,(Z)= = Ґ , у , ( т = 6  при ґі>^4.
Якщо vfct , .. . , - різні числа з с і

fjC «а,- , при і < / 4

^ h и ^  •

Точність оцінки показано при п - 1, З , а також при 
всіх парних а.

В §2.3 наступна теорема для цілих m -значних алгебра­
їчних функцій є аналогом теореми 2Л.

Теорема 2.3. Нехай - ціла m -значна алгебраїчна
функція степеня гь̂  , J- і, г , ^ л/г Нехай

Е С , ‘'Чі') = є ( » ^ ,  feyi и/г,) , і І і (j,,

£ £ . Тоді

£  

j-i
де i s  ■ ч/ У випадку, коли ‘ - k̂ ~

= і. , т  У/ z  , іь±лгь^- і ,  a 4 v / a iL = a ,

виконується q, ь Зт-і..

Наслідок 2.2. Нехай і - дві цілі m -знач­
ні алгебраїчні функції степеня а,. Нехай

п) = б т.,-2 -*■ C-2.can-L -і) / n,j.

Якщо , / і у! & <J,̂ c ''П., гг,) - різні числа з £ і

И/4)с £*(»*/ , при і. 4 /  <

4 пг, nJ), то w *  = w/t .

Точність цієї оцінки показано для довільного т_ і пса. 
§2.4 присвячено теоремам єдиності для многочленів.
Теорема 2.4. Нехай ^  і ̂  - два многочлени. Якщо

чЯ-^, Л ^ }Л Ъ - три різних числа з <Е і
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є , с / • * . * .  з,
то . jo .

Показано точність цієї оцінки.

Теорема 2.5. Нехай і - два многочлени,

Ол$ = оіьд о  ̂ . Якщо £ <Г ,

^ 4 £ «̂-а, , всі «Л-̂ -точки або прості, або мають пар­
ні порядки, і- = і-, а, і) = і., ц , і £4 («А . , Р4 );

ЄЛ СЛ' ’ ^І) > / - * » * ■ »  то * Ль .

Теорема 2.6. Нехай ^  і ^  - два многочлени, cUqit̂  - 

~ &CQ = /7̂  £ 5*. Якщо , <v4-4 є <Г , о/££ £ >

і Е4 СЛ; , А ) =  Є- Л*, >&z ), + - * . & ,  то
Глава III присвячена теореиам єдиності для алгеброїднкх 

функцій.

В §§ЗЛ - 3.2 доводяться теореми єдиності для алгеброїд- 
них та цілих алгеброідних функцій з врахуванням множин
ЕСЛ,*., і

Теорема ЗЛ. Нехай vt'. і н/̂  - гп -значні алгеброїд-

ні функції vvA і <л̂ , і Е і JI. , к - , и/,) =
о «/

= Є  СЛ; , і., , k ; € /V (У (ccj , ^  Є <Г ,

± & 4 і q, , к - т-сих. { • : i i / 4 И .

Тоді

Теорема З Л для /71=1. доведена в статті Гопалакрішни і 

Бхуснурматха̂.
Наслідок ЗЛ. Нехай W £ і к/̂ - гп.-значні алгебро-

і. Сорм^/хА/илАлхі, УС. S . 7 З&ьоомилуілгахЛг J.S.

ЯілЛрісегьіМ t/шусглгі pyt m&*J>rno*ifJiic 

£usbofc£ori4 / /  m i& ish s ' S coubci. -  19  ¥ - 6 3 6  '5Ї і 2і ~130.

И
d'L

k.d + L 2. m
tk+±
k + L
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їдні функції, Ає Л/ и <^с/я)= ч т  +-1 *  Сз. гп/к. J.

Якщо Є с *  ., -к , K /J  = £ ( , А  , * 0 ,  A j е С, 4 i /і ^  № ) ,

то W/  ̂г w. .

При ^  =оо  - це відомий результат Ж. Валірона^.

При m - t  і k -  ех? _ц е  класична теорема Р. Неван- 

лігаи. При т,- ±  і 4  е V  - теорема була доведена Сюн 

Цзінлаєм^ і Ян Ле^. Точність с ^ ) для всіх k £ А/

±. ifcluxjon. La. oUxivfcc sU*l tom-tiarvb

о і^ б ^ и й л  / /  33ult . Soc. тсиЫг. <&o&nс&.~ 

19  3 1 .- 5 9 . - Р . І 7 -3 9 .

2. 3KionjQ 

ОІ LunCcite "CL&d&it QM-CC fAn.ztt.onA

mxxorwcnfUiM u StLtrCtUcu -yLnica, . -

1 9 6 3 '  -  i z ,  ил  6 . -  &  I  4 3 -  Ч ї О .

3. Ян Лэ. Кратные значения мероморфных функций и их комбина­

ций / /  Шусвэ сюэбао, yJjytCL , ?уСгъС&а.. -
± 9 6 4 1 4 , Jbt 3  . - е, 4 Z я- ч ъ г

(кит.) (англ. перевод: TfjijUj jp fe  n U cttL fljU

-гНіАил of ггил&гтьсч^гАіс. fujj-u^Uan^ &гъоС 

of cOirobiSTXlLuyfbi, o f ficruitL.on^ / /  С/ьспелс 

аЛссЫь. - d 9 ЄЦ , — £~t <uA 3 . — -ІР- 4 GO - 470 )

Уи!п^ - Cat . tin fv*io6&m £.



-  ІС -

показано УедокГ. Якщо А > 2 Ш , то О С гп) =. Чпі * і. .

Точність цієї оцінки показано Хе Юдзянєм та Гао Шіанєм2. 
Теорема 3.2. Нехай м/4 і ^  цілі /ті-значні

алгеброїдні функції, И/. і £С ^., А. ,и/4) =
= Е ( , Ау., ivj , А  є * ( /  }*оа| , ^  € с ,

і ± j - Я' ■, к = nrvOJC 1 Ay : і <■ /. t 9, /.

Т°”  t  7 r h  4 г  m  ^  •
</r-£ <*

Наслідок 3.2. Нехай И/4 і - цілі /ті-значні

алгеброїдні функції, А € /V   ̂ -f о о  j  ,

= Li m  + L  ( г т - 1 ) / ^ ] .

Якщо £ ( X ,  Л, И/j).: £  C wt • , A, «/.)
^ v *•

J L  Є (£ , ' f  4 /  < f  A<nT.)  ,

TO W  : tv. ,
1 *.

1. IJUcUl ?€• ILrbUuMj ЪЬл.с~лгпл fere ЛТХ.-СО- 

rrw^tpJiic сґс critiste, ^luuitconA  // УЄооіа.і 

Л о Л Л .  j f 1 9 Є О . -  3  ъ Л % Ъ . - & Ч 5 7 - Ч 7 ±.

S.. Же, JbLbOUb, tykJO J f e - C U L .  Qrz a l f c b w i o L  

{илхАіогоі thz, trCurie, v g M u i

at bht basnt. jri&inLb // CfiGoLouC 

4 9 8 6 .~ 9. Jb% A .  ~ & S L & 6 -  2.Є5-.



- II -

Основні результати дисертації опубліковано в наступних

роботах:

І. П'яна В. 0. Уточнення теореми єдиності для раціональних 
функцій. В зб. Прикладні питання математики, Львів.-

[ил-оЛлспл и (LrbtixJb &a.oL ш & ^^г п о г и с  

{.u a c tio n A . J lcLw uuu*, cn, m aZJig,-

mcdicA . - і  9 9Z- - і  і , -  P. ± 9 9 - Z04.

3. Гольдберг А. А., П’яна В. 0. Деякі теореми єдиності для 

раціональних, алгебраїчних і алгеброідних функцій, що 
враховують тільки прості А -точки . Доп. АН України.- 
1952. - М2. - с. 12 - 14.

1991. - Вип. 36. - с. 40 - 41.

і . G-otcLlvi^ Л. Л. 7 <ti^CU~UL ZA л/L.

CUlUjAUrUSA thlG-vtmA {&С  CuI^I&*U L lC

• ЛНБ ім. В. Стефгг-
АН \7---" .







►

Ав 27.865

Підписане д* друку 29 .07.33р.
Фермат 60X84 0 1/16 Обсяг С.7 др.арк.
Заиевлекая_/У її Тирая примірн.

Рівне.УІІЗГ, Свбрна, II


