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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность темы. Предмет исследования. Одно из центральных 

мест в теории целых функций одного и многих комплексных переменных 

занимает исследование взаимосвязи между распределением нулей функ­

ции и ее поведением. В эту тематику включаются проблеми описания 

нулевых множеств и множеств (не-)единственности для целых функций 

из определенных классов и пространств. Актуальность этой проблема­

тики, наряду с тем, что она продиктована внутренней логикой теории 

целых функций, естественным образом инициируется вопросили, свя - 

занными с полнотой систем функций, интерполяцией, аналитическим 

продолжением, представлением рядами, уравнениями свертки, со спект­

ральным синтезом и другими проблемами.

В диссертации основные исследования вопросов, прямо или кос - 

венно отражающих взаимосвязи между распределением нулей и поведе - 

ниєм целой функции, сконцентрированы на следующих темах.

1. Условия вполне регулярного роста (в п .р .р .)  целой в (Г 
функции конечного порядка на системе лучей.

2. Множества (не-)единственности для весовых пространств це - 

лых функций одной.переменной.

3. Аналитические множества (не-)единственности чистой кораз - 

мерности I  (дивизоры (не-)единственноети) для весовых алгебр це - 

лых функций многих переменных.

4) Экстремальные оценки типа (кругового индикатора) целых в 

£ п , п ^ { , функций порядка р  , делящихся на заданную це -

лую функцию.

5 . Полнота систем экспонент в пространствах функций, голоморф­

ных р области.

G. Представление мероморфных функций в (Г ‘ , П9 1 , в виде 

частного целых функций минимального роста.

7. їеоре№  единственности для целых функичй конечного порядка 

с огр -шичениями на ра,> яалькый индикатор в (С п •
Методика исследований в диссертации сцементировав~ ьоедино 

планомерным применение:.* фундаментального в теории потенциала поня - 

тия Бьіметани;і и его развития.

Тематике.-., отраженная в п Л , берет свое начало в работа*

Б.Я.Девина к А.Щниогера [ I ] , I93G-I939 гг. Основная теорема о 

целых функция^ в’т .р .р . , полученная ими, дает полное описание после- 

дорательнисти нулей целой функции вп .р .р . на всей ..-лоск^стп.

Эта теорема обобщалась в работах B.C.Азарина, O.K .Балашова,
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А.Ф.Гришина, в цикле работ А.А.Кондратюка и др .(обзор в [2] ) как 

для класса Ь р целых функций конечного типа при порядке /* , так 

и для более омцих классов функций. Однако до недавнего времени речь, 

как правило, шла о вн .р .р . на множествах, совпадающих с плоскостью 

<Р . Определенная информация о вп .р .р . целой функции в угле может 

быть получена из результатов Н.В.Говорова о голоморфных функциях 

вп .р .р . в угле. Условия более слабые, чем вп .р .р . целой функции на 

одном луче (слабая регулярность, / ’ -регулярность) исследовались 

А,Ф.Гришиным и М.Л.Содиным [з] . Эти условия можно рассматривать и 

как первое приближение к условиям вп .р .р . на одном луче. В общей 

постановке очерченную тематику можно сформулировать как следующий 

вопрос: каковы условия на последовательность нулей функции f  Є Ьр , 

при которых функция ^  вп .р .р . на замкнутом множестве S  С  (£’ .с о ­

стоящем из лучей с началом в нуле (далее такое множество £  называ­

ем системой лучей)? Такие условия для произвольной системы лучей 

и даже для одного угла или одного луча неизвестны в общем случае 

и поныне. Актуальность исследования этого вопроса вызвана еще и 

тем, что после работ 0 .В.Епифанова и В.А.Ткаченко 1973-1974 гг .,

о разрешимости уравнений свертки в выпуклых и /5 -выг/уклых областях 

точные условия разрешимости их в терминах спектра характеристичес­

кой функцій сводятся к описанию распределения нулей целой функции 

вп .р .р . f  £  Ej, на о -допустимой системе лучей S  • При этом 

система лучей S р-допустима , если раствор любого дополнительно- 

£0 jt £  угла, т .е . связной компоненты дополнения (£, \ » мень -

те н /р  . Полученный в диссертации критерий вп .р .р . f  Є Ер на S' 
для широкого класса систем лучей S  , охватывающего и ^-допусти­

мые системы лучей Л  , потребовал нового подхода, основанного на 

конструктивной технике выметания субгармонической функции и ее 

распределения масс на систему лучей S  • Лри ЭТ0!к' классические ме­

тоды выметания меры и потенциала, разработанные Валле-Пуссеном,

М.Брело, А.Картаном, М.Риссом, Л.С.Ландиофом и д р ., а также аксио­

матические теории потенциала в силу ряда причин неприемлемы непос­

редственно для рассматриваемой ситуации.

Одна из классических задач, вкладывающаяся в л .2 , состоит в 

следующем. Каковы условия на последовательность комплексных чисел 

A ~{^nf  » при которых существует целая функция экспоненци -

ального типа (ц .ф .э .т .)  /  Ф О , т .е . f  Є Е  у  , такая, что 

обращается в нуль на последовательности /\ (пишем f  ( Л ) -  о  )
И



— fj —

ioj I fdy)\ -  p  ( y J  , у  є iR, (i)

где p  -  субгармоническая функция конечного типа при порядке I ?

Изучение этой задачи началось с теоремы Ф.Карлсона, получен - 

ной в начале века: при

р сг)  *  /7 f  \ Л* ?1 2̂)

и /1  --Л ' существование ц .ф .э .т . J  ^  О , / 0  -О  , возможно 

тогда и только тогда, Когда $ 5* /  . Этот результат неоднократно

уточнялся и обобщался в работах Т.Карлемана, А.Ф.Леонтьева, Б.Я.Ле­

вина, Ж.Нахана, Л.А.Рубеля, В.Фукса и др. для случая (2) прежде 

всего в связи с вопросами полноты системы экспонент в иространст - 

вах функций, голоморфных в областях типа полосы. При этом на после­

довательность А накладывались жесткие условия близости к положи­

тельной полуоси С  и определенной регулярности распределения то г. 

чек ИЗ /1 .

В случае, когда / [  - произвольная последовательность положи - 

тельных чисел и функция р  имеет вид (2) или р(г) - £<?у j г)\ ,

где ^ - ц .ф .э .т ., Имеющая нули в правой полуплоскости только на

fff , полное решение сформулированной задачи было дано в сов - 

местной работе П.Мальявена и Ji.А.Рубеля [4] .

Другая крайняя ситуация относительно результата П.Мальявена и 

Л.А.Рубеля была рассмотрена в работе И.Ф.Красичкова-'Терновского 

[Б] в связи с задачей спектрального синтеза. В [б] показано, что 

для последовательности А ^  Ій?+ существование прилюбом £ > Q 
ц .ф .э .т . , 1'акой, что / £( А ) = 0  и ^  I ft С | &

, у  <= Iff , эквивалентно соотношению Л С t) -  0(t) ,

t где A (Y) -  число точек последовательности Л в круге

l*l * t .
Актуальность распространения этих результатов на последователь* 

ности комплексных чисел А становится очевидной, если учесть, 

что, в частности, исследование полноты системы экспонент Ш ) *  
~{&'хр л г : Л Є А  }  в пространстве функций, голоморф*

ных в неограниченной йыпуклой области С С  ( £  , сводится к реше -

нию сформулированной еыше задачи. Такое распространение в дисссер т 

тации достигается с помощью новой конструкции выметания суОгармони» 

ческой функции на прямую в (С • При этом результат выметания 

-субгармоническая функция, т .е . разность субгармонических функций, 

с распределением зарядов (заряд = вецественноэначная мора) на этой
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прямой, что существенно отличается от классического выметания.

Проблематика пункта 2 в общей формулировке состоит в следую­

щем. Пусть Е - некоторое пространство целых функций в (С • При 
каких условиях на последовательность /1  ^  £  она является 

множеством единственности для Е  , т .е . всякая целая функция 

і & Е  , обращающаяся в нуль на У І , тождественно равна 

нулю (в противном случае Л - множество неединственности для 

£  >9
Необходимость исследования этого вопроса для различных прост­

ранств £  , в частности, для весовых пространств, задаваемых ог - ' 

раничениями на рост в бесконечности, возникает в самых разнообраз­

ных задачах, например, в связи с вопросами полноты и интерполяции. 

Поэтому круг известных необходимых или достаточных условий, при ко­

торых последовательность Л является множеством (не-)единствен - 

ности для различных пространств £  трудно обозрим. В то же 

время результаты законченного характера, когда не накладывается ни­

каких специальных ограничений на расположение или определенную ре - 

гулярность распределения точек из Л  > редки. Известно два нетри - 

виальных основных результата, в которых описание множеств (не-) 

единственности для весового пространства Ь. дается в завершенной 

форме и множества неединственности для £  не совпадают, вообще 

говоря, с последовательностью нулей функций из Е •

Первый из них относится к алгебре функций конечного Д -типа 

Е ( А) , где А ( t) , Т ^ £> , - непрерывная неотрицательная воз­

растающая функция (функция роста). Алгебра Е(Л) состоит из це­

лых функций f  , удовлетворяющих оценке

Ар А ( А^ l?i) t  А^  ̂ (з)

Af -  постоянная. В совместной работе JI.А.Рубеля и Б.А.Тейлора 

fej при некиторых ограничениях на функцию роста, а затем через не­

сколько лет в статье Д.Майлза [?] , 1972 г . ,  без каких-либо огра - 

ничений установлено, что последовательность А -  множество неедин­

ственности для ЕСМ тогда и только тогда, когда существует посто­

янная А такая, что (1). & А А (А г) + А , 1 ^ 0  , где

A ' . w {  ,  о * Л  <4 ’
О

История доказательства этого результата показывает, что точное опи­

сание распре,де «чия нулем целых функций из заданного пространства

f(i>\



( для £. С Л) в I960 г . ,  [б]) отнюдь не обеспечивает полной ин­

формации о множествах (че)-единственности..

Один из глубоких результатов теории целых функции - это теоре­

ма Берлинга - Мальявена. [8] о радиусе полноты системы экспонент

і Ап х  f  /1 ~ //in / < который можно трактовать и как

описание множеств единственности для пространства, состоящего, из 

.ц .ф .э .т . f  . ограниченных на Д7 и таких, что ( ї  Г/2) <" Л ,

где к / -  индикатор роста /  .

Важнейший тин весового пространства целых функций - простран­

ство Е [ ? ,к )  , состоящее из целых функций / £ - £ >  с

индикатором h Лв}с к (PJr &Є /К , где k - /^тригонометричес­

ки выпуклая Зт -периодическая строго положительная функция. Пол - 

ное описание множеств единственности для пространств Ь LР. А) 
при У5- I позволило бы получить критерий полноты системы экспонент 

§  ( Л ) в пространстве Н ( С ) функций, голо -

морфных в ограниченной выпуклой области Ст с  d~J с опорной

функцией I (- 0) , в терминах распределения точек из /[  .
Законченное описание множеств единственности для в

настоящее время неизвестно ни для каких у? >  О и А ^  .
Конструктивный подход к получению, например,достаточных условий, при 

которых У\ -  множество неединственности для ЕГ/>  /:) , основан­

ный на дополнении последовательности / [  до множества нулей 

функции /  +  О из Е \ /М  ] затруднителен. Прежде всего 

это связано со сложной структурой рас , сделен, к цулоЯ функций из 

£ 1р/ к ),
Вышеизложенное делает актуальной проблему разработка новых не­

конструктивных метод ів оілханиг і-, г<епт (не-)единственности. Один 

из таких методов интенсивно развевается в настоящее время B .C.Аза - 

риннм и Е.Б.Гинером применительно к пространству ЕГр, h) . Этот 

метод опирается на теорию предельных множеств в скя-юло ' С.Азарин».

В няией работе избран датой подход, ...ьсванный па тє^їу Л.Кусгса 

о наименьшей суцергармонической мажоранте [9] , позвол: - - й выра - 

зить значения этой мажоранты в точках г  £  £. через выметания (от­

носительно конуса сутргармонических в С- Функций) керн Дирака 

<5̂  , т .е . единичной массы в точке і  .

При переходе к целы:, функциям ы , /-1> /  , одіг."- из воз -

можных и естс твенных аналогов последовательностей точек в £  . 

не имеющих в £3 предельных точек, являются аналитические мнокест- 

ка /\С. <£* чистой коразмерности I ,  которые совняд««гт с нулевым 

множеством некоторой целей функции Гл • Задаче опвепькп ал ал и -

-  7 -
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тических множеств неединственности чистой коразмерности (см .п .З) 

для алгебр це/ых функций можно придать следующую более общую форму­

лировку. Через 1(F)  обозначаем класс всех целых функций, де.,я - 

ІДИХСЯ на целую функцию f  в кольце п  ( С л)  всех целых функций в 

С  '' • Каковы условия на функцию f- или на распределение ее 

нулей, при которых идеал J (F)  f)E , где £  - заданная подал - 

гебра в Н ( (С * ) , нетривиален, т .е . содержит ненулеьую функцию

Ряд результатов об оценках роста целой функции при заданных 

оценках роста характеристик нулевого множества этой функции можно 

рассматривать как условия нетривиальное™ идеалов 1(F) П j£ , 

где Є - весовая алгебра (В.Штолль, Л.И.Ронкин, Р.О.Куяла, В.А.Тей- 

лор, Г.Скода, ГІ.Лелон и Л.Груман и др ., обзор в [10] ) . При этом, 

как правило, ненулевая функция /  — Г  к ■ (£. I ( F ) Г\ /Г  такова, 

что либо целая функция !х не обращается в нуль на £ п , либо п 
довольно просто конструируется из самой функции h . Новый метод, 

основанный на принадлежащем Г.Бауэру и Г.Мокободзки (см.П,-А.Мейер 

Г н | ) понятии абстрактного выметания и на многомерном обобщении 

теоремы П.Кусиса о наименыяей мажоранте (подробнее ниже), позволяет 

охватить ситуации, когда конструкция мультипликатора А отмеченны - 

т способами не улавливается. Более того, метод применим к оценкам 

(см. п .4) типа (кругового индикатора) при порядке уЭ ненулевых, це­

лых функций минимального роста из 1 ( F )  , точным при р  s  I ,  и

».окбт быть использован для получения новых достаточных условий для 

множеств единственности целых функций конечного порядка с огрзниче - 

ниями на радиальный индикатор, что отражает тематику, отмеченную в 

п .7. В важном частном случае у ?= 1  эти результаты, по существу, те­

оремы о (не-)полноте системы $ (  Л)  е { €/Х̂> <  2, А > J Є / I }
< і, А > ~ А} + -'2 + . . .  * Ац , в пространствах функций, голо -

морфных в областях из .

Тематика п. 6 относится к задаче о представлении мероморфной 

функции /  в £ >/і , П , в виде частного ^  — Q / к  двух 

целых функций ^  и Д по возможности минимального роста по отноше­

нию к росту характеристик функции £  . Истоки этой задачи - в клас­

сическом результате Г.Неванлинны о представлении мероморфной функции 

ограниченной характеристики в единичном круге из [ ‘ отношением 

ограничениях голоморфных функций. Эта задача в (С и при условии, 

что U и іь де имеют обаих нулей. достаточно полно рассмотрена 

А.А.Гольдбергэм [12] . Если не накладывать ограничений на множества 

нулей функций -I и к , то для п~ I  и при условии
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T^(z) ■£: А(? )у J - функция роста, (Б)

где ъ  -  характеристика Неванлинны для /  , J1.Л.Рубель и

Б.А.Тейлор fo] при некоторых ограничениях на Я , а  затем 

Д.Майлз [<?] без каких-либо условий на Я указали построение

р и А такое, что

/ у  ( у м і  і \k(t)\) «  А к (S ' i )+C/ г = у ц-90, (б )

где А , В , с  -  постоянные.

Для п >  У первые результаты по задаче представления при

условии (5) и для Alt) -  2'° принадлежат П.Лелону

и В.Штоллю. Дальнейшее продвижение для функций многих переменных 

при условии медленного роста или весьма специальном условии "о£а- 

ланеированности" функции Л  осуществлено Б.А.Тейлором и P.O. 

Куялой [із] , получившими представление с оценкой (6) . Наконец, 

при условии гшюриаубгармоничности функции А ( hi), С * >

Г.Скода получил в [14] представление с несколько худшей оценкой, 

чем в (6) , а именно: перед функцией А стоит степенной мно­

житель X * , где к зависит от размерности п . Важно от -

метать, что функция Tf ( \Н) , вообще говоря, не плюри -

еубгармонична, т .е . нельзя полагать Л( I) = Tf (D .
Аналог задачи о представлении для S -субгармонических 

функций был рассмотрен 0 .В.Веселовской, 1984 г ..

Анализ перечисленных результатов по задаче представления 

указывает на определенный разрыв между случаями медленного роста 

мажоранты А как в методах (метод 'до -задачи у Г.Скоды и

метод рядов Фурье у Р.О.Куялы), так и силе оценок и условий на 

функцию роста Д . Таким образом, возникает необходимость еди­

ного подхода к задаче представления мероморфной функции f  , 

который давал'бы возможность оценивать целые функции 

минимального роста ^ и к в представлении f - у /  А не 

через мажоранту Д из (Б) со'специальными свойствами, а черва 

саму характеристику Неванлинны Т /  функции ^  и другие ев 

характеристики.

В соответствии с изложенным цели диссертации состоят в полу « 

чении критерия вп .р .р . целых функций на возможно более широком 

классе систем лучей в терминах распределения нулей этих функций} 

описании множеств единственности для классов ц .ф .э .т . я {£ ,
выделяемых ограничением на рост вдоль фиксированной прямой; в раз-<
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работке общего неконструктивного метода описания множеств (не-) 

единственности для широкого класса весовых пространств целых функ­

ция одной переменной И его применений, в частности, к вопросам, 

связанным с полнотой систем экспонент в пространствах голого; ,фннх 

функций; распространении этого метода и его применений на целые 

функции многих переменных, включая приложения к задаче представле­

ния мероморфных функций многих переменных в виде частного целых 

функций минимального роста.

Научная новизну и практическая ценность.работы. Разработан 

новый подход к исследованию распределения нулей целых функций вп.р. 

р . на системе лучей и для широкого класса систем лучей £  С С  
получен критерий вп .р .р . функции f  6f  Ej, на S  .

Установлены условия окончательного характера на последователь­

ности комплексных чисел Л , при которых существует ц .ф .э .т . /ф-Э.
{СА) -0  > с заданными ограничениями на рост вдоль прямой. Послед­

нее позволило получить критерий полноты системы экспонент (ь СЛ ) 
в пространстве Н ( С ) в терминах распределения показателей 

УІ , когда Сг -  произвольная неограниченная выпуклая область 

в (Р- . Этот критерий, в котором не накладывается никаких специаль­

ных ограничений на последовательность -/I - первый результат тако­

го рода для пространств Н ( С) . Дия получения перечисленных ре­

зультатов разработаны новые конструктивные техники выметания суб - 

гармонической функции и меры на систецу лучей в , которые могут 

быть полезны и в других вопросах, свяэаннынх с исследованием п ов е ­

дения целых и субгармонических функций на лучах в С •
Разработан новый общий подход к описанию множеств (не-)единст­

венности для широкрго класса весовых пространств целых функций од - ^ 

ной переменной. С помощью этого метода удается дать новые неконст - 

руктивные доказательства известных результатов об описании множеств 

единственности и получить новые теоремы (не-)единственности для це­

лых функций, о полноте систем экспонент §  С Л) и об устойчивости 

полноты при сдвигах показателей А. в пространствах голоморфных 

функций. В целях распространения этого подхода на функции многих 

переменных получена теорема о наименьшей мажоранте, позволяющая, в 

частности, дать через посредство абстрактного выметания двойствен - 

нов определение наименьшей плюрисубгармонической мажоранты для 

функции в области С- С2 <£ п , новое при С *  С  .

С помощью теоремы о мультипликаторе, опирающейся на теорему о 

наименьшей мпд-.оранте, установлены критерии для аналитических мно - 

жеств единственности коразмерности I для весовых алгебр целых функ-



ций в (£ * ; получены оценки наименьшего возможного типа и кругово­

го индикатора целых функций, делящихся на заданную целую функцию 

(точные при порядке р *= I ) ;  даны результаты законченного харак - 

тера о представлении мероморфной функции в f ’ н я виде частного 

целых функций минимального роста, среди которых есть и учитывающие 

тип (круговой индикатор) целых функций, участвующих в представлении; 

предложен общий подход к получению теорем единственности для целых 

функций многих переменных и намечены перспективы распространения 

этого подхода на голоморфные функции многих переменных в области 

из <СЛ.
Апробация работы и публикации. Основные результаты диссертации 

опубликованы в работах [22 - 36 3 •

Результаты диссертации докладывались на семинарах в Башгосуни- 

верситете, в Институте математики в г. Уфе, в Харьковском государ - 

ственном университете, на XI Всесоюзной школе по теории операторов 

(Челябинск, 1986 г . ) ,  на Всесоюзном симпозиуме по теории приближе - 

ния функций (Уфа, 1987 г . ) ,  на УЛ Всесоюзной конференции по комп - 

лексному анализу и дифференциальным уравнениям (Черноголовка,1989 г .)  

на Республиканской школе-семинаре в Харькове (1990 г . ) .

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения, 

вводного § 0 и шести глав. Общий объем работы 298 страниц. Список 

литературы - 126 названий.

СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Глава I . Выметание на систему лучей и целые функции вполне 

регулярного роста. Основной прием, использованный в этой главе - 

это сведение исследования поведения субгармонической функции на 

системе лучей S  С <С и изучению субгармонической функции, совпа­

дающей с 'и на £  , с распределением масс, сосредоточенным на S'.
Это потребовало разработки техники выметания на систему лучей меры 

и субгармонической функции. Конструкция выметания меры и некоторые 

свойства выметенной меры рассматриваются в первых двух параграфах. 

Через /і) и [ *S,/3 ] обозначаем соответственно углы

о/ «с а м г ’-с ft и о( й-' dry г ft в С  і СО($, Е
- гармоническая мера пересечения борелевского множества 

£  с границей угла в точке S €. Ес/,/3] относи -

тельно угла ■
П у с т ь  $  -система лучей. Гармонической мерой борелевского 

множества Edfll  в точке і Є €  относительно множества 

(£ \ £  називаєм функцию СС(S, £ і <£ \ £  ) , равную

Со( $ Е j ( лля точек , попавших в дополнитель -

-  II -
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ныв it S  углы (oTjj&l , и равную характеристической функции 

Хе (t) множества Е  при S € S  .
Определение, - мера, S  - система лучей- Нэотрипа-

tM iP ys  Функцию mJ  Йрршшшш* подмножеств Є  с  С  , сш - 

раааледаув ае ир&вшу

/ < *  ( Е )  = , Е )  C \ S )  d'/tis) j (7)

бу^вм называть взлетанием меры аш & , д а  выметанием из

Интеграл в (?) априори не конечен для компактов £  CL (С . 
Критерий того, что f ' g  - мера, т .е . конечная на компактах 

функция множеств, дает приводимая ниже теорема I . I . I .

Через [ ) ( С-’ С- обозначаем круг радиуса t  с центром в 

нуле; для меры уи полагаем ^и(С) ( D ( t ) )  . Класс всех

мер f *  конечного типа при порядке у 3 , т .е . таких, что _/*( t)~
-  О t j обозначаем через •

Систем лучей S  называем допустимой для меры Є У̂ у>,

если для любого дополнительного к S  угла ( ^уЗ) раствора 

р  - Ы - л /у  5 s /Г /уд конечен интеграл

$ - * * 7 7 7 4 * ^ / “ ' ’'
(°< ji)\D (i>  ( г е  У

где в знаменателе рассматривается ветвь аналитической функции, по- 

иоложительная на

Теорема I . I . I .  П у с т ь уи S  -  система лучей- Следую -
шие утверждения эквивалентны: 1 «

1) Длд некоторого О выполнено ( 'о' ^' + 00 .
2 ) Система лучей S  допустима дпя меры. .

g
3) А _  - мера конечногб типа при том же порядке р .

 ̂ S  ~ J
Следующая за  ней теорема 1 .2 .I  показывает, что значения интег­

рала по выметенной мере y / j f  от JUg -интегрируемой функции 

£  , определенной на £* , совпадает со значением интеграла по 

мере ,** Є Jkp от гармонического продолжения функции f  в C ^S  »

что вполне согласуется с классическими схемами выметания.

Основной результат главы 1 сформулирован в § 1.3.

Определение. Цусть U - субгармоническая фуШШ р С- , £> -
- система л.у-ісй. і'убгармонич°с кую в (. функция , оявпа -
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пашшую с U т £  Л і а рмоничаькуїр йШі S'  , -/УДОМ Ш І "
танием Функш и Ц. аа S  » ІІШ БШЁШЩе и  fl3 €  і

Распределение масс субгармонической функции U обозначаем 

через .

Класс всех субгармонических в функций U конечного ти­

па при порядке J> , т .е . таких, что ЦГ^UdJ <  +иа ,

обозначаем через Up •

Теорема 1 .3 Л  (основная). {іусть И Є Цо и с истема jiyHfifl S  
допустима для распределения и . /<$ ~ ВШЄШИР И Ш

іШ S  . Кэгди Ї  доетяит т.рдьвр до ОШЖА ЛУН4. ПШШ - 
да гаем, что J><- 1 . 0ц< .этих у і; да вида существует 8ЬШТ&№1§ *  є *у 
Ф уяш ш  и  т  £  й  щ ш р ш д о ш в ы  щ&р у * и  ..

Таким образом, е соответствии с теоремой I . I . I  выметание суб­

гармонической функции к не. S  возможно в том случар, когда 

выметание укк на S  определяет меру на S  . Более того, ес­

ли растворы дополнительных к .S’ угя'в не превышают -'T/p > то

допустимость S  для распределения масс уЧц - необходимое усло­

вие существования вьиетания U Є  функции U €  на

(теорема 1 .4 .2 ).

Доказательство основного результата главы I  при натуральном 

использует важное свойство выметанной меры: если мера_/<t /кд  ,

J) Є А/ , удовлетворяет условию Линделефа, то и выметание уц 4  
меры на допустимую для М сист&цу лучей £  "наследует" это 

свойство (теорема 1 .4Л ) .  Напомним, что мера (заряд) ^  удов •• 

летворяет условию Динделафа при порядке О Є Д /  , если выполнено

соотношение

^ ^  c / /4(t )  I - О  (і)  ,

Тоорема 1 .5Л ,  Д услчі'нях и обозначениях основной георемь.

1 .3  л  слатт&  у л м й ь ш ш  і ш я* ш й ь ^ !

15 и ' Ш Д О  ШЭДВРНДО) ЕЄЗ£» £  с  (гщ  !ЩШЩ| Р  ) ,

2 ) |унщ?й и да ш шш  20 S' А ш  *МиДГо

дои, мнительного л S' Угла (^fi)  Р^Л ’ВОРа лК А  , К С / т  ,
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Существует конечный прел ел

/  р и и е ы )Н-1)к-‘ и ( { е 1/3)  /

\ ----------- 7 7 7 7 ------- * *
Ї-* } Г  .

£
3) Мера и *  правильно распределена (іти порядке J> ).
Определений использованных терминов - р обзоре [2] .

Особенно простой вид теорема Ї .Б . І  приобретает, как отмечено

во вводном § 0 , в случае, когда система лучейS  ^-допустима.

Я< с л ел о в ат е л ьн ос т ь точек А  ~ { Ац} С Є  »н е  имеющую

предельных точек в (£ , отождествляем с целочисленной мерой, обо-

значаемой тем же символом УІ : Л (Е) -  ?  1
,  _  А» < £

Теорема 0 .1 . Целая функция /  Є Lj, с последовательностью

ЛУЛ Ей А  » и ввец ум ерован н ой  с УЧЕТОМ к р а т н о с т и , и м еет 1 Д .£ .Д .

в& j> -ШШЖ& ж щ §  іш и  S  ш м  и ш т  ш м >  когдз 
виааташш А  (. - ш а ід ь н о  asm (-ш .порядке р  ) .

Глава П. йметание конечного рода jj рост целой функции экспо-

цанщшыщр. і ш  м  авша-
Разработанная в главе I техника показывает, что выметание ме­

ру или субгармонической функции конечного типа при порядке уз из 

угла раствора 2? */р вовможно лишь при специальных условиях на 

меру (теорема X,|,1) или функцию (теорема 1 .4 .2 ), Выметание нового 

їила, рассматриваемое в главе П, дает возможность преодолеть эти 

препятствия, если пожертвовать некоторыми требованиями к выметанию 

«еры или функции. Достаточно допустить, чтобы вы м ет ан и е^ меры 

J* ‘ на систему лучей $  могло быть зарядом, а выметание

і нкцчп Ні Є Ил на S являлось <Г субгармонической функцией 

ft. распределением зарядов М&
Конструкция выметания рода ^  f где £  - целое неотрицатель­

ное число, применяется и детально рассматривается в главе П лишь 

для случая (У -  I (при ^  - 0 оно совпадает с выметанием, пред - 

ставленным в главе I ) ,  когда S - мнимая ось. Общая ситуация про- 

извольных (р, и S  и перспективы дальнейшего применения вынесены 

, в замечания, поскольку в идейном плене техника выметания рода о ■> I 

несет мало принципиально нового по сравнению со случаем о -- I ,  но 

требузт технически более громоздких рьг.аадок.

Для £. С С  через щ£і Е обозначаем лебегову меру на 

мнимой оси множества Е  П і /R i &V ( t ,E  )  - гармоническая 

мера множества £"/7 ijR з точке £ ^  £  относительно той полу - 

плоскости (правой или левой) в замыкании которой лежит точка S'
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ГумсВИУШЕИм засядем вода І в точке $ Фр относительно 

£  \ і Ж называем функцию борелевских множеств Е  ~ Є  , опреде­

ленную как

І *  т і .

Заряд у  на (£. називаєм а ар ядом конечного типа (при порядке

І ) ,  если его полная вариация jj) j  - мера конечного типи при поряд­

ке I .

Определение. Дусть )) - заряд конечного тип» & О <£ ^*^>У- 
Вьім§шием £аца I защща у  ка ЩЩШ °£Ь бщем Щ Щ  ШШ 

£  носителем на c/R , о пределенный да ПРАВИЛУ

) )S ( E )  * $ Q  ( * , £ ) c t y ( r )  ■
С

Е  -  о'орелеаские множества g (£, .
Аналогом теоремы 1 .3Л  для выметания рода І является

Теорема 2.1 Л .  Дусть lc - S-субгармоническая Функция £  рас­
пределением зарядов у  конечного типа (при порядке I),0£bfPp 

й Фздкцкя и представлена £  виде £*-, чости субгармонических іучк- 

ЖШ поия&!Ы 1. Т о т  найдется 3 -ОУ^аЕМОНИЧ«С«Ш ДУЩМИЯ и % 
с распределением звдядрр У в  , швдсіавимая 1  виде РЙЗЬРСУИ v.yg- 

г.здмонилеских !ЙШ2ШгШ ІМ М М  I & ШМ J m  U = к s  М  < № Ж  
множества нулевой емкости.

Вообще говоря, выметание родя Т мерк или субгар^они'іес/Dt 

функции конечного типа на мнимую ось имеет более высокую категорию 

роста, чем исходные мера или функция, іти роложк-:нир лздтся.ск;ль, 

если наложить на выметаемую меру (за р зд ) у  специальное условие:

5 < * у ш\  =  o w .  u>

/ * т < і
При условии (А) выметатп 'у°  сарлда конечного 'типа р  по-прет- 

нему а ар яд конечного типа (теорема 2 . 2 . 1) ; если заряд \> сосредо­

точен вне пары вертикальных углов

W j  - [ t €  С :  I h * f  *  S ІН}  , где л >0 , W>

то существует постоянная с >  о такая, w o  (теорема 2 . 2 .2 )

1У Л ! ( С L(yv), l i y+ t f t )  ъ г т  , о *  г * / /1у g f i  .
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а
как показано в 5 2 .3 , выметание -р "наследует" условие Линделе- 

фа тіри порядке І (теорема 2 .3 .1 ) .

Применения выметания рода І к нелым функциям касаются задачи, 

сформулированной при ( I ) .  В 5 2 .4  доказаны основные результаты о 

росте ц .ф .э .т . вдоль i f f  , обращающихся в нуль на последователь­

ности /[ с  С .
Для последовательности /І *  //4К /  С- (Cl , не имеющей

предельных точек в С  , определим логарифмическую Функцию интер- 

І Ш

1А ( * , М  » ' **а л  {  Сл ( г, R) J (г, # ) f j

где

- * * 4 , Q W ' Z Z  « * }  .

Для функции С е' полагаем

т  ! ,  й \ ' ~  I  (-  !г, _г  * / •

Теорема 2 ,4 .1 . Если лш  некотором Функция р  Є
гааадназда внутри д ш  у. лог к ^_ (8 ) и Л ft \Л/6 = 0  * ™
1 і іЖ Ш £  v tfi^ -хаения эквивалентны:

1) Существует ц .ф .э .т  { Ф О такая, что f (A) -C и вы-

полнзво ( I ) .

2) Существует постоянная А/ такая . что

^  а  ^  J p  О ,  + М  / +

ф и  /1 С ц  функции р  специального вида теорема 2 .4 .1

дает основной результат Л.А.Рубеля и П. Калы» єна из [4] .
Теорема 2 .4 .?.. Пусть А - последовательность комплексных 

чисел конечной верхней плотности, т .е . Л ( t) -  0 (t)A і ~>”х’ . 

и р  Є к'; . Тогда следующие утзе^ждеиия эквивалентны:

I)  Гля любого f  >,о н&Кдстся ц .Ф .а .т . £  ф О тикая, что

/е С А М  —

і / £ а у л  i f  а р  *  £ у  , у £ Х \ Е е>
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ї ж  - множество дйбрг'чдав аеш  на %  •
2 ) Для любого s>c> сущэстьуот 1Ь-- Т^ШШД Mr І Ш <  Jffii

/ ,  (?/ Я) *  X  (г, ft) + і  -& + M t t f  * T */?<-><*>

Из теорем 2 . 4.1 и 2 .4 .2  легко вытекают ($ 2 .5 ) условия полноты экс­

поненциальной системы

£  С А )  -  /  шк~*4л* :  л е л ^ к е л / ,  t * K < A ( f A J ) }

с показателями / I  г {^ц( (—([, в замкнутой полосе и в произволь­

ной неограниченной выпуклой области.

Система £  (Л) П9Дна £  замкнутой пало&А \Jbn і  І ^ 4  ,

если любую функцию, голоморфную в открытой полосе 1Ян*1 ■< 4 **

непрерывную во всех конечных точках замкнутой полосы 17гк а ( А > 
можно аппроксимировать с любой точностью конечными линейными комби­

нациями функций т £  (Л)  в топологии равномерной сходимости на 

компакте* из замкнутой полосы \)г* г\ «Г А •
теорема 2 .б . і .  Д о ь  п д м а ш а ш ш а ц  A ^ l K j c  d  т и  

д а ш в ш  х ш ш

1 & А Л1 з* J  M J   ̂ >г - 1 , 2 , . . . ,  (9)

лш  нвкотавом ,<5>о • £ ц £ іш  е  (Л ) тпй & .ш взш эД  ПШШй? 

п т  .п ШМ9. ШД*. В9Ш
С ( Я) -  $  fog ^  )  -  t

/и г  с  +*о </

Условие отделенности (9) от мнимой оси по существу. Во вся­

ком случае, как показывает пример 2 .5 .1 , при условии А  Ґ)( 
получить информацию о полноте системы £  (Л ) только с помощью 

логарифмической функции интервалов ( X, tf) , вообще говоря, 

невозможно.

Система $ ( А )  полна £  области Q С  . если она полна в 

пространстве /-/ ( Q) в топологии равномерной сходимости на ком­

пактах. ' .р
Цусть С  - выпуклая область в (С , Кq (в) -  Л<у> /  fit ї в  t

е є С І  - опорная функция этой области. Наименьшей шириной. 

или широто” области Q называется [16] величина

Л Н .с  іш. В . С теф ан и кя
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і  к с . і е ' і > *  К ц ( * - І > 1 .  <ю>

Если выпуклая область С неограничена, to  х о т я  бы для одного зна­

чения & , при котором в (10) достигается, луч ■( oS + 
t t Щ?(іФі І'* Of ПРИ некотором С лежит в области

Q . К&чдое такое направление & называем направлением звезд -

а з ш  х&шхи С ■
Последовательности А С  сопоставим логарифмическую блок- 

-шштность

Ь ( ( Л ) -  £ j a
Для А Є- она введена в [4] .

Теорема 2 .Ь .З . ГК/суі, Q - Щ Ц Щ Щ  Ц§аГШШ§Щ1&Д

і  С вдрота i f  а і ^  - ш ш ш ш ш  зваадамти еЗдат  G  . 
Cj«gdMg f  c/і) изт  й Q ш д а  д m m  тагда. іш ш  Л  т
ІШ М ЇЇМ  гюцлядовьтельностьь ЖЩЦдД Ш Ш  M 8TOQSSH МП

ty  (Л») *  л  • и а
Л» х і  * мр г і 9 ) :  А є  Л }  - давші А т  кед * •

Из этого критерия полноты можно извлечь и утверждения качест­

венного характера. Так, всл і̂ А  - последовательность нулей ц .ф .э. 

т. и неограниченная выпуклая область С звездна в направлении

О , то из полноты системы £ (Л)  в G следует полнота "правой 

половины" £  (Л*) этой системы в области С , где A t  = {А  Є /[ ' 
>62 X >  0 }  (следствие теоремы 2 ,6 ,3 ).

Зеключительный пример 2 .5 ,2  показывает, что в утверждениях 

§} 2 .4 , 2.5 существенны именно оценки логарифмической функции 

интервалов gjj ( Т, Я і  по всевозможны?,» интервалам [ \ ) ,

а асимптотическое поведение функции ^  (С, £ )  не улавливает 

■уребуемой информации.

Глава ш. ш ш еш т д д х к  ш  гщзьшіш'ев « ш  4 ш -
иий одной переменной. В этой главе разрабатывается общий подход 

к описанию множеств (не-)единственности для пространств целых 

"• функций в (Г. , задаваемых системой мажорант.

Определение [9j  . t.;sp& nt 35 О с компактны  ̂ носителем д €  
называется мевсй Зенс-ена. §£ЛЯ Ш  любой непрерывной суОгадмони - 
aepjtofl $ £  і ш і щ  и еирдлішно нед^ен Е Ш

UO) s  J  и aim .
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Класс всех мер йенсена обозначаем черве

Иа определения абстрактного вымвтмся относительно ил ^ л о г о  

конус*, приведенного нива при обсуждении результатов главк ІУ ,вид­

но, что дер* Й еш ж а аш> винетшшь «даа Дирака Л0 относительно 

конуса веек непрерывных супергармонических функций в С .

Определение, ^уй щ и ш ш ш до» л  Фу-шшир V ш д а -
ш ФушцщёЯ Йедаадь §ш< ш и ш и » ш  м еі адана.я *  > о и ш в .н їр

О «  V ( ї )  «S f y '  jj] , 5 * 0 .  ( I I )

&Ш££ ш  ФУШШ«Й8Ш Ш  ЙЙШ1вЧ4§м H&Pfii /  • В И  3 .1 , 3.4 

приведены свойства мер и функций йенсена и взаимосвязь между ними. 

Иа основных фактов отметим следующие.

Предложение 3 ,1 ,4 . ГЬфть м  £.7?? д. G -  адносвяаная аблирть■ 

содержащая О £  m ff *i ,

V*. f t )  ’  J  I * '  Т І  , *  *  а- (12)

Дщі субгармонической в G функции Я *  £ распределением 

масс /<  таков, vja. , с р рш д щ в р

f  К » < 0 *  W  (ІЗ )

Это утверждение можно рассматривать как обобщение формулы 

Пуассона - йенсена, которое прлучавтся ка (13) в частном случае, 

когда /Н - СО (О, ‘J - гармоническая мара в точке t? относительно 

области D  СС Cf , а \/м (f)  »  Gj> ^  t )  - продолжен -

ная нулем вне D  функция Грин* области G £IVJ ,

Предложение 3 .4 .1 . о т ражение Р  : <іруиш£іааш
5ш ш е» -Я1 т  /  •

Таким образом, определение функций Йенсена есть ни что иное, 

как внутреннее описание потенциалов мер йенсена (12) .

Основной реаультат главы Ш, указывающий место мер и функций 

Йенсена в описании мноществ (не-)единствеж;ости -

Теорема 3 .2 .1  (основная). IfrcTb А  *  /  Л « /  - писладователь- 

Ш1£ХЬ комш ш ш ш  ш а м , П • 1 ,Й , , . . ,  о £ А  , И М Сг) - локаль­

но ш ш гш руем м  as ш ш  f e t o  Ф у ш ш  в С  . ограниченная сну -  
зу і  .нака?ораа окрвсішши» шш,

Веди существу ет  целая Функция О  такая , что f  ( Л ) - ( ?
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{ o f \ ( ( * ) \  ^  М і г ) y *■ Є  

20 см^валлиео соотяйшенид

y<p (  2 Z  V „  (A J  -  [ M d w )  < + « » .  (I4 ) 

* * M  Апе Л
Обратно. если выполнено (14 ), дю существует целая Функция 

{ ФО  . такая, что / С А ) - 0  и справедливо неравенство

'і; I «*' Р і є Є .

В § 3.5 в терминах функций Йенсена дается критерий множеств 

неединственности для весовых пространств целых функций.

Цусть \Р ~ І - система субгармонических в <Г функций,

Л ****0 ■ Д * А /  • * ш 1>2 »»• • •’ .
Через 1-к обозначим пространство целых функций f  , удов - 

летеорямцюс условию

\((*Л ^  Сf  есуо f t  ( л) ,  г  €  £  /

где С/  - постоянная, и полагаем Е- = ^  ̂ к ■
На систему f 3 налагаем следующее ограничение:

\/ к - 3 ^ 1  \и.Р J?K і X* =s' pj (iJ -t с. OKi£ гє(Г  
Іг-s '

Теорема 3 .5 .1 . Пусть Оф A ~ последовательность в (С • 
Следующие утверждения эквивалентны:

1) Л - множество неединственности ДЛЯ £<р .
2) Существует немев к такой, что .

* f  (  2 1 ,  У Ш -  \ V c t * ,  )
У £  у  к£Л  / А /

<  +  ОО

Таким образом, функции йенсена играют роль тестовых функций, по - 

эволяющих выяснить, является ли данная последовательность множе - 

ством неединственности для заданного пространства типа E'-jo . . 

^цесь прослеживается определенная параллель с ролью финитных не -
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отрицательных функций при определении отношения на множестве

мер или обобщению функций.

Классическим примером пространства типа £ . является

пространство Е [с у к) . В § 3.7 приведен с некоторым дополне - 

нием вариант теоремы 3.5 .1 применительно к пространству /Е. [/>, А) .
Цусть jo -  положительное число. Функцию I /  , которая обла - 

даэт всеми свойствами функций йенсена, кроме верхней оценки в ( I I ) ,  

которая заменяется на условие

Т  ( К  \ ) tf'jt.
0 0

называем функцией йенсена порядка /> . Класс всех функций Явнсе-

на порядка /о обозначаем через /■ р . Класс всех /х-периоди-

ческих j> -тригонометрически выпуй'.ых функций обозначаем через 

Jj> [2] . С каждой функцией к €  ассоциируется мера (С 
на окружности:

f л \  ^  й

if (9)-а к ' (9-0) + і ,

Для к Є и непрерывной функции $  полагаем

и для V Є  Ур (предложение 3 .6 .4 )

(&)= j Z(tel ) V / бґ Ур .
IfycTb А  ~ { Ап}- последовательность ненулевых комплексных 

чисел. Полагаем

где первьИ инфимум Сзро-тся по всем (/. таким, что

v% ( ^ .  н и  -  *  4- к>)
а второй инфимум - по всем D  тг.ким, что

# /  ( ? г  V ( **> - * >

->■ \р
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Теорем* 3 .7 .1 , в д у в ш а  т е р м ч ш г  а к ш м ш т ін :

1) Л  -  МИШИСЇ10 вдишшминшіИ) д м  Eljo, п ) .
2) d f ( A ) * <  . 3 ) D * ’( A ) b S  .

Когда - опорная функция ограниченной выпуклой области

б? , а р  * I )  теорема 3 .7 ,1  - критерий полноты системы 

( ш  в области Q (теорема 3 .7 .Я ).

Утверждение, аналогичное теореме 3 . 7 , 1 , формулируется и для 

пространства Д  [jyy h]  целы» функций f  с индикатором (при 

порядке /> ) к/  (0) А(0) Є !Tj> (теорема 3 .7 ,3 ). Из о с ­

новной теоремы следуют также условия (не-)полноты системы экспо - 

нент

{  bXf> ( іАя X)}  , п - 1 ,2 .........  (16)

в пространстве функций, непрерывных на отрезке.

Горэма 3 .7 .4 . Пусть А = { Anf -  последовательность попар­
на •; зь дчнмс комплексных ;щсал, О 4- Л • Если

f  Z "  V ( A » ) ~ % -  J  V ( x ) c /x )  (16)

v к. I' h. - 0°
равен + ос  , ю  сист-лма (16) полна ь С  [~aj  • (Мротчо. если 

воличи! а (16) ограклчанж сверху, ifl. система (16) неполна после 

удалени?. одной (любой) экспоненты £  С  [~а / а 3 •

Наряду с результатами, формулируемыми в терминах функция йен- 

сенс, методы главы Ш позвотягт получать утверждения и более нагляд­

ные. Так с помощью конкретных функций йенсена и функций йенсена 

порядка J> единым способом выводятся как известные, так и новые 

достаточные условия-для множеств единственности.

Последовательности /\ - {А  п } , 0 & /  , сопоставим счита­

ющую функцию [3]

А  С 1 ;  ( )  -  X -  / (  ОЛ9 Ап)
/  С----” 1**1 ^  t  /  /

где К Є Jy при некотором /  iz О и F  >  О . ф и  эгом ІІ К II —

- т ак{ £(<?) f  €z і <?,.2ні J . Введем аікалу верхних (ІР )- 
-іілотностей _  D  f  ( А ) последовательности А  (они зависят и от

У , К £  , А ?  О).

При О <г у  <r j> полагаем D £ (Л )  -
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- А Г  l ( ( r ^ ( W  A jjr j -/ t

Лрн j  -/J полагаем / л ' f  /1  j  -

/—  /  r -  f  Л " ; / у /
— u /w  j - * ,

-у tfl<? ^  ^  ^ *"°° *
При У  > о полагаем ( А )  —

U I / 4 & - V

г L
В 5 3.8 доказывается следующая теорема единственности, сфор - 

мулированная во вводном § 0 . .

Теорема 0 .6 . IhfCTt. целая Функция /  £  с_^ £  ц^дииатої ом

К /  (лей п о р я д к е  /> ) обращается а  н у л ь  ш  последовательности / 1
й L  «  4  е  / < £  ^  <? й шіоднщщ а а ш

бы £ДН2 J U  £ Ш Ш  І Ш  ХШ Ш Ш

п  у v  *  4 '  ^ 4 - 0 ;

! ) i r = / >  11 4 ’ b i i  > • £ •  S / i  - O ';

3) I  > /  u

4 ' Y / I ^  ; i  *  j ; b ,  £ < 4 - 0 ; .

12 / =  <? v
Елли X i'f i js i , то при ~ £> и ^  -» +*■ соответственно уело 

вия I )  и 3) "замываются" на простейшем условии еданЕ*ва#іосги

' & „  f "  У Л (2> >  ІТ  ' ( { , ( * &  д а >
0 ' » г <1

которое является следствием классической форцуды Иенсена J_Ij .

Условие единственности 2 ) - один из основны е результатов р« «  

боты Гз] . Условия I )  И 3) ЯВЛЯЮТСЯ НОВЫМИ И» В определенной С7« V
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пени независимы от условий 2) и 117) (пример 3 .8 .1 ). Теорема един - 

ч*ееннопти 0,6  точна при любых R и к , в чем легко убедиться 

на примерах правильно распределенных последовательностей А
Из теоремы 0.6 следует широкий круг достаточных условий полно­

ты системы в выпуклой области £  в терминах ( £ ,  f
-плотноствй последовательности А  и геометрических характеристик 

области Q (теорема 3 .6 .1 ). Дело в том, что если 

k (-#) - опорные функции выпуклого компакта К и выпуклой

области Q , то величина /І S{ ( / ,  h) - смешанная площадь Минксв - 

ского множеств А И Q [18] , которая при различных Д становит­

ся периметром, шириной в данном направлении, широтой, площадью или 

иной традиционной характеристикой области G . Дальнейшее пополне­

ние набора достаточных условий полноты £  (А) в Q возможно эа 

счет известных соотношений между геометрическими характеристиками 

выпуклых множеств, которыми богаты теория выпуклых множеств f 18] и 

инхегралытя геометрия [ 16] .

Возможности и особенности общего подхода к описанию множеств 

(на-)единственности демонстрируют новые неконструктивные доказате­

льства теоремы Рубеля - Тейлора - Майлза о множествах единственно­

сти для алгебры функций конечного А -типа (§ 3.3) л теоремы Бер- 

линга - М&льявена о радиусе полноты (§ 3 .S ). Первое доказательство 

получает развитие в главе У при исследовании множеств единственно­

сти в алгебрах целых функций многих переменных, а второе оказалось 

полезным для получения теорем'неединственности в терминах разбие - 

ний у. для наследования устойчивости полноты систем (ь ( А ) при 

сдвигах показателей А  (§§ 3 ,10 ,3 .11 ).

Теорема З .І Г . І .  Пусть КЦ) - возрастающая Функция. І ^ о  , 

%((>)* 1 , \QKJ - раайирнуе пдекздети Г н£ -
awsoi ^іредб’-. кие MupMQuyBtt. к » 1 ,£ .........т .е . С - U иК
2 і Q K I ^  #(otK) ^  ак /  г ШЙ А >  к о • ш  -

- расстояние от ну.лд до Q.K , | Р * / - диаметр Q k . Далее.

р -  а ^ щ и р л и ж и а ь  йшкр.чв, уд&адзтед-

г тощчп Щ 02Ш

4<У> A 'rJ  -S С Р(і  > + С г Є
л ч -tМ*Х(Ш ' .

Щ  С - постодшщ. to 6 j .f i .  ' V  ,£ J£ liS 2  ІШ Ш Ш

І&ШД'Й /  . удовлетвордааііїх 4^;at.tA.-Tsy ^ і / (г ;\  -

Cj t-xp О  p(*> , г <f С  . Cf - адсуойниая .
Кслод Д  - ;1 о е л р до ват е л ьнос Т ь комплексных чисел д для накото-

С ,



рой постоянной А выполнены оценки /1  ( П„ )  (&к)  .

к  = 1 . 2 .......... 2 2  у ]  -  № щ е с 2 во а е а ш з ш & ш а а и  ш . .  А р  •
Аналогичный результат справедлив и для пространства Etfi, ^) • 
Теорема 0 .8 . Пусть /  , к(Є)>0 , Г» , . Тогда

для любого числа < /< /  найдется ^>е> такое, что, как только раз­

биение / і ? , /  удовлетворяет юлаипа <  f  •
любая последовательность /1 , удовлетворяющая оценкам

A (QK) «  С Я к) ПЕИ достаточно больших к , £Д£_ ^
пределение масс функции j-j ( r e ,eJ - , яеля -
ется множеством неединственности для £ Y р, h) •

Из результатов об устойчивости полноты систем экспонент отме - 

тим обобщение теоремы Александера - Редхеффера [19] из § 3 . I I .

Цусть Д - выпуклый компакт в ([, , А (А)  - пространство

функций, голоморфных во внутренности К (если она непустая) и 

одновременно непрерывных на / (  с естественной ІЩ> -нормой,

$ * -  дополнение в (Р максимальной области гармоничности функции 

Н(се‘ , h(-G> - опорная функция для /\ ,
0(2, SV- расстояние от г £ С до S' -

Говорим, что система §  (/]) полна £  А (К)  с точностью 

до л экспонент, если после присоединения К различных экспонент 

Л г с показателями A d Л новая система полна в А (А) . 

Теорема 3 . I I . I .  Пусть /|  ̂■(An f и Г  г / / „ /  - последова­

тельности в (£. , каждая щ  которых состоит яд попарно различных 

чисел. Если система £ (y\j полна £  А (К) и выполнено.У£ДМй£

• s r ^ ' 1 ~ if НІ
---  ------------------------------------ ----------  «С -f

то система £  (Г) полна в А (К)  с точностью до двух экспонент.

Когда К - отрезок, теорема 3 . I I Л  дает ослабленный вариант 

теоремы Александера - Редхеффера для пространства непрерывных на А 

функций.

Глава 1У„ Теоремы о наименьшей мажоранте д о мультипликаторе. 

При доказательстве основной в главе Ш теоремы 3.2 .1 один из глав - 

ных моментов - применение теореьлы П.Куеиса о наименьшей супергар - 

ионической мажоранте в С  [S1 . В [9І она доказана методами, спе­

цифическими для комплексной плоскости, и приведена как самостоя - 

тельнмй факт без каких-либо применений.

Б § 4.1 теорема П.Кусиса обобщается сразу в нескольких на - 

правлениях. Эго обобщение опирается на методы функционального ача-
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чиэа и общей теории потенциала.

Пусть Q ~ область в <С , - конус положительных борелев-

еких мер с компактным носителем в С■
Определение I I  . Мера ^и <£ называется выметанием ме- 

ЕМ V f  M q  (пишем у  -1 ̂  ' ) если для любой плюрисубгцрмони - 

ческой £  С функции и выполнено неравенство $ и о/)) г? £  uot/U 
Пусть Г  -  функция, определенная в С > со значениями в 

\ + <*?] . функцию

(УТІд С )  (г> *■ l̂/in 1 /  и ■ I" -  и на £  /
І- — /

называем наименьшей плюцисупергармони’-еской мажорантой функции F
п С .

Теорема 4 .1 Л  (о наименьшей мажоранте). Пусть С - область в 

Є *  Л функция F~ локально интегрируема по мере Лебега, полуне - 

прерывна сверху д Q и удовлетворяет условию

U  [ F  (**r) </cv(t,(t) -  Г( г) * * €  С ,
г -о

где (о1г>- единичная масса, равномерно распределенная в шаре /fl-s' ? . 

Тогда F ^  Г  на Q и для любой меры р Є A(q  выполнено jaa- 

венство

{ M c Fol)> ■= \ /- " * >  •

В случае, когда с - с  . ^  - мера Дирака в точке * Є С  , 

а Г -  непрерывная в (С функция, теорема о наименьшей мажоранте - 

в точности теорема П.Кусиса из [9] .

Применения теоремы о наименьшей мажоранте осуществляются через 

следующую теорецу, которая при и. - \ fi  , f  - целая функция,

становится теоремой о существовании нетривиального мультипликатора 

из И ( (С*) , "погашающего" рост f  .
Теорема 4 .2 .1  (о культипликаторе). Пусть и - субгармоническая. 

М - непрерывная в области (£п функции.

Если мера у  Г такова, что всякая плюрисубгармоническая 

функция на С у -интегрируема, и существует функция А Є И ( G> , 

h -фо , такая, что U + Єоа\к\ s? АІ на С . то

U f   ̂ Си- М) <; (18)

G
Обратно . если Cr -  псевдовылуклая область д для некоторой не-
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нулевой меры у (.г JUq выполнено (16), то найдется голоморфная і  С 
функция к ф О такая, что для любой точки г <В G И любого числа 

б  , О •< & -<■ расстояния от г  до границы области С  . вы ­

полнено неравенство

Ш)+6>л\ !ш [ <  М ^> + f y 6 -

Глава У. Применения теоремы о мультипликаторе к целым к мерд- 

морфным функциям многих переменных. В § 5.1 получены условия нетри­

виальное™ идеалов 1 (F )  7) t  . где Е - весовая алгебра целых 

функций ь (С-П , в терминах распределения нулей функции F Є Н(С*),
Функция А на (£.п называется круговой, если А (я &Zf>((

* А(.і) для любых іЄ(£п , б Є -lR.
Цусть X - непрерывная функция на (£! , возрастающая на каждоц 

луче с началом в нуле, Л Є (О, . Через F  САу Л) обозначаем

алгебру целых функций ^  , удовлетворяющих оценке \
*; Af В/ , ?е(С  , при некоторой постоянной (

А(  . - постоянные. При <2 = «•«*=> и для радиальной функции,! ал -

гебра £  (А,Я) называется алгеброй функций конечного / 1-типа [6] . 

[I3J .
Теорема 0 . 12. Дусть F  Є Н ((Р J F С(?)ФО, функция А для,

Е (А,о) круговая и удовлетворяет двум  усл о в и я м

( L )  fop ( i + ап) -  Q ( А( г)) ^
( R) для любого ё> 0 существу от положительные постоянные б ,

С{, с2 харие, что І і - і і чб  = >  M t ) * C t A(lue)M)+Cз .

Идеал Т ( / -  )/1 к (A.Ot\ нетривиален тогда и только тогда, когда 

существуют постоянные Ct * С г й постоянная а, < Л 'гакие. что

A/f *(*) *  С, 'I (а , О  г С z , г е  С  /  .
где

л / ; < » *  (  A £ ^ V r  /  г є С «

а А р  ( ̂ - число нулей £  учетом кратности целой функциц 

Ft С -  F  ( W І ) от ,.дной І,временной \Л/ є  €  В круге ЦУ/8 &

Если Alt) , t ?  О - функция роста, то t- IА,а)- ал * 

гебра, порожденная круговой функцией , ? ё  (£ п. В этой си­

туации теорему 0.12 можно трактовать как описание дивизоров не - 

единственности для алгебры F  СА/ й) . Положительный дивизАр /1  f
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т .е . пару Л Н А , 1 ) ,  гдо А - носитель дивизора / [  , функция

кратности, будем называть дивизором неединственности для простран - 

ства L С  Н(€Л если существует целая функция f  ̂  О , £- ,

такая, что носитель дивизора нулей Л./  включает в себя носитель 

дивизора Л  , а функция кратности дивизора мажорирует функцию 

кратности дивизора А  на множестве -AJ регулярных (обыкновенных) 

точек носителя А{  дивизора л /  (пишем A f  І-/1 ). Если нуле­

вой элемент 0(£Сп ие принадлежит носителю дивизора Л  (пишем 

0 4 Л  ) ,  то проинтегрированная считающая функция дивизора А^
определяется равенством (4 ), где ЛС1)- проективная площадь^с уче­

том кратности) части дивизора /1  , заключенной в шаре { i e £ h:
Теорема 0.13. Пусть /| - положительный дивизор £  С\ 0 4  А ,

^  - Функция р о ст а . Л - дивизор неединственности для Е  ( А, а) 
тогда и только уогда. когда для некоторой постоянной Я { <  Я  выпол - 

нено соотношение

А/а [ І )/ ,Л [Ctf {■) -с + !»о '
Этот результат является новым при /г » I  и а при П>1

и в случае Л = Так, при n>i  и А-т°° теорема 0.13 была из­

вестна лишь при условии медленного роста функции А или при спе­

циальном условии ''сбалансированности" А [13] .
Методы § Б Л  развиваются в § 5 .2 - 5 .4  применительно к целым 

функциям конечного порядка, где получены результаты, родственные 

результатам § 5 Л , в которых учитывается не только порядок роста 

функций, но и величина типа или кругового индикатора. Вещественно - 

значную функцию 4  , определенную на единичной сфере 5 ,̂ ^  С " ,  

называем круговой, если #($&*/>(•?))-/(£) для всех f  (£ £  

и . п 1
Круговой индикатор плюрисубгармонической в (С функции и ко­

нечного типа при порядке р  определяется как [20]

k i t * ,  и)* u (\ v / \ t if . Ї ^ С  * л є £ п
J Ґ-*4 1  — 00 '

Теорема 5 .2 .1 . Дусть F~ * целая функция в С  F (̂o>tO, $  -
-  круговая непрерывная функция на Sn • Если /і* ($ /Z^) <'
*• /г($) * і" с  £„ > 12 1  J (F )  найдется целая функция f  sf= О такая.

Hlv tl*fi і  ^  Aoalfl) « с  P(f> ) &(  J-; } К є  S>„ . Efie
величина
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/V V -  f * < * .
чр/  >t <f у з / у? с  //д  ,

- наименьшая иа вшмшшых..

Этот результат нов и неэлементарен и в случае и  « I .

Определение. Пусть А  -  положительный Дйвдаар в 

Ішшус НИЖНІСЮ ГР-ВДЬ чисел б  , дли  КШ1РРШ сущщлдуюз: целые ifc/HK- 

типа не вше 6  цри щрддке /> хашіе, Чір_ дивизоры их 

нулей A j  5? Л  Судом называть экстремальным типом (яри порядке f  ) 

дивизора А  & обозначать его как б  ( A , f ) .
В § 5.3 получены оценки экстремального типа положительного 

дивизора через тип (при порядке ) считающей функции . При­

ведем здесь лишь основной результат § Ь.4, который дает точные 

оценки экстремального типа дивизора при порядке JO I .

Теорема 0.15. Если сыитДЕЩаз фушцш положительного дишзера 
А  в С " имеет тип d ори повадка р , т .е . fan t ~J° ( t )  -■S' 
и / ^ / . т о  n_(

б  s  6  * ( A  , f )  ^  6  P(j>) П  (  /  + f / z  < )  (20)

и эти оценки неулучшаемы.

Нижняя оценка в (20) справедлива при любом р . Основная труд­

ность - в лолученк точной верхней оценки. Эта проблема при о >  /  

остается открытой. Тем не менее, пример 5.3 .1 из § 5.3 показывает, 

что и при любом J) верхняя оценка для 6 * (Лур) , вообще говоря, 

не меньше правой части в (20). В теореме 5 .3 .3  получена для любого 

jO> о верхняя оценка для экстремального типа 6 *(Л^о) .которая 

строго меньше домноженной не £ п~1 право;! части в (20).

В последнем § 1.5 тлевы У рассматриваемся задаче о представ­

лении мероморфной функции В d!п , *1 ^ 1 .

Пусть ^  - мероморфная функция в і  , А г /  , ((О)*!. Через 

Т/ ( t ) г) , t  >' О , г £  £ * , обо уда іем характеристику Ч - а -пш • 
ны иороморфнрй В С  функции і (w> ~ f (wg)  одной переменной

с  , г ;  ^ г ; а ;  г) .
Теорема 0.16. Пусть для мерочорфной в (£, функции (  ,'(о)-

- І  , выполнено неравенство I Г (г)  s? A it) , 2 С  <!> ^ ае- 

Л - Iifinpgp1 чная круговая функция , возраставшая на каждом. ДУЦЯ п~ 
началом в куле и удовлетворяющая условиям ( L ) j j  ( R  ) „из тео­

р емы 0.12. Тогда для любого f  > О найдутся ц-шіе функции у  и. Ле
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такие, что / = ■ / *  ' ' К  » выполнена оценка

(  і U  (г)1+ Сг'0  ^  С с A (d *c )*)+C f  ,  г є € *  (2D

где Се -  постоянная, (О) -  Itf. (0)s / .

Из теоремы 0.16 легко следует, что в (21) в качестве A((f+ ()г) 
можно взять 7 ^  ((■/!- f)l?l) , где Т / ~ характеристика Неванлин­

ны (теорема 0.17). Таким образом, наряду с тем, что по сравнению с 

известными ранее результата™ в теореме 0.17 не требуется априорных 

ограничений на функцию роста Л  в (5) и она выбирается минимально 

возможной - А(2~)~ 'Т/<Л) > теорема 0.17 ликвидирует степенной

множитель в представлении Г.Скоды [ 14] и позволяет заменить досто- 

пнную В  в (5) на постоянную, сколь угодно близкую к I .

Развитие теоремы 0.16 позволяет получить точные верхние оценки 

наименьших возможных кругорых индикаторов целых функций О и /і в 

представлении f  ~ 9  /  к через круговой индикатор Офи порядке 

JO ) характеристики 'fy (г 1 * 2Є <Г‘' , совпадающей почти всюду с 

характеристикой (г) (теорема Б .5 . І ) .  Если вместо кругового 

индикатора ограничиться рассмотрением типа характеристики 7 /  ,

то имеем следующий результат, новый и при ц > 1 .

Теорема 0.18. Пусть f  -  мероморфная в <ГпФункция. / (О) - / ,  

и т і характеристики *Т\,' (г> , меньше 6Г БШ порядке Р.
І 2£ 8§ существуют целые функции а И к £  {£'1 такие, что t ^^
ц *"ил каждой и а них при порядке о меньше Р(р) 6 , где множитель

Р(р)  ^ 9 )  - наименьший из возможных. ’

Для оценок типа целых функций, участвующих в представлении 

мероморфной функции, через т у п  характеристики Неванлинны в р о д и т с я  
Определение. Тип о;.- їлоелставленич мероморфной Тунгами ^  в (£ " 

при порядке р  будем называть точную нижнюю гнань чисел б > О, для 

каждого из к о т о р ы х  можно подобрать целые функции у  и /і типа мень­

ше б Л£и порядке J) такие, чтг f  = О / А . '
Точные оценки типа представления через тип характеристики Не­

ванлинны удалось получить при порядке jO I .  При а > I  ситуация 

та же, что и р комментарии к теореме 0.15.

Теорема 0 .19. Если тип харакгеристики Нзванличчы Т^(7) меро- 

мопфной в £  йункиии f  равен £> при порядке /».=г I , то справед­

ливы неулучмаемые оценки

С і и-і
в /  тип представления I ^  б Р(р) П U  + Р/г*).

I ^ при порядке Р J J К~1
Глара У І. Теоремь- единственности для Еункни!* уін оги х. перемен -
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ньгх. В последней главе аппарат функций йенсена на плоскости, разра­

ботанный в главе Ш, переносится на односвязные области в К  . Это 

дает общий способ оценок сверху площади нулевых множеств голоморф - 

ных функций в областях из .
В § 6.1 исследуются функции и меры Йенсена относительно облас­

ти в /К* . А
Определение. Пусть Q - олносвязнад область £  /К, А' *  3, 

Функцию V . определенную в Cr^{oj называем функцией Ййнсеца 

относительно С й О , если выполнены следующие условия:

1) I /  субгармонична и неотрицательна в С  ' ) >

2 ) ] / (}) *  + О ( ’J) , У °  . £££

/о| - евклидова норма U£/RK ;

'  3) для любого £ > с? найдется компакт К^СС Q такой. ШЕР

У ( ь ) *  f  тпри и Є  С, .
Оценки площади нулевых множеств голоморфных функций установле­

ны в § 6 . 2 .

Для голоморфной в Q функши полагаем Aj= ( i e Q ;
f ( v  = f  /  , L  - функция кратности дивизора нулей

функши f  , с ( Z - элемент ( 2п- 2  )-мерной площади' на А /  
в евкльдовой метрике.

Теорема 6 .2 .1 . Пусть Q  - здносвязная область в с > * > и  
. к - субгармоническая, а Т  - голоморфная в Q функши. 

^ф О . Функция U ограничена в некотором шаре

U\< e f  С С  > £ >  ° -  t iy l f l  «  U на С  . 10 най­
дется постоянная О такая, что

s '

AjX&Ce'i G
для всех функций Йенсена V относительно С, и О , и ~ Рас­

пределение масс функции 1( .

В качестве иллюстрации применений теоремы 6 .2 .1  получены но­

вые теоремы единственности для целых функций конечного порядка в 
(^ ',г с ограничениями на радиальный инцикатор (теорема 6 .3 .1  из 

§ 6 .3 - прямое обобщение і.а £ ‘л теоремы 0.6) и для голоморфных 

функций конечного порядка в единичном таре с ограничениями на тип. 
Приведем здесь лишь более просто формулируемый последний результат, 

Обозначим через Hg [jO, б] пространство голоморфных в еди­

ничном :napJe В С £ п функций f  , удовлетворяв цих условию
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/иъ (  і -  іїі)^  /ра І /аг) І а? б ;  f> б то.
Ш — Ґ J

Через Л С І)  обозначаем меру Хаусдорфа порядка }п-ї  множест­

ва А П(їВ) . где А  а  В , о * і * і  .

Теорема 6 .4 .1 (единственности). ІІусть / [ С £  , А > /  . Если 

/  Є Hg [/>;&] . /  (U ~ О для всех Л  и для неко -

торого р >о выполнено хотя бы одно из следующих трех условий:

/

1) у  и \ d - i ) * d A W  ЗГ + ОС* J

2) P / f /  и

Т ~  t  ь п ' {
. ( ( г _ >  —— - б р ( р  л/ J ;

- c o f yU-1 )  і ( ' t - і ) !  J  J ’

3) и d - t ) j0~Y*1 >

>  їг г ».
где В(й/£)  - бета-фунюдая Эйлера;

12 f  ~  О.
Условие I)  включено здесь для полноты формулировки. Его доста­

точность сразу следует из описания дивизоров нулей функций класса 

Неванлинны - Джрбашяна А1'# ( В) , полненного в [21] , так как 

HgCj* 6] а  (В) Для любого <✓>/» .
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