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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальність теми. В даний час одним Із важливих, 

перспективних і активно розроблюваних напрямків загальної те­

орії груп є дослідження груп за заданними властивостями систе­

ми їх підгруп.

Ідея вивчення груп, визначених властивостями системи їх 

підгруп, ввійшла в теорію груп 8 гамільтоновими групами, гру­

пами Мідлера-Морено, групами ІІМдта З’явившись спочатку в об­

ласті скінченних груп, вона роаповсюд/илась потім 1 на 

нескінченні групи..

З гамільтонових груп почалось вивчення довільних (як 

нескінченних так 1 скінченних) груп, система підгруп яких за­

довольняє тим чи Іншим вимогам, пов'язаним Із властивістю 

Інваріантності. У цьому напрямку одержано багато важливих ре­

зультатів як радянськими (0. К1 ШМідт, С. М. Черніков, В. С. Чарін 

та 1н.) так 1 закордонними (Р. Дедекінд, Р. Бер, та 1н.) алгеб­

раїстами.

Особливий інтерес викликав дослідження довільних (неабеле- 

вих) груп, визначених тією чи Іншою системою не інваріантних 

підгруп, оскільки виділені при цьому для вивчення класи груп є 

природним , як правило, досить значним узагальненням класу 

нескінченних гамільтонових груп.

Так,Г. М. Ромаліс 1 Ы Ф. Сесекін веєли в розгляд і вивчали 

групи з обмеженням Інваріантності для системи всіх неабелевих 

підгруп; довільні- групи з цими умовами вони нааьали мета- 

гамільтоновими. Конструктивний опис довільних локально



ступінчастих метагамільтонових груп дано в роботах М.Ф. Кузен- 

ного та М. М. Семка.

Дана дисертаційна робота присвячена вивченню узагальнення 

метагамільтонових груп, яке визначається шляхом накладання 

умови Інваріантності на всі власні підгрупи, щр не володіють 

центральним у всій групі циклічним комутантом. Групи такого 

виду в роботах дисертанта названо узагальнено метагамільтоно- 

вими.

МЕТА РОБОТИ. Метою роботи є вивчення будови узагальнено 

метагамільтонових груп.

НАУКОВА НОВИЗНА РЕЗУЛЬТАТІВ. В дисертаційній роботі авто­

ром одержано нові теоретичні результати, зокрема:

. -доведено, шр фактор-група G/N локально ступінчастої гру­

пи Q за И розв'язним нормальним дільником N є також локально 

ступінчастою групою;

-встановленно, що локально отугінчаста узагальнено мета- 

гамільтонова група G розв'язна,! ступінь 11 розв'язності не 

перевищує чирла.З;

-одержано будову комутанта G; нільпотентної узагальнено 

метагамільтоновоі групи Q ;

-одержано будову комутанта G7 локально ступінчастої 

ненільпотентної узагальнено метагамільтоновоі групи G ;

-доведено,щр другий комутант б̂нільпотентної узагальнено 

метагамільтоновоі групи G є скінченною примарною центральною в 

G підгрупою;

-в точністю до твірних елементів 1 визначаючих співвідно- 

шень описано скінченні 1 нескінченні нільпотентні групи класу

2 з двома твірними;

-одержана характеризація нільпотентних узагальнено мета-
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гамільтонових груп;

- конструктивно описано локально ступінчасті ненільпо- 

тентні узагальнено метагамільтонові групи.

Апробація одержаних результатів. Результати дисертації 

доповідались на ХіХ Всесоюзній алгебраїчній конференції 

(Львів,1987 р.), на XI Всесоюзному симпозіумі з теорії груп 

(Свердловськ, 1989), на Міжнародній алгебраїчній конференції 

(Новосибірськ, 1991), на семінарах з теоріі груп Інституту 

математики АН України (1986-1992), на Київському міському ал­

гебраїчному семінарі (1992), на звітно-науковій конференції 

викладачів Київського державного педагогічного інституту ім. 

М. П. Драгоманова (1989-1993). Основні результати опубліковано у 

роботах [1-6].

Структура і об’ем роботи. Дисертація складається із 

вступу, розділу "Позначення, означення та допоміжні результа­

ти" і семи параграфів, які розбиті на три глави, списку літе­

ратури із 7 -3 назв, містить У& сторінок машинописного текс­

ту.

ЗМІСТ РОБОТИ

У вступі обгрунтовується актуальність теми, дається огляд 

результатів, які пов’язані із темою дисертації, а також пере­

раховуються основні результати роботи.

У розділі "Позначення, означення та допоміжні результати" 

наведено основні означення та результати, які необхідні при 

доведенні лем і теорем дисертації.

Глава І "Загальні результати" складається із двох параг­

рафів.

У /і викладено деякі допоміжні твердження, встановлені
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автором, які використовуються далі при доведенні основних ре­

зультатів I, II та III глав. Зокрема, встановлено, що клас

узагальнено метагамільтонових груп замкнений по підгрупах, по, 

фактор-групах і не замкнений по прямих добутках (лема 1.1.2). 

Доведена теорема, що комутант всякоі підгрупи узагальнено ме- 

тагамільтоновоі групи G /e інваріантною підгрупою групи G (тео­

рема 1.1.1).

У $2 встановлена розв’язність локально ступінчастої

узагальнено метагамільтоновоі групи G і обмеженість ступеня і і 

розв’язності числом 3 (теорема 1.2.1). Зокрема, показано, що 

другий комутант G" узагальнено метагамільтоновоі групи G є 

скінченною примарною центральною в G підгрупою (наслідок 

1.2.2). Доведена в цьому параграфі лема 1.2.1, що фактор-група 

G/N локально ступінчастої групи G за і і розв’язним нормальним 

дільником N також є локально ступінчастою групою, має і певне 

самостійне значення. Із не і випливає, наприклад, твердження: 

якщо G - локально ступінчаста група і N - її центральна 

підгрупа, то фактор-група G/N також є локально ступінчастою

групою (наслідок 1.2.2).

Глава II "Нільпотентні узагальнено метагамільтонові гру­

пи" складається із трьох параграфів.

у£і уточнюється будова комутанта нільпотектної узагаль­

нено метагамільтоновоі групи. Це уточнення дає наступне тверд­

ження.

Теорема 2.1.1. Другий комутант G” нільпотентноі узагаль­

нено метагамільтоновоі групи G є скінченною примарною цент­

ральною в G підгрупою, а комутант Gхцієї групи задовольняє 

одному із тверджень:

1) комутант G 1 групи G є центральною локально циклічною

-  6 -



підгрупою Із G;

2) комутант G^PxD, де Р - скінченна силівська р-підгрупа 

la G? що не є центральною циклічною підгрупою Із G, р-просте 

число, комутант М/ всякої підгрупи М Із Р є центральною 

циклічною підгрупою із G, D - центральна підгрупа Із G порядку 

не вище 2;

3) комутант G^PxD, де Р - скінченна силівська р-підгрупа 

із G' р-просте число, ®(P)-Z(P),ІР/Ф(Р)| -р, D - центральна 

підгрупа із G порядку не вище 2, G - періодична група виду 

G-AxB, де В - силівська р-підгрупа із G, В-P, А - дедекіндова 

група.

Зауваження. Для порівняння класу нільпотентних узагальне­

но метагамільтонових груп Із класом нільпотентних метагаміль­

тонових груп, слід відмітити, що комутант нільпотентних мета- 

, гамільтонових груп є скінченною примарною абелевсю групою.
О

і)2 присвячений характеризаці 1 класу нільпотентних уза­

гальнено метагамільтонових груп.

Спочатку зауважимо, що опису нільпотентних метагамільто­

нових груп присвячено біля десяти робіт (А. А. Махньов, М. Ф. Ку- 

зенний, М. М. Семко). У цьому описі виділено 39 типів груп та­

кого виду. Всі ці групи махль скінченний примарний абелевий 

комутант. Так як нільаотентні узагальнено метагачільтонозі 

групи можуть мати і нескінченний і нелримарний комутант, то іх 

опис є непростою досить об'ємною задачею. У зв'язку з цим § 2 

обмелюється виділенням окремих достатньо конкре­

тизованих класів груп такого виду.

Доведено слідуючі теореми.

Теорема 2. 2.1. Узагальнено метагамільтонові групи з цент­

ральним локально циклічним комутантом є групами слідуючих
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класів:

1) 6 - група з центральним циклічним комутантом (опис

груп такого виду з 2 та 3 твірними дано в [Зі]);

21 G - група аґ центральним квааіциклічним комутантом;

3) G-A#B, де А - гамільтонова група, В - силівська 

р-підгрупа Із G з центральним квааіциклічним комутантом, р>2, 

р - просте число;

4) G - неперіодична група з повним центральним періодич­

ним нескінченним комутантом G.' всяка підгрупа яко! а не-

циклічним комутантом містить G;'

б) G - неперіодична група з центральним комутантом G| 

ізоморфним адитивній групі раціональних чисел Q, всяка підгру­

па Із G а нециклічним комутантом містить G!

Теорема 2tfLt. Нільпотентні узагальнено метагамільтонові 

групи є групами слідуючих класів:

1) - б) класи груп теорем .-2.2.1.;

6) нільпотентні групи Із скінченним примарним комутантом,

який не є центральною циклічною підгрупою всієї групи, всяка

підгрупа комутанта має циклічний центральний у всій rpynt ко- 

мутант;

7) періодичні групи виду G«A*B, де А - гамільтонова гру­

па, В - примарна силівська підгрупа Із G Із скінченним кому­

тантом в' щр не є центральною циклічною підгрупою Із G, всяка

підгрупа Із В має центральний в G циклічний комутант;

8) періодичні групи виду G-A*B, де А - дедекіндова група, 

В - примарна силівська підгрупа групи G із скінченним комутан­

том в'. «ВМ(В4, мінімальне число твірних В співпадає а 

числом 3.

Для класів 1) - ЗУ'груп теореми 2.2.2 приклади даних груп
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побу -вано. г *$танн» про Існування груп класів 4) - 8) зал і-

тється відкритим.

В УЗ дано приклад більш детального вив­

чення груп теореми 2.2.2. В ньому з точністю до твірних еле­

ментів і визначальних співвідношень дано опис нільпотентних 

груп класу 2 8 двома твірними. Цей опис дають слідуючі тверд­

женню

Теорема 2.3.1. Скінченні р-групи класу 2 а двома твірними 

вичерпуються групами слідуючіх типів:

1) G-(<ox<a>)<b>, де ta.b]-a’£*' с, Го,Ь]-аУг с”**, г -

ціле число, <с><і <Ь>-1, 60 <a>-G*A <b>-<a>ft<b>-(<c>x<a>)n <b>- 

-<а* >-<b* >. Z(G)-G'-<[a,b]>, la l- lbl-/^ , /Са,Ь]і-2Г .

|cl-2PL . f  >1;
_йЪ -цгг* -рг

2) G-(<c>*<b>)<a>, де [а,Ы-Ь о , [o,aJ-b с , г-

ціле число, <с>Л<а>-<1>, G(n<b> >G(n<a> >1, , ІаІ-р*. ІЬІ-р/,

ІсІ-р*!. ±>.НХ>А>Л\

3) G-(<c>x<a>)A<b>, де [а,Ь]-с, [Ь,с]-1, lal-р*. ІЬІ-р̂*,

lcl-р̂, р - просте число. ы»®%1, р >?', ^ ^

4) G-<a><b>. де ta.bl-a^ Г, Z(G)-<a^ ><b^ >, Іаі-рЛіЬІ- 

р̂. |[а,ЬЗІ-рг, р- просте число, * » 2 f ,  fi її>Лі
_рШ-Г) +-г

5) G-(<c>x<a>)><b>, де ja,b]-a" с, Сс.ЬІ-а ' с г , 

Z(G)fl<a>-<ap >. Z(G)n<b>-<bp >, ІаІ-р*. !Ь!-/,ісІ-рГ.ІСа,ЬЗІ- 

рг. р- просте число, «*> Г> <Г>І2 Г- «лі, fi>f. <Ґ»1.

Теорема 2 3. 2. Скінченні нільпотентні групи класу не вища 

£ в двома твірними вичерпуються прямими добутками скінченного 

числа груп 6.. G,,, Gn, шс задовольняють слідуючі умови:

її порядки гру:; 3;, І-і. 2, ..., п„ е степенями простих 

чисел * непарно взаємно-прості;

2) грут - Q , ї-1, 2, .... п, породжується двома елемента­
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ми і або абелева, або є групою одного Із типів 1) - 5) теореми 

2.3.1,

Лема 2.3.6. Нехай G - нільпотеитна група класу 2 виду 

G-P*<b>, де <Ь> - нескінченна циклічна група, Р-<Са,Ь]ха> є 

р - групою.

Тоді G ізоморфна групі одного із типів:

1) G-(<c>x<a>)*<b>, де Са.Ы-с, [b.cJ-1, lal-p1*, Ibl-oo, 

Іс)-рг,
Р*'г р г  р г

2) G-<a»<b>, де [a,b]-ar , Z(G)-<a’ >x<br >, lal-p ,

ІЬІ-оо |[а,Ы1-рг. с*̂2 Г>2; . ^

3) G-(<c>x<a>)*<b>,. де [а,Ь]-а'П с, [с,Ы-а~̂  c?

I al -рл, I bi - о» , I [ a, b] I -p^, I cl -p', * > f >  «%1;

Теорема 2. 3. 3. Нескінченні нільпотентні групи класу не 

вище 2 з двоїла твірними вичерпуються групамч слідуючих типів:

1) G-(<c>x<a>)*<b>, де ta,b]-c, СЬ,сЗ —І, lalN<o«, !Ьі*"°,

I cUo" ;

2)G-(P1 х... xF* х... xf̂  )x<b>, пЯ, де Р; - скінченна р - 

група, р. *р- при lvj. Р’ N <Ь> - група одного із типів 1) - 3)

леми 2.3.6. або Р.х < Ь> -Р̂- х<Ь>, де Р -<а. >,! Ь! і-1,2....п.

Глава III розбита на два параграфи. В ній вивчаються 

ненільпотентні локально ступінчасті узагальнено метагамільтс- 

нов і групи.

Основними результатами $1 є слідуючі 

твердження.

Лема 3.1.1. Нехай G - ненільпотентна узагальнено мета- 

гамільтонова група, S-PA<d> - it підгрупа Шмідта. Тоді S-«g , 

G/S - дедекіндова група, Р - підгрупа едкого із типів:

1) Р - елементарна' абелева р-група;*

2) Р - група кватерн іон ів;

- 10 -
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3) Р - неабелева р-група порядку p^ і експоненти р;

4) Р - неабелева р-група з комутантом порядку р і парним 

числом твірних, більшим за 2, експонента Р дорівнює р або 4.

Теорема 3.1.1. Нехай G - локально ступінчаста узагальнено 

метагамільтонова група, Т - і! п ідгрупа,породжена комутантами 

всіх неінваріантних підгруп. Тоді група G розкладається в до­

буток G-Р С, РПС̂Т, і задовольняє такі умови:

1) Р - скінченна неодинична інваріантна в G р-група одно­

го із типів 1) - 4) леми 3.1.1, G^P<f>, ТіФ(Р) <f><:Z(G), р - 

просте число;

2) С - неінваріантна в G підгрупа з центральним в G 

циклічним комутантом C'-<f>^T, що має вигляд C-Z<b>, де G'n С- 

-G'n Z-T, [Z,G]<T, zn<b>-<tf>, l*m£N, (m,p)-l; -

3) для довільного натурального числа k такого, що m>k>0, 

елемент- індукує на Р/Ф(Р) незвідний автоморфізм;

4) для довільного елемента с із С такого, що Р<с> - 

ненільпотентна група, підгрупа Р<с> інваріантна в G, і фак- 

тор-група G/P<c>, що ізоморфна фактор-групі С/СЛФ(Р)<с>, є де- 

декіндовою групою.

Конструктивному опису ненільпотентних локально ступінчас­

тих узагальнено метагамільтонових груп присвячено̂ 2. Цей опис 

дає наступна теорема

Теорема 3. 2.1. Група G тоді і лише тоді є ненільпотентною 

локально ступінчастою узагальнено метагамільтоновою групою, 

коли вона розкладається в добуток G=P С своїх: скінченної

інваріантної в G елементарної абелевоі або екстраспеціальної 

р-підгрупи Р, р - просте число, <K;P)4<Z(G), !Ф(Р)!ч<р і підгрупи 

С з центральним в G циклічним комутантом, що має вигляд 

C-Z<b>, де Z-C (Р), Z<*G, P0C-®(P)nZ, Z(1<b>-<bS>, s>l, s6N,
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Cp,s)-1, для любого натурального числа к такого, що s>k>l,
L

елемент b індукує на фактор-грулі Р/Ф(Р) незвідний авто­

морфізм, [Р,Ь]*1. При цьому S - група лише одного із типів:

1) G-PaC, де С'-І;

Z) G-P-C, де PnC-Pn«(G)-«CP)>C, ІФ(Р)-р, (s, 2)-1;

3) G-РлС, де С - гамільтонова група, силівська р-підгрупа В 

із С належить Z і е абелевор групою при неабелевості Р;

4) G-P C, де С-ВхН, В - силівська р-підгрупа з С, яка на­

лежить Z, РЛ С-Рл Ф(В)«Ф(Р)>.В', Н - гамільтонова холівська 

підгрупа з G виду H-(ZnH)<b>, !Ф(Р)!-р, р>2, (S,2) —1;

5) 6=РаС, де C-BxHxQ, В - дедекіндова силівська р-підгру-
л

па з С, Н - дедекіндова холівська підгрупа з G, Q - силівська
н.

q-підгрупа з G виду Q-<fc»Y, і b!-q'\ Q/-<t>*'>, <Ь>ЛУ“<Ь >̂, fi>k>

> -k>0, k>m>0, q >2, експонента Y не перевищує число q >2,
_ МИ

Ра<Ь*> - група Шмідта, Z-ВхНхУ, q - просте число, q"̂ -S, при

неабелевості підгрупи Р В - абелева група;

6) 6-Р*С, де C-BxHxQ, В - силівська р-підгрупа з С, Р<> С- 

-РпФ(В)-а<Р)>В>, !Ф(Р)!-р,

Н - дедекіндова холівська підгрупа/з G, Q - силівська
К  ҐП

q-підгрупаіз G виду Q-<b>Y, Ibl-q", Q*-<b1 >, <b>«Y-<b* >, f> >
k 'Л - k t 1

>k>,f>-k>0, tom>0, q >2, експонента Y не перевищує числа q >2, 
s’""1 m

P a < \у > - група Шмідта, Z-BxHxY, q - просте число, q -s.

Зауважимо, що тип 1) груп G теореми 3.2.1. повністю 

містить в собі клас ненільпотентних локально ступінчастих уза­

гальнено метагамільтонових груп.

Наслідок JL_ Комутант ненільпотентноі локально ступінчас­

тої узагальнено метагамільтоновоі групи G має вигляд G «Рх<х>, 

де Р - або елементарна абелева, або̂екстраспеціальна р-група, 

р - просте число, xSZ(G), ! х!-2' q“, ^-0,1, |f >0,! Ф(Р) !• 2 <
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<2, q - просте число. (q,2p)-l.
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