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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальність теми. Теорія лелінійних коливань та загально­
го виду періодичних крайових задач І сьогодні залишається одним
з розділів якісно! теорії диференціальних рівнянь та прикладно! 
математики, що найоїльш Інтенсивно розвивається. Це викликано, 
в одного боку, запитами практики, а з іншого - необхідністю по­
дальшого розвитку різних питань теоретичного характеру. В ' о- 
рі! періодичних розв'язків широко розроблені рівні методи, по­
в'язані з дослідженням Існування та єдиності розв’язку, його 
стійкості, а танок з наближеними методами побудови розв’язків.

ЦІ питання широко ровглядалг ля у фундаментальних працях 
В.О.Митропольського, А.М.Самойленка, М.О.Перестюка, Г.М.ВайнІк- 
ко, В.П.Максимова, М.В.Азбе.дєва, І .Т.КІгурадзе, Д. {.Мартишка, 
М.П.еругіна, М.І.ШкІля, Є.0.Гребенікова, Ю.О.Рябова, А.І.Перо­
ва, О.А.Бойчука та в роботах Інших авторів,

Важливою обставиною, яка визначає складність аналізу крайо­
вих задач, е розмірність, тобто чи будуть невідомі функції, які 
входять в рівняння та крайові умови, елементами скінченновимір- 
ного чи нескінченновимірного простору. Ряд практичних ІШ ІНЬ з 
різних областей математики 1 математичної фізики потребують 
розгляда та вивчення не скінченновимірних, а зліченних систем 
звичайних диференціальних рівнянь, що підпорядковані певно­
го виду крайовим умовам. Такі системи є*являються при вивченні 
коливань отержнів, балок, коли для аналізу відповідних матема­
тичних моделей у вигляді лінійних диференціальних рівнянь в ча­
стинних похідних застосовується метод поділу ЗМІННИХ Фур’В.

Ясно, що теоретична та практична цінність поЛяь.е у вивченні 
зліченних систем вагального виду крайових задач, в тому числі І 
періодичних. При цьому доцільно розвивати такі методи, які була 
б придатними як для встановлення існування розв'язків, так і 
практичної побудови розв’язків зліченних систем звичайних дифэ- 
рвпційльанк ріеняйь. Хорошу перспективу нн цьому шляху відіграє 
груп*» чисельно-аналітичних методів, зокрема, чи^ельно- 
« » я п і т п м я т п я  QWfftiNwtre л.м.йймгійявико. Вчіято



розробок цього методу за останні роки з'явилося в роботах
A.М.Самойленка, М.й.Ронто, Ю.О.Митропольського, Д.І.Мартинюка, 
Б.П.Ткача, М.О.Пересткжа, Ю.В.Т8штнського, С.І .Трофимчука,
B.А.Ронто, Ю.В.Роговченко, О.Д.Нуржанова, Ю.Д.Шлапака, С.В.Мар­
тиника, О.П.Трофиіуг к, які підтвердили його універсальність для 
різноманітних задач звичайних диференціальних рівнянь, рівнянь 
вищих порядків, рівнянь Із запізненням, злічеіших систем першо­
го порядку, рівняь.. з імпульсною Дією, рівнянь в частинних по- 
хідашх, рівнянь з двоточковими та загального виду крайовими 
умовами.

Але, не дивлячись на досить велику кількість робіт з 
крайових задачах для звичайних диференціальних рівнянь, питання 
Існуванню та побудови розв’язків крайових задач для зліченних 
систем нелІїЛйних диференціальних рівнянь, побудови вкорочених 
систем диференціальних рівнянь 1 вивчення їх зв’язку з відпо 
віднотім зліченим** або розглянуті не в повній мірі, або не роз­
глядався взагалі. Тому серед нерозв’язаних питань теорії кра 
Нових задач для вказаних систем звичайних диференціальних рів 
чнь важливе місце займає проблема поширення та дальшого роз­

витку ефективних 1 практично зручних для реалізації методів, 
чкими володіє зараз теорія крайових задач.

Метою роботи є узагальнення чисельно - аналітичного методу 
послідовних наближень для дослідження періодичних розв'язків 
систем пелінійних диференціальних рівнянь другого порядку та 
розв'язків лвоточкових крайових задач для зліченних систем ли 
ферешіІалмпгх рівнянь нормального виду, а також дослідження 
близькості розв’язків зліченної та вкороченої систем.

Цетрди досліджень базуються на розробленому А.М.Самойленкг 
ПІДХОДІ ;п дослідження розв’язків диференціальних рівнянь з до 
помого»! шильно аналітичного методу послідовних наближень.

Наукова новизна результатів роботи ;
• "бггл'птовано чисельно-аналітичний метод послідовних на­

ближень лпя -зпіч°нних систем нелінійних диференціальних рівнянь 
другого порядку нормального виду з Періодичними крайовими умо
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вами;

- роавинута методика побудови послідовних наближень душ 
злічанних систем нелінійних диференціальних рівнянь першого по­
рядку з двоточковими крайовими 'мовами;

- вказано алгоритм побудови вкорочено! системи диференці­
альних рівнянь та встановлено зв’язок !! розв’язку з розв’язком 
відповідної їй зліченно! системи у випадку крайових умов, в то­
му числі періодичних.

Теоретична та практична цінність дисертації визначається 
тим, що одержані результати узагальнюють та доповнюють відпо­
відні дослідження періодичних та крайових задачах. Розробле­
на методика дослідження розв’язків . райових задач для зліченних 
систем нелінійних диференціальних рівнянь може бути перенесена 
на системи вищих порядків. Запропоновані алгоритми можуть бути 
використані при розв’язуванні задач фізики, техніки, що зво­
дяться до нелінійних періодичних та крайових задач.

Адробаї'1 я юботи. Основні результати дисертаційної роботи 
допо 1 далися на семінарі відділу звичайних диференціальних рів­
нянь Інституту математики АН України (керівник член кор ;пон- 
дент АН України А.М.Самойленко), на школахксемінарах: "Неліній­
ні еволюційні рівняння в прикладам задачах” ( t6-25 вересня 
1990 року, Кабардино-Балкарський державний університет, с. При- 
ельбрусся ), "Розривні динамічні системи" (17 20 вересня 1991 
року, Ужгородський державний університет), "Нелінійні задачі 
математично! фізики та їх застосування" (2-9 жовтня 1991 року, 
Самаркандський державний університет їм. А.Навої), "Нелінійні 
задачі математичної фізики та їх застосування' (5-І? жовтня 
199? року, будинок творчості вчених, о.Ктдавелі, Крим к

а к Ш к ш П .  Основні результати дисертації опубліковані в 
роботах 11 -?1.

Об’ єм ї в  структура роботи- ЛяпвртяіМя ск.л р іп ч р ть ' 'я ■> й<-тупу,
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трьох глав, звключення та описку цитованої літератури, що «По­
тять 101 найменування. Об'єм роботи складає H S  сторінок маши­
нописного тексту.

З М І С Т  Р О Б О Т И .

У вступі обгрунтовується актісільнїсть теми зкз&ртаційно! 
робота, формулюється мата досліджень, коротко аналізуються ос­
новні праці, що відносяться до теми дисертації та наводиться 
анотація основних одержаних результатів.

Перша глава, що включає в себе 851-5, присвячене узагаль­
нити та повторенню чисельно-аналітичного методу послідовних на­
ближень на дослідження періодичних розв’язків зліченних систем 
звичайних деферентальних рівнянь другого порядку виду

і - т.х.і), (і)

г'дпорядковану періодичним крайовим умовам

Х(О) » х(Т), *<0> ■= х<Т>. (2)
Тут і * (X,, їп..**) - точка простору Я  обмеженої числової
ПОСЛІДОВНОСТІ 8 нормою |х| * 8Up|Xn |, f(t,X) = (f^t.X), ...,

In(t,x),...) - неперервна, періодична по t з періодом т функ­
ція.

Права частіша рівняння (1) визначена в області

(t,x,i)« *»г. (3)
др D,, Dg - обмежені, замкнуті множини з Ю.

В області (3) функція f(t,i,i) обмежена зліченним вектором
М * (М1....М ,...)еП та задовольняє умову ЛІгапшп із злиенни-
т  матрицями ТІ , К_, е невід’ємними елементами

I f(t,x,y) I « М.-

і т , * У > - т . * . У  и  * к, и -і” і ♦Kg і у -у і, m
t*r *  , *  у  . у  .
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де |f(t,x,y)| = ( I f, (t.X.y) I.... |rn( t , x , y ) | t  нерівності
між нескінченними векторами в (4) розуміємо покомпонентно, 1, 
крім ТОГО!

1) мнокина Dp ТОЧОК X q  = U o l ,Xo a , . . . , X o n , . . . ) € « ,  що розмі­

щені в області D, разом Із своїм р = - М -околом, непорожня 1,
4

крім цього, множима D , утворена у = -ТМ-околом нульового век- 
' 6 

торе простору 5Я, лежить в області Dg:

Dp*0 . D̂ <=Dg; (5)

(6)

2) оператор, що утворений матрицею

Г т2
К, Г ка

|гк, |ткг

е цілком реї „лярним, тобто

»«о« « «о < ’•
В §1 вводяться лінійні оператори L, S, 1,2 вигляду

t т

Lf(t) - J(f(e)-Sf(t))ds, 8f(t) * i[f(t)d t,

О О
t t t

b8f(t) і JjJ(f(8)-sm„de - sjj(f(e) -Sf(t)>afl)]dt .

0 0 0
3 tx допомогою будується послідовність T-nept дичних функ­

цій (t,х0 ), які задовольняють періодичні крайові умови (2)
при довільному вивченні параметра *о€0р

V * ‘Xo> “ *о + ^ « * 4 - 1  ̂ V ‘4-1 <*•*.»>• (Т)

V 4* V  * Xo€Dp •
доведена рівномірна збіжність послідовності функцій (7) во

ГрЧЙЙЧВДІ Фу»»к»Ш РКЧ будр розв'язком ябурчяо* по в*я-
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ношенню до (1), (2) деякої Т-періодичноІ крайової задачі.
Має мі оце наступне твердження.

Т К О F В И А 1. Нехай права частина f(t.x.y) зл Пенно I 
систейи диференціальних рівнянь визначена, неперервна, періо­
дична по t з періодом Т в області (3) та приймає значення в 
просторі Я, а такой виконуються умови (4)-(6).

Тоді послідовність функцій хяГ*,хо) виду (7). яка залежить 
від хо як від параметра та задовольняє періодичні крайові 
умови (2), рівномірно збігається при т»я? рвзом з похідними 
xm(t,xo) відносно області

(t,xo)€tO,TJ«D.

відповідає до граничних функцій s*(t,xo), x*(t,xo)

11m X (t,X ) - X*(t,X ), llm'X U , X  ) - x*(t,x ). 
mvcd ■  ° о ^  n  ° °

При цьому x*(t,xo), що задовольняє іфи t-О початкові умови 

Х(0) = Х*(0,Хо ) - Хо,

Х(О) - І*(0,Хо ) - -S(Lf(t,x*(t,xo),x*(t,xo)))

1 одноіасно Тперіодичні крайові умови (2), є розв'язком інтег­
рального рівняння

x(t) - xo+L2m.x(t),x(t)>. 

тобто розв'язком крайової задачі

X - t (t,x,x) - S(f{t,x*(t,xo),x*(t,xo)))-,

Х(0>-Х(Т)-Хо, Х(0) * х(Т) - -S(U(t,x*(t,xo),x*(t,xo')).

Крім цього, справедливі наступні оцінки похибок:

|im (t,xo )-x*(t,xo)| *: § T jA-IKI. т и ,2



_ ч _

де

|x(t)| = аир max |х (t)l, |Q| = |?2K, + -TILI < 1.
n teio.l) n |4 б d\

В §2 встановлено, що гранична функція x*(t,xo) поолідов 
нооті (7) буде розв'язком Т - періодичної крайової задачі 
(1), (2) тоді І тільки тоді, коли xotDp буде кореі .м визна- 
чального рівняння

А(Хо) = S(f(t, Z*(t,Xo), X*(t,Xo))). (8)

Тут хе вивчається спеціально задача управління, яка дозво­
ляє побудувати збурене рівняння по відношенню до рівняння 
(1), для якого розв’язок деякої задачі Коші буде в той т  час 
T-пері одичним розв’язком побудованого рівняння.

Т Е О Р Е М  А 2. Нехай виконані умови теореми 1. Тоді роз

в*вок х » x*(t) эадач! Коші

х » f(t, х, х), х(0) = хо,
/

х(0) = -S(LI(t, x*(t,xo), x*(t,xo)>) « уо,

де x*(t,xQ) - гранична функція послідовності (Т>, співпадає з 
періодичним розв'язком крайово! задачі (1) - (3) тоді 1 тільки 
тоді, коли початкове значення х е розв'язком визначального рів 
няння

А(Хо) = 0 = S(f(t, X*(t,Xo), X*(t,Xo))).

При цьому V

X*(t) = X*(t, Xo),
І При ВСІХ Я! * 1, 2, ... для відхилення точного Т -періодичного 
розв’язку X = x*(t) * xq) зліченної системи (1) ПІД IT
ЙЙбЛНЖЙНОГО f періодичного РОЗВ'ЯЗКУ , Ж0 ) РИЯ (? ), я тч



ноя для відповідних похідних справедливі ОЦІНКИ

т2 q”
|x*(t) - х (t,x )| < -  |H| ,

m 4 t- q

-  з  -

|i*(t) - im U,xo >| « I T ~  !"»•

IB = 11 2« 3, к*
В 63 вводиться у розгляд наближене визначальне рівняння

виду

Л (X ) = S(f(t, X <t,x ), xjt.x ))),
Ш О m  О  ні О

яке відрізняється від точного визначального рівняння (8) тим, 
що замість x*(t,xo ) в ньому фігурує га-те наближення xm (t,xo ), 
яке на практиці завжди можне побудувати.

Доведено твердження, яке дає достатні умови Існування Т-пе- 
ріодагг’ого розв'язку рівняння (1).

В $4 знайдені необхідні умови для знаходження розв’язку 
Т - періодично! крайово! задачі (1), (2), а саме умови, необ­
хідні для того, щоб деяка підобласть області Dp містила б точку

х*, яке при t-О визначає початкове значення х*(0) * х* точного 
розв’язку x*(t) розглянуто! періодично! задачі. При цьому точне 
початкове значення для похідно! в точці t*0 задається формулою

і(0) - - S(Lf(t,x*(0,x*),x*(0,x*)).

Н О Р І  М А З .  Припустимо, що задача <1 )-(3), задовольняє 

умови <4)-(6).
Тоді для того, щоб деяка область D4.cDp містила б точку xq- 

*х*, яка при t=»0 визначає початкове значення х* (0 )=xq пчріолич 
ного розв’язку х=х*(t) 38дачі (І) - (3), необхідно, щоб для
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всіх m 1 довільного хоеПд виконувалася нерівність

. Т г 2Т , q
+ І — К, — R, І -2— ІМІ .

« 6  1 3 г • 1- q

Тут же викладено чисельний алгоритм наближеного вибору по­
чатково! точки періодичного розв’язку.

В §5 міститься приклад, на якому ілюструються основні тео­
ретичні положення. Розглядається зліченна нелінійна система 
другого порядку з періодом Т=п. Побудовано в аналітичному ви­
гляді периї наближення. Чисельно знайдено наближена початкове 
значення п-періодичного розв’язку по коренях наближеного визна­
чального рівняння & (х )=0.Г О О

У другій главі вивчається двоточкова крайова задача для 
зліченної системи диференціальних рівнянь нормального вигляду 
першого порядку, а саме:

точки простору Я  обмежено! числової послідовності з нормою

яка приймає значення в просторі Я, В - обменена, замкнута мно­
жина з Я. Мчтриці А. С зліченні, причому для 0 Існує обернена 
матриця С '.

Припустимо, що прчвв частина рівняння (9) задовольняв умо-

Ч. о І умову л Іптиця із эль-чтот матрицею К з невід’ємними

х = l(t, х),

Ах(0) + Сх(Т) = d, detCfcO,
(9)

(10)

де х — (х^, Xg, • і •, »•«), d = (dj і dgі .. •, d^* »і«) — /

|x|=sup|xn|, |d|=sup|dn|, функція f(t,x)»(f,(t.x)....fn(t,x),
n n

...) неперервна no t в області

(t, x) с (0, T)«D, ( t l )

ву обмеженості зліченним актором « * (Я,, Нг, Mnt
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елементами

|f(t,i,y)| «; м.

|X(t,x ) - £(t,**)| (12)

t € (0 ,ї), X , x "  (  D,

де |f(t,i)| » (|f( (t,l)| , |fn(t,x )!, . . . )  1 нерівність MtJK
нескінченнова. Ірними векторами в (12) розуміємо покомпонентно.

Серед двоточкових крайових задач (9), (10) виділимо
клас таких, для яких параметш М, К, Т, А, С, d, а такое область 
визначення (11) задовольняють деякі додаткові умови, а саме:

1) мно-шна D. точок х » (х . ,х « Я, що міс-Р О ОІ Ос on  (j,
тяться в області D, разом Із своїм р-околом, де р = - М + p)f

* JfT’d - (0_1А + B)xoj, непорошіяі

Dp / 0 ; (13)

2) оператор, утворений матрицею

К, 4 »*« К. _ . » • 
1 I i n

q  .  t. K2 1  • • •  K8 n  •** '  
П *«•■•••••»•*»••

Кп1 Кпп *•* 
І t І І І  і ї ї  І ( t » і і І

е цілком регулярним, тобто

І » 0 » *  8  < 1. (<•>)

В §6 вводиться у розгляд послідовність Функцій Xm (t,Xo ), 

що 9влетіть від алічеияого параметра х -fx .........х , . . , )  ви
О О } 'УП
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гляду

V ,'Io ) ' V U ( ‘- V )<,-lo>)ti [0-’d-(0-’4+*)ioj. (15)

Встановлена рівномірна збіжність цієї послідовності в нор­
мі простору обмежених числових послідовностей II до гранично! 
функці! x*(t,x ).® *

Доведено, що функція х (t,xo) буде одночасно розв’язком 
„ "збурено!" задачі Коші

X = I(t,I) +■ д(хо ).

Х(О) = Хо,

І збурено! крайової задачі

X = f(t,X) + А(І0 ).

Ах(0) + Dx(T) = d,

де збурена функція

Т

л(х )=- [с-1б - ( С ’а + В)х І - - |f(t, x*(t,x ))«. (16)
° т І І т J

* оОцінено відхилення х <t,x ) від х_(t,x ) для всіх m=1,2,...о  т о
В §7 розглянуто зв’зок Існування розв’язку заданої крайової 

задачі (9), (10) з існуванням нулів визначально! функці! л(х„) 
вигляду (16). Необхідні I достатні умови того, щоб гранича 
функція послідовності (15) була розв’язком заданої крайової за­
дачі (9), (10), дає наступне твердження.

Т Е О Р Е М А  4. Нехай права частина f(t, х) системи 
(9) вйзнвчена'Гнеперервна в області (11) І виконуються умови
(12)-(141. Тоді дня того, «об розв’язок х ’ x*(t) зада*! Коші

і * f(t,, х),

х(0) - ха,

був І розв'язком крайової задачі (9). (10), Н»о«хіяно І достат-
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ньо, «об початкове значення xq було розв'язком визначального 
рівняння

Т

А(Іо ) « - JO"’»! - (О-’А + В)І 1 - -Jf(t,x*(t,xo ))dt = 0. (17)

0

Крім цього, в даному випадку x*(t)=x*(t,x ) І при воїх ти,

2, 3, ... дл: відхилення точного розв'язку х = x*(t) = x*(t,xo) 
крайової зйдач! (9), (10) від П  наближеного xm (t,xo ) вигляду 
(15) має і сцв нерівність

* . Тн ( пт  пт - ' 1
І* < - V  -  ж»(*'хо>« « -  7а- + |К| ?“  1̂ 1 *Ьб и  -q 1-q J

В §8 І снувані.« розв'язку крайової задачі (9), (10)
досліджується ва коренями наближеного визначальноо рівняння ви- 
г іду

Т

W  ■ ; [ °~,(1 - <°',А + в>*о - 1 £<*• )•
о

яке одержуємо в (17), але замість x*(t,xo ) в ньому фігурує

Знайдено доотатні умови існування розв'язків крайової за­
дачі (9), (ТО).

В наступному параграфі задані необхідні умови того, щоб
деяка пі доблесть області визначення правої частини містила точ­
ку х*. яка при t«0 вадає початкове значення х*(0) * х* точного 
розв'язку x*(t) крайової аадачі (9), (10).

Ілюстративний приклад, що розглядається в S Ю ,  показує 
застосування вище викладених теоретичних положень. Розглядаєть­
ся злічений крайова задача першого порядку, для якої чисельно 
знайдено початкове значення та побудовано перше наближення роз ­
в'язку в аналітичному вигляді.

В третю главу включені результати, які стосуються до до­
слідження вв'язку розв'язків влічеяйот системи ди<вр<ищіаль»т*
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рівиянь в розв’язками відповідних їм вкорочешп систем.
Спочатку в в 11 близькість розв’язків ЗЛІЧ0НПОІ

І - f(t.I) + Л(Х0 ), (18)

*(0) - Хо
t вкороченої

dv
—  - I (t,V+0) + А (У +0), 
dt ° (19)

Т(0) - Уо

систем досліджується Для збурено! задачі Кой! у випадку системи 
диференціальних рівнянь нормального виду, тут

f’(t, т+0) - Pnf(t, Т+0) - (f,(t, т+0)..... fn (t, »+0), 0,...).

де Рп - проектор, який нескінченному вектору 1 <*,, .... Хп ,

Xn4t, ...) ставить у відповідність вектор

Рпх - (ї|# * • • • • • ) •

Зазначимо, що функція f(t,x) задовольняє введену у роз­
гляд К.П.Персидським посилену умову Коші відносно змінно! X »
* (Х]і х^,»••,х^,0,»•,)•

Справедливо наступне твердження про ошзькість розв’язків 
початкових задач для зліченної (18) та вкороченої (19) систем 
диференціальних рівнянь.

Т В 0 Р В І! А 5. Нехай права частина f(t,x) яліченної си­

стеми диферентальнях рівнянь (18) в області (t,x)«{0,+»l 1 
функція д(хо ) в області xq<Dq задовольняють умову Ліпшица І при 
n«x> L?n*0, тобто фуйкці! f(t,£) І л(хо) задовольняють
посилену умову Коші.

Тоді для довільного розв’язку рівняння (18) з початковим 
значенням хо * (xot, %ор, .... хоп, ... ) такю», ио |ао| =
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= I(0.....0, »on+t. .....)| *• 0 при nw», ДЛЯ Ві ДХИЛШШЯ
розв’язку у(t) зліченно! системи (18) ВІД розв'язку V(t) вкоро 
чаної системи (19) має місце оцінка

*te(t) " V'U)
|y(t)-»(t)| S -------- -------------♦ ^  . ц - qnKSn '

f
* , т < х г-к,п)-*г(і)(*,-к,п)

лг -Jt, ■ Цп*го*'

де

q„ - 4n + T„- Bf2(t.v(t)+0| * qn. #дг(У0+ао)Ц € yt)

(K,„ + кг„> І * 4 кгп кз
"і,г а

3n

2

1 при п*4о справедливе граничне твердження 

|y(t) - v(t)U — * 0.

В наступному параграфі розглядається зв’язок розв’язків 
злічешо! крайової задачі (9), (10) з розв’язком вкорочено! 
крайово! задачі.
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