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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ
Актуальність теми. Серцевино» розвитку класичних 

розділів теорії ймовірностей є її частини, присвячені асимп­
тотичній поведінці сум необмежено зростаюче о числа незалеж­
них однаково розподілених випадкових величин. Тону цілком 
природно постає проблема побудови аналогічної теорії для 
процесів накопичення. Крім загальнонаукового значена таке 
досяідіення розиирвє моїливості використання процесіь нако 
пичення при вивченні асимптотичної поведінки адитивних 
функціоналів, визначених на тр-.кторіях поведінки складних 
стохастичних систем, що є однієв з центральних задач матема­
тичної теорії надійності.

Мета роботи. Поширення класичних результатів про 
асимптотичну поведінку сум незалеіних випадкових величин на 
ситуацію, коли аналізується накопичення деякого показника 
стохастичної системи на необмекено зростаючому відрізку 
часу, визначного на траєкторії її поведінни в схемі 
серій,якцо топологія граничного переходу задається деяким 
функміоналої системи.

Методика досяідіення, Використані комстрчктив1І 
методи теорії ймовірностей 1 апарат граничних теорем. 
Результатом дисертації є розроблений автором метод 
зобрамення характеристик поведінки стохастичних систем у 
вигляді значень деякого регенеруючого процесу.

Наукова новизна, теоретичне 1 практичне значення.
1. Вперве проведено аналіз граничної поведінки 

рідіючих потоків шляхом зведення проблеми апроксимації до 
вивчення області дії ослабленої форми закону велі их чисел.

2. Знайдено ряд аналі-ичних критеріїв, які забезпечу­
ють виконання ослабленої форми закону великих чилел. Запро- 
тонована методика конструктивної побудови послідовностей, «з 
іабезпечувть виконання ослабленої Форми закону великих чисел.

3. Установлена загальна форма граничної тереми про 
збівність процесу накопичення до процесу з незал «ними при­
ростами.

4. Розроблено новий метод побудови вкяадеки* процесів 
відновлення. Запропоиомно поняттю узаі іьненої ТОЧКИ pert' 
нерацП.

5. Установлено граничні Теореми про эб1*м»ст* 
Функціоналів длитивнвго типу де процесі» з мезал*»»*»* пр*-



ростами.
4. Розроблено новий метод побудови вкладених процесів 

відновлення. Запропоновано поняття узагальненої точки реге­
нерації.

5. встановлено граничні теореми про збіжність 
функціоналів адитивного типу до процесів з к залешими при­
ростами.

6. Розроби і методика анроь„имацН потокі подій на 
траєкторіях еволюції систем обслуговування.

7. Запропоновано метод скінченних траєкторій в оцінці 
надійності складних систем.

Апробація роботи. Основні результати роботи і їх 
застосування доповідались на 1Y, Y ІІІїнародних Вільнюських 
конференціях з теорії ймовірностей та математичної статисти­
ки, на іY . Y1 Радянсько-Японських симпозіумах з теорії 
ймовірностей та математичної статистики, на і Всесвітньому 
Конгресі Товариства математичної статнеіики та теорії 
ймовірностей їм. Бернуллі, а такої на різних республіканських 
кош* оенціях і наукових семінарах України та Росії, в тому 
числі на секції теорії ймовірностей та математичної ста­
тистики при вченій раді Інституту математики ОН Инраїни.

Публікації. Основні результати дисертації викладені в 
20 роботах автора.

Структура дисертації. Дисертація складається із всту 
пу. трьох глав 1 списку літератури.

ЗМІСТ ДИСЕРТАЦІЇ

Природним узагальненням процесів наростаючих сум 

п.
к ч

випадкових величин <£, * , І>*1 є процеси накопичення, які
Лили врєппмі в науковий обіг В.Смітом в 1951р.

R дисертації під процесом накопичення 2 (і ) “и Р" 
«учіяг пронес, п^билпрэний сукупністю незпле*иик однако­
во роэпг я!л»>Ч*Х ПГ'Ч І У /  ВІ'ПЯВК.ПВЦУ мечен Н е

<?, * (А, и >, f ) , - *■/.-.
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-  з -

з компонентами З, fttefrf * s(b, оо J І 0 формулою

г ^  *  2 1 /.А/  5< ^Г ‘) * * ^  ' ̂ / /о , ) •  1 “

де
д ({  ) *■ t>VUV I t ■ «S (. *  ^ /  ’

S t - "ЇГ, + • + <■ t .

Процеси накопичення зустрічаються досить часто в 
застосуваннях. В теорії масово' обслуговування, коли момен­
ти регенерації з ймовірністю і наступають через скінченні 
проміїки часу, моїна розглядати, наприклад

- сумарний час зайнятості;
-сумарний час, затрачений вимогами перебування в 

черзі;
- загальну кількість вимог, в моменти прибуття яких 

величина черги перевищувала L.
Досить просто цей список мокна продовжити.
До приг мі. вих результатів В.Сміта відносно процесів 

накс/.ичення треба віднести знайдені ним умови збіжності до 
нормального закону при 4 < = * =  розподілів центровани.. і 
нормованих значень 2(4).

Перма частина дисертації (глава і) присвячена 
узагальненню цього результату в смислі аналізу умов 
збімності процесу накопичень в схемі серій до процесу з ие- 
залеіними приростами.

В такій загальній формі ця проблема раніне не стави­
лась, але окремі результати безумовно були. Даки>>“ зиками 
охоплюються граничні теореми про рідіючі потоки, «о йдуть 
Від Й.Реньї, і граничні теореми кодо моменту первої ре­
алізації малоймовірної події в регенеруючому процесі, знай­
дені О.Л Соловйовим.

Головною перепоною, *о не дозволила і.формул* «ти гра­
ничну теорему про збівність до процесу з незалеіними при­
ростами відразу я після введення поняття процесі накопиченню, 
€ колізія, пов’язана з наявністю останнього члена в 
(І). і моалиьов ’але .іст* мі* чомпонемтами © і .

Природно било починати д о с я Ц в в н м д  для ситуації, 
коли граничним виступе иу«гсоківськяй процес. 4 ць«мд ія'яі-



ку істотний вклад у розв'язок даного питання внесли Ю.К.Бе­
ляев, Б.В.Гнеденко, ft.М.Зубков, I .М. Коваленко, А.Рениї,
О.Я.Соловйов. Й.Я.Хінчин.Як виявилось, визначальне значення 
в питанні збівності процесу накопичення до процесу З 
незаливними приростами мав виповненість деякої ослаб­
леної форми закону великих чисел (0.3.В,’І.) для послідов­
ності ТҐк , 1 * 1 .  „

Висновком став новий як і сь.ій тип граничн ї теореми, де 
ствердіується мояливість апроксимації розподілів зі зміною 
тільки масвтабу часу без включення в умови вигляду апрокси- 
муючих законів і із мовливіств стохастичних залеяностей мів 
елементами вихідної сукупності випадкових елементів. Вадливо 
тільки виконання О.З.В.Ч.

О з н а ч е н н я .  Сукупність додатних випадкових ве 
личин {'ІГп.ц } , де к=і, 2. індекс сумування,
- параметр серії, задовольняє О.З.В.Ч., якчо і снує 
послідовність постійних така, *о для довільного х ? О

і Г- КХ /  Р  1
7 z L l ^  А 1 * ] mfL'A' k *■ f

Оскільки тут структура така, «о виводить нас
за рамки процесу накопичення (і), то для уникнення плутанини 
елементи, «о сумуються, ми позначаємо £ п/ , к * J . При
цьому для них накладається умова:

V ? !  Р f  Ф 0 ) *  ~ і г  ’ ч * 0 -' (3)

В § і гл.і розглядається аналог процесу накопичення

ДЄ . і

( *  ) " { k : £  ■ < *  }

Йпргкгимугчий розподіл для ^  тут задає сума
J7*; ■ 1аи’ яг!дно з теоремо* і в умовах (?) і О )  для

ггіх »" »1*!І F І КОЯК’Т П  Т  .-о и к  М і сче
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Для порівняння ЦЬОГО резг TdTy З ВІДОМИМИ, МИ ПОВИННІ 
зробити припущення, що пари ( f i , , Ї^І^НвЗаЛеіНІ І ОД
наново розподілені, тобто для ситуації, коли розподіл 

апроксимується пуассонівським законом. Питання 
зводиться до знаходіення аналогічних критеріїв виконання 
О.З.В.Ч.. чому присвячено § 2  гл. 1. Наведемо їх:

К і. Існує така послідовність ^ ^ .щ о

*  * p ( V  » Л — *о
«-(и ^ * ; ) г ' 1,1 ’ н ~ * ° ' '

С  -r., i (T h,
Тут і далі 1(4) - індикатор події А.
К 2. Для d>i

< М | т „ ,  - H X r „ \ J _______________
V. у J ^  *

* ( М Т м К  * - * -

К 3. Для d> О

4 й і И 1 J u л _ и 4

Н 4'. Існує така послідовність , що задовольняв

J*" *Р(тя,и)\

зс P(Vhi > sc)  ̂ ____І

J05HX PCГи,е n j \  Р(ҐАІ* At')

Н 5' Г ЭГ Р Г Г Ц, ->лг*) -------- ,  с)
Д — • «5*»

J * п̂ э*
I  Р ( T h1 ej*)>0

V  И >



К 6.

I > x ) J *  l̂ =rt 0 ,
J ti —> Л*

jlii,,-]

9

К 7.

X

к NT к
0 ,

h 1
символом *ь ~r*0  позначена збіїність за Хінчи- 

ним, яка визначається співвідновеннями

X

ос Є ( Oj е=-о J

Ми намагались навести всі ті модифікації умов різних 
авторів модо поведінки розподілу 7Гпі , як! виникали при 
розробці критеріїв збіїност! нормованогй часу до перюї ре­
алізації малоймовірної події до показниково розподіленої. 
Так, співвідношення в К 2 було введено О.Д.Соловйовим. Ок­
ремим випадком К 2 виступає співвідномения

« (н г.,)’ ’
якч, можливо, стало найбільї уживаним счред спей Тал Іст і в- 
иадійнисників при аналізі малоймовірних подій. 
Наприклад, при побудові "мтучних"' моментів р«ген*»раи1 ї 
І.И.К"Вкленка спеціалісти користувались Означеним результа­
т и  O.fl Гплсч>йова в такій модифікації К ї : для деякого с( у о

И  t , ,  >  О ,

& П 4  f - ' )  І , Г ^  <Г  О П  .
•-< f М *
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Формулювання К 4 і К 6 теа були запропоновані раніме ь 
аналіз! малоймовірних подій С І.М.Коваленко). Умова К 7 впер 
ае була запропонована 0.Д .Соловйовим, а послідовно вико­
ристовувалась Й.Й.Иахбазовим у тому а зв’язку з малий 
вовірнини подіями.

Добре відомо, наскільки численні варіанти перенесення 
граничної теореми про збіаність часу до пераиї реалізації 
малоймовірної події до показникової з регенеруючого процесу 
На більш загальні математичні моделі, скаїімо на 
напівмарківські процеси. При н .ому підході до цієї проблеми 
таке перенесення зводиться до перевірки G.3.8.4. для 
відповідуих послідовностей випадкових величин. Приведемо два 
результати в цьому напрямку.

Нехай
k >r t , - випадкова послідовність 

зі скінченною мноаинов станів;
<С'п ( і ' * Л  * 1 - множина невід'ємних,
незалежних в сукупності і незалеаних від випад­
кових і ли-шн, розподіли яких не залеаать від індексу 
і і задовольняють при ковному J О.З.В.Ч.: існи- 

ють т  к так*« 40

Питання ставиться так: при яких додаткових умовах
послідовність ( ’x . f i ) ,  О  задовольняє О.З.В.Ч.?
Виявляється, якцо позначити V„ л ( і )  - кількі -ь ..лучень
послідовності (к) в стан з  за і стрибків, то
йАя позитивної відповіді на поставлене питання достатньо, 
*«б існували такі числа Зґ . ао для коаного t  > О

ічїий варіант побудо&и пОслЦоени* прог і їиїв час у

<Иу " »
К  —* І

п. т

/

0  _  іч в - t  €,■ **
* n

•  ___ <



виникає при аналізі систем обслуговування стандартного 
вигляду. Нехай А п * , к »  1 - послідовність. <о задо­
вольняє О.З.В.Ч.:

к * к*, a h

^пк ,  ̂ * L - послідовність натуральнпзначиих 
випадкових величин, яо задовольняє О.З.В.Ч.:

j L t - n t  A t  9  ~  1 і > 0 :
tit ІГ ТІ £  п.-* о» ‘v  и

ііромімки часу 1 ^ 4  •врмувться за правилом:

_ * " А ~ ̂ *'it-1 ^
«-к* •trj tt(

Виконуваність О.З.В.Ч. для ^ , 4^.1 означає

А . о  - і — , і .

-  8 -

kr у

Виявляється,це має місце, коли або , k \ i t
иезалешкі і однаково розподілені, або існує постійна 
така, «о і » / і  ®  1  .

Повертавчись до загальної проблеми апроксимації, вира­
женої сп і в в ідноменням (4), відзначимо, «о цей результат в 
певних умовах моме бути уточненим встановленням оцінок близ- 
кості. Так, якко к *  1 иезалеіні в сукупності з
додатним математичним сподіванням /п %  і скінченно»
диспергісв , а відносно 9  п і  виконано нерівність^  в>

Р ^ . ч !  і 1-: * 0 } ) * Є . - U

д« <Г • , £  невід'ємні числа, 
тп длр f і; іх кнпкин £
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\P(S(T)*E)-P(zT?.. *Е)І
/  ал '/з  ■ r r , v ^  ,  - //л/ * - М ^  /  « г / "  /  //■ *  /  A \ ' / J

' ! ©  ■

* <£„ *£  *■ *

Зупинимося це на проблемі апроксимації Z H " . r пу-

ассонівським законом. Проблема полягає в розробці процедури an 
росимації сук задеіних випадкових величин. Практично на всьому про­
тязі розвитку теорії (імовірно .eft різкі автори намагались поглиби­
тись у вирівенні цього питання. Використаний нами підхід дезо ехо- 
■ий з ідеє» С.Н.Бернятейна апроксимації сум залеіних величин га- 
уссівським законом.

Ми проводимо пуассонівську апроксимаціє сум випадкових вели­
чин у припущенні, чо доданки взаємозалежні. Але в уновах передба­
чається. чо розподіли доданків моїуть змінюватись в деяких оиолах. 
Тоді апроксимація суми потрібних нам залеяних величин проводиться 
аляхом проиіяної побудови допоміїного ймовірнісного простору 8 не­
залежними вг адковими величинами на ньому, які наближають потрібку 
суму і розподіли яких попадавть у згадані околи. Перевага цього 
підходу полягає в порівняній простоті його метричної частини. Так, 
зміст теореми ,1 & З зводиться до такого твердження. Як*о » D S  , 
Цэъ' Ь̂пГ кезалеяні випадкові величини зі значеннями із 
^0,1 ... } > для розподілів яких має місце

Прикладом використання спіевіднокенив (9) може служити т р а ­
диційна в даному контексті задача про ч «  гере5«(в.*ний 
напів маоківського процесу я півімсяичі стані?, я*«о » * « ! р т с т ь  м -  
»г>вч 4 підмн^жини a^HKiTTOTl'Mwo *гм а вад вкт* к<я ікуре ят«оз-

то для всіх множин В.

І Р(Х-Г-, К ^ є ) -  ^  A I  U

^ ̂  «t, ( ma/K ) * htAx: ̂  f* * V  •
і М Д *



гатність нашого підходи, ми розглянули окремий випадок цієї задачі 
(кношина станів скінченна), але в рамках більв широких, ні* загаль­
ноприйнято:

1. Лля часів перебування в станах вимагається виконання
П..Ч.В.Ч.

2. Відносно перехідних ймовірностей пикага ься тільки умова 
стійкості частот влучень у стани.

3. Вимагається тійкість деякої інтегральної арактеристики 
за стаціонарною мірою (параметра апроксимуючого розподілу).

Ми присвячуємо стільки місця теоретичним аспектам аналізу ма~ 
неймовірних подій в зв'язку з їх прикладною значимістю для матема­
тичної теорії надійності, до чого ми повертаємось у главі І.

4 гл І присвячений аналізу збіяності процесу накопичення 
1 загальному вигляді. Певна річ. оскільки тут йде мова про 
чбівність до процесу з незалешними приростами, то і умови звітності 
поци шорсткіші в порівнянні з чисто рідіючими потоками.

В цілому умови граничної теореми цілком природні, досить за­
гальні і зводяться до таких:

(Й): процес сум

ZZ - л . ) ,
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\  с о ,

И- - параметр серії, 
й к - центруюча величина, 

збігається до процесу з незалеиними приростами:
(Б): проміїки чагу 

Т гн і -* Г 4
задовольняють Кі - критерію виконання О.З.В.Ч.:
(В): існує границя дисперсійної матриці гауссівської компо-

<Г>: вимога про мошливість асимптотичного знехтування першого 
І останнього доданків процесу накопичення.

Завершуючи аналіз глави 1 дисертації, підкреслимо, «о коти 
ваціс* для помуку І доведення асимптотичних результатів в існуючому . 
ефіопі крім эягаяьнйнчиковоТ зацікавленості була необхідність 
оД?ряати Інструментальні граничні теореми для сімей процесів, тобто 

герій. коли топологія граничного переходу включає в себе 
м ан іпуляц ії, .зв 'язан і і нобуд,ов(Яо точок регенераці Т . Таким чином ми1 
підійшли до ррввлемйтики глави П



Головна проблема, яку поставив перед собою автор в главі П, 
це повук математичної моделі, зручної для описання функціонування 
складних стохастичних систем з метою аналізу надійнисних характе­
ристик та обгрунтування цього вибору.

Треба визнати, во на сьогоднявній день дьфіциту в кількості 
різних моделей нема. Мовна навіть визнати, во в значній мірі цей 
етап математичної теорії завершився в зв'язку з виданням підсумко­
вих монографій 1 довідн>іі4Ів. Мабуть зараз найбільв універсально»! 
моделлю для згаданих цілей слуїать напівмарківські процеси, 
найбільв повне тлумачення використання яких дано u відомих моног­
рафіях В.С.Норолвка 1 О.Ф.Турбіна.

За основу нашого дослідіення була взята ідея використання ре­
генеруючих процесів і мовна її назвати побудовою узагальненої точки 
регенерації. На відміну від методу Кендалла побудови вкладених мо­
ментів регенерації наша конструкція передбачає таку структури 
подій, за якими будуються моменти майбутнього регенеруючого про­
цесу, що в моменти їх здійснення у спостерігача недостатньо інфор­
мації для прийняття вення, чи наступив черывий момент регене­
рації - спостерігачу для цього потрібно ще "заглянути в майбут ". 
Від цього характеристики періоду регенерації дещо "розмазуються". У 
цьому відношенні проблема подібна до тієї, яка виникає при побудові 
"штучної" точки регенерації I.М.Коваленка.

Витоки цієї тематики спеціалісти знаходять у Дебліна. Тра­
диційно складалося так, що істотне просування в проблемах ергодич­
ності і стійкості випадкових процесів досягалося з використанням но 
вих методів чисто ймовірнісної природи, до_ яких, зг ієна. 
відноситься метод склеювання; а те, що ми назвали узагальненою точ­
кою регенерації, теш є певною модифікацією методу склеювання.

Вперше метод склеювання для задач теорії надійності розробив 
І.М.Коваленко. На сьогоднішній день ці питання одержали значний 
розвиток. Але , на нав погляд, всі відомі конструкції мають більш 
теоретичний інтерес. Нам знадобилась розробка нового методу п 'удо­
ви узагальненої точки регенерації, оскільки Існуючі не ди вимага­
ють умов аналітичного вигляду щодо ядра марківського ланцюга (умо­
ва мінорування), що по пут! означає існування неперервної компоненти 
відповідного розподілу.

Центральним об'єктом розбору глави П є виї. дкова 
послідовність 2 (&)€ t і  - 1 ,3 t . . Me і j ю є знаходвення
чмлр. при р>'их 2-(t) мовна подати у вигляді (1).

і1<іч трощення Формулювань ми виходимо з того, що побудова
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-&(+) ведеться на базі деякої вихідної послідовності випадкових 
елементів L> ... , які незалевні і однаково розподілені в
С  УС, ЗЪ~) . Передбачено, чо ъ({) вимірна відносно 5 - ^  - 

fj- алгебри, породвеної С^»о, Иа Т0МУ 1 і мов і рні сноиу
просторі задано ланцюг Паркова зі значеннями у
вимірному просторі CUi *№) і початковим станом U а . Нехай 
уО»т. - S'-алгебра, породжена ( и к , А *■* ~) , причому
Л/Z*, s  • Фіксуються такое так' три об’єкти:

й- деяка підмноіина станів ланцвга ;
Й- натуральне число; 
й с  S &  .
Сформулюємо умову, яка забезпечує існування події, при 

здійсненні якої буде спостерігатися незалевність між "минулим"і 
"майбутнім":

( V  ): для будь-яю...

A
Л і
м., *  п *

має місце тотовність

р(А, , Л х /ик€ А , (щ>*s Q , п < Ь« *■ *■ £ 3) 3 

- р(&, /*„&а) Р U, fa-*
Вкладений процес відновлення будується так, Нехай

Вк 6>,_. * e ) , J U i i

Gk -  о  , и і  о .

Є ( П - Z i i ' O i ,

J (*. ■) *  bvc*. ( k  f ©  f  < ) *  rt I ,

к ** 4 D  - ? C t - 0  > *

Vt - пг** {U > I : ut с A ,(%t (Q * *) }
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Теорема і § 2 глави П стверджує, «о так побудовані випадкові 
величини 27^ , къ- i ,  незалежні і однаково при к > і
розподілені.

Для того, щоб перейти від процесу відновлення до регенеруючо 
го процесу, вводиться умова

( U ):

О* [і (t+-)-*(0] = 0̂  гй (к) Р-л н ;

де * , Г Г > вимірно щодо 
з розподілом, що не залежить від

На основі цієї умови вводиться сімейство незалежних елементів 
1 \Ы ) ,  ), k f i , формулами:

Р ( ^ ь о о є  £ ,  е ;

*  р ( г  ® а . - і г ^ / f e i€ Q, і « *'* R 0 ,  и * д

Теорема 2 2 глави П стверджує можливість на цій основі
зображення (і).

§ 3  гл. П присвячено використанні) зображення (1) для г ’алізу 
асимптотичної поведінки функціоналів адитивного типу від траєкто­
рії еволюції системи обслуговування виду G r I | G  І иі І л/ . Ці ха 
рактеристики, зрозуміло , повинні вкладатись в умови IV) і ( О  ),
• тому ми їх називаємо 0 -  характеристиками. В їх число входять 
практично всі білья-мені помирені адитивні функціонали.

Далі всі теоретичні складності зводяться до знахс яення 
співвідномень між параметрами системи обслуговування, і забезпе­
чували б виконання умов теореми про граничну поведінку процесу на­
копичення (теорема 2 $ 4  гл. і). Найбі^льж наглядну форму та 
ких умор одержано для багатолінійної системи без черги, для якої 
достатнім виявляється існування математичного сподівання числа 
иадходувчих вимог під час одного обслуговування, і також строгої 
ВІДОКреМ-ИРИ^ТІ від нуля ймовірності обслуговування однієї вимоги



за час, коли в систему надходить число вимог, що дорівнює кількості 
обслуговуючих пристроїв. Для системи з місцями для чеканна аналіз 
складніший, якщо добиватись максимального узагальнення. Якцо харак- 
.еристики не залевать від параметра серії, то умови тут елемен­
тарні: загрузка системи повинна бути меншою від одиниці. В схемі 
серій є можливість використання нерівності 0 J . Соловйова, одерваної 
ним для ймовірності “опоровнення" однолінійної системи з метою 
аналізу загальної системи у випадку її "исокиї надійності. Ця 
нерівність цілком придатна для перевірки умови (Б) нашої загальної 
теореми. Завершуються глава (1 теоремою про збікність процесу нако­
пичення 0  - характеристики, яки* спостерігається в моменти надход- 
вення вимог.

Глава U „исертації присвячена аналізу збіжності потоку втра­
чених вимог в умовах малоймовірних втрат, Граничними тут виступають 
процеси типу пуассонівсь-ого з тими тільки узагальненнями, які ви­
никають в разі невиконання 0.3.В ’Ч. для проміякіЕ мі» поступаннями 
вимог.

Питання аналізу потоку втрачених вимог добре ілюструє теорію 
збішності адитивного функціоналу. Треба зазначити, що після перших 
оригінальних публікацій на цю тему О.Д.Соловйова, коло 
спеціалістів, які продовяувал,. дану тематику, весь час розширюва­
лось і, по суті, ці прикладні по відношенню до теорії випадкових 
процесів роботи, стали потуаним стимулом для відповідних 
дослідвені в рамках напівмарківських процесів. Особливо це сто­
сується вивчення процесів з укрупненням Фазового простору 1 наяв- 
ніс,# асимптотично несуттєвих станів (8. В. йн і с 1 мов, І.М.Коваленко, 
В.С.Королюк, Й.Ф.Турбін).

§1 глави 1 присвячено граничним теоремам для систем обслу­
говування виду G 1 ) G  1 И  І 0  . які є прямим продоввенням тео­
рем О.Д.Соловйойа про асимптотичну поведінку часу до першої втрати 
вимоги системою обслуговування зі швидким обслуговуванням.

Наше узагальнення двояке. По-перше: умову «видкого пбслугову 
вання ми замінюємо на більш слабку вимогу рідких втрат. По-друге: 
якщо у О.Д.Соловйова було знайдено вигляд характеристичної финн 
ції часу до втрати

і

і * а а )

to ми «ей результат одерву^ио рк наслідок того, go потск егра-
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чених вимог на границі описується суперпозиціє# незалежних мін 
cofoio монотонного процесу з незалежними приростами і пуассонівським 
процесом. Теоретичні конструкції подібного типу досліджувались 
раніве в роботах В .В .йн!с 1 мова і Д.С.Сільвестрора. Принциповим для 
нашої моделі стало доведення незалежності процесів - компонент 
суперпозиції.

Топологія граничного переходу, яку ми назвали умово» рідких 
втрат.має такий вигляд:

£  - Г П - Р *■ 0

де - час обслуговування k -ї вииоги
д  к - час міх поступаннями k~ ї І к.+і- ї вимог.
Вводиться малий параметр р  — * О , який грае роль нормуючого 

множника. Числово р  дорівняє ймовірність того, жо за час обслуго 
вування 1-ї...... т -1-ї вимог втрат не буде, а за час обслугову­
вання щ - ї  вимоги втрата наступить при умові, що перша вимога 
надійшла в порожню систему.

Серед умов принциповою є вимога про притягання часу між
поступаннямиідо деякого безмежно-подільного закону.

Вивчаються процеси Tr/tJ, У-fiJ накопичення відповідно часів
А і, І Індикаторів втрат вимог к , просумованих від 1 до
t / р .  Тоді має місце зближення їх розподілів з розподілами неза 
лежних процесів з незалежними приростами. Розподіл часу до к -ї 
втрати вимоги асимптотично зближується при £ -*■ 0 з роз ділом 
значення процесу 'С ( і ) в момент, коли незалежний від нього процес 
\ ( і )  досягає рівня к .

Підкреслимо: ми вимагаємо дещо м р н и є , ніж О.З.В.Ч. для
проміжків між поступаннями вимог, і тим самим вийжли за рамки пу- 
ассонівського закону. Якщо керуватися практичними міркуваннями, то 
»мова в формі O.J.B.4. цілком задовільна, бо дозволяє с упре, одити 
асимптотичні висновки оцінками (ілизкості відповідних .іОЗПОЛІЛІВ. 

Цьому ми присвячуємо гл- І.
Перша теорема цього параграфу лає оцінку ймовірності відсут­

ності втрат вимог грррд перших п., окі поступили в порожню тст?-

Так, коли
+ а , ) ,
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£а = (to - f) P(у і ,+ ■ + л»,),
то

>lf> ( І  І/ є ,  + *є1  + (< £ ,  + Є e± )  <

& е .~ * л - P C ^ „  - о )  &

s п у э  \ / e , * 4 e l  *■ і  / Г Г ^ Г  * л d , +Г&Л, ,

при цьому, якщо позначити «5 Г*,) - число втрачених вимог на про­
тязі часа г , то розподіл часу до пераої втрати буде зблиматись з

експонентою, причому, якцо = то

І Р ( 4 ( і  - ~ ) * ° ) ~  р ( £ * / г  =  < 0 | *

(5)

5 3  M f i f  + S /& - *- у Ї £ ^ ¥ -  і -р + £ < 2 . е х .

Поток втрачених вимог апроксимується в цьому параграф! стриб­
коподібним процесом з незалекнини приростами.Величина стрибка за­
дається тут конструктивним чином - як число втрачених вимог 
вихідної системи обслуговування на початковому відрізку функціону- 
ва. ія. _

Далі окремо розглядається клас систем обслуговуванням зі 
■видким обслуговуванням. Це системи, для яких математичне сподіван­
ня числа вимог , які надходять під час одного обслуговування, є 
достатньо мале, цо визначає більш аорстку топологію граничного пе­
реходу £ — *  $

Якщо позначити f >А - ймовірність того, «о на промімку 
втрачено рівно k вимог, то розподіл числа загублених 

вимог серед периих *г поступиввих апроксимується розподілом 
випадкової величини ^ , характеристична функція якої має вигляд

м  еоср{ V I } * е -ffa.  L k°°, p j e l i i - f ) }  ,



і для всіх множин
Л
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I р(4л Є Е) - РС4 я € Е)| І і К р (S~x/r * 7е) +1 £ .
Тут же дається аналогічна (5) оцінка близькості розподілів

< > j  4  (пгл&, / р) .
На завершення параграфу показана можливість розповсюдження 

розробленого методу на системи обслуговування, вхідні потоки яких 
не є взагалі кажучи, рекурентними, а часи обслуговувань не обов'яз­
ково мавть однакові функції розподілу, воправда, відносно часів 
обслуговування припускається, «о в зображенні

Р ( j / i > X)  І * 1 ,

UX'

т  неспадні функції.
Топологія граничного переходу задається так;

— 0 .
Основною особливістю такої системи є те, «о тут пропадає, 

ефект групових втрат. Так, коли

= г . , : ( Р і ,

' < £ , 1 7  1 (?е г
то для всіх множин є:

І Р ( ^ Є Е ) -  / і  ! І

« д т » . , / F  ► ( <  а .  * а ) е ,

зокрема.

Л н в  І н .  В  Стеф  а ни ка

. А Н  Уг.г^Тк'і -



Зауважимо тільки, що остання оцінка справедлива і для дещо 
біль» слабкої топології граничного переходу.

Проблеми оцінок параметра через скінченні суми інтегралів 
.^зглядаються в останньому параграфі дисертації.

Якцо має місце

Р Г д  , * J )  = Р ( } , > Ъ ) = о ,

де d і D - константи, не залежні від параметра серії, то 
із явного вигляду негайно випливає зображення його скінченною 
сумою. В інших випадках доводиться обмежуватись оцінками /> з
точністю до множника С-*+ о С О )  .

Аналог і і проблема виникає і для інших високонадійних систем 
при знаходженні середнього часу до відмови. Існує методика оцінки 
цієї величини, запропо вана ІЛ. Коваленком, яка зводиться до об­
числення ймовірності відмови по монотонній траєкторії. 0.Д.Соловйо­
вим при деяких обмеженнях встановлено аналогічну властивість для
систем обслуговування зі швидким обслуговуваніїям. Одначе, правило
обчислення ймовірності відмови по монотонних траєкторіях ніяк не 
всеохоплйюче. На це звернув увагу автор в 15). I.II,Коваленко по­
казав суттєвий вплив немонотои их траєкторій для систем

В даній дисертації обгрунтовується деяке узагальнення згада 
ного правила, яке можна назвати п р и н ц и п о м  с к і н ч е н ­
н и х  т р а є к т о р і й .

Обмежуємось ми тільки системами зі швидким обслуговуванням.
Bs иться нове поняття - випадкової величини, старіючої порядку 
відносно деякої послідовності. Це поняття є ключовим у даному 
узагальненні і принципово відрізняється від поняття . старіючої 
випадкової величини, бо носить конструктивний характер.

Нами припускається, жо час обслуговування ^  є старіюча 
порядка «Г — *• 0 відносно послідовності - проміжків
міі надходженнями вимог:

Р ( } *  > &,* ■■■* О  * $ Р( р ,  v ■ ■ м / ) ,  U  1 .

Тоді величина р  оцінюється ймовірністю об'єднання скінчен 
ної кількості пс.дій виду

Н г “ л1 (7 ?'  л»*-
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формуло» д

о . , , р ( и ' : :  н . і .

• т і с : ;
На прикладі показано, що

Р ( ^ І Г М  * 0 + ° ( О )  Р С ^ м )

а наших умовах, взагалі кажучи, не має місця.
Для неоднорідних систем обслуговування, розглянутих в попе­

редньому параграфі, даються тем оцінки р к . Іоправда, тут при­
пускається, що часи обслуговування розподілені за одним 1 тим «в 
старіючим законом

pf*?'. ~ -J^ У ф  У / }  .

Тут уяе має місце принцип старіючих траєкторій, але з єю 
відмінністю від класичного варіанту, ю  траєкторії відмов врахову­
ються не від своїх початків,а вибираються Із сімейств з фіксованими 
моментами їх закінчення. Топологія граничного переходу задається 
так:

»п Є *  м &Y-p Р  C ĵi > А і)  ------> 0

Результат тут такий: коли

=  1 1 ( f t  * At * 

тп при •< і має місце

м А  < р < — —  и у , .
4  ’ 1 -(»-*)£ J  

Таким чином, при £ ^ ___ > Q має місце

Л  = О  * °0 ))м #  .

Приуочу на прикладі ми показуймо, «о одного £ —* О я в *  
конник прииііипи ипноттших траєкторій тут не достатньо.
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