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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальність теми. Теорія обернених задач, основи якої 

були закладені Ю.М.Березанським. В.К.Івановим. М.М.Лаврентьевим, 

В.М.Марченком і А.М.Тихоновим,є порівняно новим науковим напрям­

ком, що бурхливо розвивається. При розв'язанні більшості прик­

ладних задач їх математичними моделями, природно, є обернені 

задачі. Так, у ряді важливих проблем науки і техніки стоять 

проблеми створення об'єктів, які відповідають заданим вимогам. 

Такі задачі звичайно розв'язуються шляхом дослідження багатьох 

варіантів математичних моделей об’ єкта, який вивчається, хоча 

доцільно відразу цілеспрямовано розв’язувати задачу ідентифі­

кації математичної моделі за апріорі заданими даними, які харак­
теризують результати дії об’ єкта. Зараз невелика частина задач 

синтезу розв’язується як обернені задачі. Це пояснюється не 

недостатньою увагою до проблеми, а теоретичними та частково 

технічними труднощами, які постають на шляху її розв'язання.

Багато задач, пов'язаних з математичним моделюванням 

процесів у квантовій механіці, теорії коливань, електромагне­

тизмі, математичній фізиці,, зводяться до розв'язання обернених 

спектральних задач, у яких потрібно відновити лінійний опе­

ратор по тих чи інших спектральних характеристиках. Вивчення 

обернених задач для операторів Штурма - Ліувілля, Шредінгера, 

системи Дірака, деяких класів диференціальних операторів вищих 

порядків проведено З.С .Аграновичем, В.Барс ідоном, Г.Боргом. 

І.М.Гельфандом, М.Л.Горбачуком, М.Г.Крейном, Б.М.Левітаном,

Л.П.Нижником, Л.Д.Фаддєєвим,. Г.Хохштадтом, К.Шабаном та ін.

Слід відмітити, що обернені задачі на власні значення також 

виникають при розв’язанні суто математичних задач та часто є 

єдиним методом їх розв'язання. Так, відчутний поштовх до по­

ширення досліджень дало відкриття метолу оберненої задачі 

інтегрування нелінійних еволюційних рівнянь у роботах К.Гард­

нера, Дж.Гріна, М.Крускала, Р.Міури.

Особливу роль обернені задачі відіграють при автомати­

зації наукових досліджень і проектуванні об’ єктів сучасної 

техніки. Задачі ідентифікації математичних моделей, що при 

цьому виникають, потребують результатів у чисельному вигляді
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та в реальному масштабі часу. Для розв'язання цкх задач noiv 

рібні ефективні наближені методи. Розробленню чисельних методів 

розв'язання обернених задач на власні значення присвячені робо­

ти: в квантовій механіці Є.П.Жидкова, М.Касчієва, Є.Христова; 

при конструюванні механічних систем В.М.Кублановської, В.Г.Ііт- 

вінова, 1.М.Молчанова; при синтезі неоднорідних електромагніт­

них середовищ В.В.Козловськогог В .1 .Сошникова.

Через новизну та складність конкретних технічних проблем 

у наукових дослідженнях не повністю розв’язано ряд важливих 

питань щодо утворення математичних моделей, дослідження корект­

ності постановок, методів наближеного розв'язування, розробки 

алгоритмічного та програмного забезпечення. Необхідність створе­

ння нових наближених методів зумовлена ще й тим, що обернені 

задачі на власні значення розв’язуються аналітично у виключних 

випадках.

Таким чином, значний інтерес сьогодні викликає розробка 

ефективних наближених методів розв’язання обернених задач на 

власні значення та створення теоретично обгрунтованих обчислю­

вальних алгоритмів та програм для розв’язання конкретних прик­

ладних задач на сучасних ЕОМ.

Мета роботи - розробка математичних моделей прикладних 

задач, які описуються одновимірними оберненими задачами на влас­

ні значення, теоретичне їх дослідження та побудова наближених 

методів розв’язання.

Наукова новизна полягає в тому, що створено та дослід­

жено математичні моделі важлив.х прикладних проблем у вигляді 

обернених задач на власні значення. Вивчено обернені задачі на 

власні значення для диференціального рівняння другого та чет­

вертого порядку, коли задано декілька значень спектра, а про 

інші відома апріорна інформація. Побудовано наближені методи, 

створені на основі теорем існування, розв’язання обернених за­

дач на власні гчачення. Установлено факторіальну швидкість збіж­

ності ітераційнгх процесів. Запропоновано процедуру побудови 

алгоритмів для розв'язання обернених спектральних задач вищих 

порядків. Розглянуто схему та отримано чисельні результати роз­

в'язання деяких класів обернених задач на власні значення з час­

тинними похідними, коли задаються декілька власних частот.
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Розроблена методика дозволяє розв’язувати ряд технічних задач 

в природній постановці як задачу ідентифікації математичної 

моделі.

Практичне значення. Розроблена в дисертаційній роботі 

теорія та побудовані наближені методи дозволяють відразу роз­

в’язувати задачі синтезу, не звертаючись до перебору можливих 

варіантів розв’язання прямих задач. Це дозволило всебічно та 

глибоко вивчити реальні процеси, виявити важливі та приховані 

властивості, значно зменшити обсяги натурних експериментів.Роз­

глянуті математичні моделі відіграють значну роль гіри автоматиза­

ції наукових досліджень і проектуванні об’ єктів сучасної техні­

ки. За допомогою розроблених чисельних методів та алгоритмів, 

які реалізовано у вигляді програм на ЕОМ, розв’язано прикладні 

задачі в авіа- та суднобудуванні, турбінобудуванні,верстатобуду­

ванні, приладобудуванні. Створені моделі та розроблені чисельні 

методи застосовано для розв’язання конкретних прикладних задач: 

для побудови магнітострикційних коливних систем; синтезу елек­

тромагнітних неоднорідних середовищ; створення вібропристроїв, 

які сприяють чи посиленню, чи ослабленню коливних ефектів; при 

конструюванні лопатки газотурбінного двигуна.

Достовірність  результатів. Усі результати дисертації 

сформульовано у вигляді теорем і лем та повністю доведено. 

Доцільність запропонованих методів розв’язання обернених задач 

на власні значення підтверджено розв’язком ряду модельних та 

прикладних задач.

Методи дослідження. В роботі застосовуються методи функ­

ціонального аналізу, теорії функцій комплексної змінної, зага­

льної теорії наближених методів та обчислювальної математики.

Апробація роботи. Результати дисертації неодноразово 

доповідалися і обговорювалися на наукових семінарах: професора

І.М.Молчанова "Чисельний аналіз" Наукової ради з проблеми 

"Кібернетика" АН України; професора Є.П.Жидкова в Лабораторії 

обчислювальної техніки та автоматизації ОІЯД; академіка 

М.М.Лаврентьева в ОЦ СВ АН СРСР та в Інституті математики СВ АН 

Росії; професора М.Л.Горбачука в Інституті математики АН Укра­

їни; професора В.Г.Літвінова в Інституті механіки АН України; 

академіка А.М.Тихонбва в Московському університеті; академіка
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В.Л.Рвачова в Інституті проблем машинобудування All України: 

члг кор. Я .й.Бурака в Інституті прикладних проблем механіки і 

математики АН України; професора Д.І.Мартинюка в Київському 

університеті, а також на Всесоюзному семінарі "Некоректні за­

дачі математичної фізики і аналізу" /Новосибірськ, 1982 р . /  ;

Школі - семінарі "Обернені задачі математичної фізики" /Таллінн, 

1989 р ./  ; науково - технічній конференції "Застосування обчис­

лювальної техніки і математичних методів у наукових та еконо­

мічних дослідженнях" /Севастополь, 1990 p .; Шацьк, 1991,1992 p ./j  

Воронезькій зимовій математичній школі "Сучасні проблеми теог 

рії функції і теорії диференціальних рівнянь" /Воронеж, 1991р./; 

Міжнародної^ семінарі "Прикладні проблеми моделювання і опти- 

мізації" /Славське, 1991 - 1993 р . / ;  Міжнародній конференції, 

присвяченій пам'яті академіка М.П.Кравчука /Київ - Луцьк,

1992 р ./ ;  Міжнародній математичній конференції, присвяченій 

ЮО-річчю народження С.Банаха /Львів, 1992 р . / ;  науково - тех­

нічній конференції "Пам'яті академіка М.П.Кравчука /Київ,

1992 р ./ ;  Першій Всеукраїнській конференції з обробки сигналів 

і зображень та розпізнавання образів /Київ, 1992 р ./ ;  Міжнарод­

ному семінарі "Стійкість і коливання нелінійних систем керу­

вання" /Москва, 1992 р . / ; науково - технічному семінарі "Удос­

коналення та розвиток оздоблено - зачисної та фінішної обробки 

Деталей" /Вінниця, 1992 р ./ ;  Міжнародній математичній конферен­

ції "Ляпуновські читання" /Харків, 1992 р . / ;  науково - техніч­

ній конференції країн СНД "Контроль та керування в технічних 

системах" /Вінниця,. 1992 р ./ ;  Міжнародній нараді з програму­

вання та математичних методів розв'язування фізичних задач 

/Дубна, 1993 р . / ; Школах - семінарах*які проводив відділ "Проі>- 

рамне забезпечення та розв'язання задач" Інституту кібернети­

ки АН України /Жукін, 1975 - 1991 р. р ./ ;  наукових конференціях 

викладачів Вінницького політехнічного інституту /1985 - 1993 р р ./ .

Дублікентї. Результати дисертації опубліковано у 27 ро­

ботах. За гатеріа/ами дисертації видано навчальний посібник.

Струкгура va обсяг роботи. Дисертація складається із 

вступу, чотирьох глав, висновку і списку літератури, який 

містить 204 найменування. Загальний обсяг дисертації - 215 

сторінок.
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ЗМІСТ РОБОТИ

Вступ у дисертації містить огляд літератури з теорії 

обернених задач і деяких наближених методах іх розв’язання. 

Викладено опис результатів, що виносяться на захист. Обгрун­

товано актуальність, доцільність, практичну та теоретичну 

важливість проведених досліджень.

Глава 1. Математичне моделювання в наукових досліджен­

нях при синтезі коливних систем.

У даній главі наведені конкретні прикладні задачі, ма­

тематичними моделями яких є обернені задачі на власні значення.

У першому параграфі розглядаються причинні та наслідко- 

■ в і характеристики,- пов'язані з прийнятою математичною моделлю 

зображення реального процесу. До причинних характеристик від­

носять коефіцієнти диференціальних рівнянь, крайові та початко­

ві умови,, геометричні характеристики області задания рівнянь, 

а до наслідкових - стан об’ єкта, який досліджують. Це можуть 

бути фізичні поля тієї або іншої природи. Обернена задача трак­

тується як відновлення деяких причинних характеристик за повною 

інформацією про фізичні поля.

У другому параграфі описано математичні моделі оберне­

них ^адач. які виникають У наукових дослідженнях при проекту­

ванні коливних систем. Розглядається виникнення динамічного 

посилення збуджуючої періодичної сили, яка діє на конструкцію. 

Обговорюється питання,коли динамічне посилення робить позитив­

ний та негативний впливи в техніці. Описано важливі прикладніва- 

дачі щодо створення коливних систем, а саме : створення маг­

нітострикційного випромінювача або приймача звуку за заданим 

набором декількох резонансних частот; проектування неоднорідних 

електромагнітних резонаторів за декількома резонансними часто­

тами; проектування лопатки газотурбінного двигуна за наперед 

заданими декількома частотами власних коливань; створення віб- 

розахисної системи, яка працює в антирезонансноцу режимі для 

заданих декількох частот. При оезв’язанні сформульованих за­

дач необхідно розв’язувати обернені задачі на власні значення. 

Тому в третьому та четвертому параграфах наведено деякі влас­
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тивості оберненої задачі Штурма - Ліувілля та оберненої регу­

лярної задачі на власні значення для лінійного диференціально­

го оператора четвертого порядку з відділеними крайовими умо­

вами.

Глава 2. Дослідження одновимірних обернених задач.

У цій главі проведено необхідні теоретичні дослідження 

одновимірних обернених задач у їх природній постановці. Отри­

мані теореми існування формулюються та доводяться таким чином, 

що на їх основі побудовано наближені методи.

Розглянемо задачу на власні значення

-U** f (Z )U  = A U } 0 £ Л / 1/

з крайовими умовами

U(0) U '(0) =  о, /2 /

ilf/) ССИр -h U'(l)dWfi = О} /З /

де Ф(Х) - дійсна неперервна функція.

Ця задача самоспряжена і має дійсні власні значення, 

зростаючу послідовність яких будемо позначати 

Якщо умову /3 /  замінити на нову крайову умову

1/(7) CDitf і U V )j in f =  0 } 4M(fi ~ Х )*0  } / 4 /

то нова задача / 1 / . / 2 / . / 4 /  має спектр 5 f W )  ■ 

Відомо,. що два спектри 5 '  Л(Х)) і S (^,y tCf-(x.)) 

однозначно відновлюють функцію . Цю задачу всебічно
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осліджено у відомих монографіях Б.М.Левітана та В.А.Марченка.

У першому параграфі використовуються спектри: нехай задано 

дійсні числа / V . , / / ,  ( &  < А > / )  і спектр S(U ,p ;fy (x )) =

Ч і * ПеРш* п елементів спектра [Л ], замінимо на 

/Л  -Знову утворену послідовність позначимо - 5(у •••,/''<>,’

ф(Х)) . За припущенням ця послідовність е

спектром, тому вважаємо, що вона строго зростає. Для цього дос­

татньо виконання умови JUn < Лл-ч • -

^  Теорема 2 . 1 . Нехай задано дві послідовності 

(£(!))і 5 (оС,j f (x)) . тоді вони визначають функцію ф(£) 

в оберненій задачі Штурма - Ліувілля і (frfX) є розв'язком 

функціонального рівняння

/5 /

в якому uh №  

В’язок задачі Коші

залежить від Ф(Х) і знаходиться як роз-

/6/

з умовами

Ш!(0) =* -СОІ<А- .

^  обчислюється за формулами



ЇЇ - і Ui ~Кі 1 L 

° L CO(jUi) }

8

- jui$  M tnofe*o, 
Ki , \  < * Ю ‘

і__ , якщо g =0 ,
< (< )

де Ui і Z-і є розв'язками задач

U .ji)= -J inp t

2І(0)=  JU)c£,

І1(0)=~СМс<.,

co (A )  =  cojfi ur(4)+ iv)fluf'(-i)

Б^дэмо розглядати функції, які задовольняють умови ^ (X ) — 

-у (4-Х) • Тоді в класі цих функцій справедливу теореми.

Теорема 2 .2 . Нехай задано послідовність 5 (JJ<t..

$ (XJ) . тоді вона визначає функцію ty(X) в оберненій
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задачі Штурма - Ліувілля і f(X) е розв'язком функціональ­

ного рівняння

p z)=  /7/

де Ufc(X) і (X) визначаються як у теоремі 2.1 , тільки 

Кі = іі$п СО'(Аі)

При розв’язанні оберненої задачі за конкретно заданими 

спектральними даними цими теоремами можна ефективно користува­

тися. Так, досить часто на практиці задаються декілька перших 

елементів спектра і треба побудувати фуркцію (fr(Z) в задачі 

/ 1 / . / 2 / . / 3 /  таким чином, щоб ця задача на початку свого спек­

тра мала задані числа jUn . Очевидно, що така функція

однозначно не визначається, хоя вона і існує. Тому поряд з 

задачею /1 /  - /3 /  будемо розглядати задачу для рівняння

/ а /

з тими ж крайовими умовами / 2 / , / 3 / ,  з відомою функцією (j-(X)

І З ВІДОМИМ спектром ty(Z)) =  [Jijj ,

Якщо побудувати рівняння /5 /  або / 7 / ,  то його точний 

розв'язок у*(Х) і буде шуканою функцією fy(X) , для якої 

задача /1 /  - /3 /  буде мати спектром послідовність

• Таким чином, поставлену мету буде досягнено. 

Вивченню коректності задачі відновлення функції fy(X) 

за спектральними характеристиками присвячено параграф 2. іут 

доводяться теореми.

Теорема 2 .3 . Розв’язок оберненої задачі / 1 /  - /3 / (L(X) 

за спектрами та 5 (aCJ ^ 'f ( x>) ІС*УЄ.
єдиний та малій зміні відповідає мала зміна

розв’язку <L(X) .
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Теорема 2 .4 . Розв'язок оберненої задачі / 1 /  - /З / ($(Х) + 
який задовольняє умові ^(Х)~ ^  (1-Х) , за спектром ?(fJi,—,p n j

cLt-<<• £(Z)J існує, єдиний та малій зміні jU^...tj4n 

відповідав мала зміна fy(X)

У параграфі 3 розглядається обернена задача на власні 

значення для диференціального рівняння четвертого порядку. 

Розглядаємо диференціальний оператор

іи = и п-(р(х)и)'+а(£)ил / 9 /

разон з крайовими умовами

у  ткі и (іЛо)=о} 2_ пкі и (і'0(')=°, 
/гг і-*

/10/

Введемо позначення

йт= [и, и‘ и* и*] ,

У цих позначеннях умови /8 /  матимуть вигляд

ті ■ и (О) -  n-'U(i) = 0 , L=-f,2 . /1 1 /

Для самоспряженої задачі припустимо виконання умов

т:- ь~‘(о)-гпл =ог



їйт- В \і) Лл - о }

ї ї

Ь(Х)-

Ґ (1 )=

0 -Р(£) 0 1

Р(Х) 0 ■4 0

0 -4 0 0

-4 0 0 0

0 0 0 -4

0 0 4 0

0 - 4  0 -р(£)

4 0 рЮ 0

Будемо вивчати оамоспряжену задачу на власні значення

L u = A u  /1 2 /

з крайовими умовами /1 1 /. Ця_задача мав дійсний дискретний 

спектр. Доповнимо вектори та Дг, Лл векторами /7^

та відповідно, так, щоб виконувались умови

det н  (Я,гйхВ Д ;  r= v ,
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Позначимо через t?(X,A)j V fX ^), 4(£>h)} ^(XfA) розв’язок 

рівняння /1 0 / з початковими умовами

тіт- і р м = 4  , що, А)= 4 ,  

nj- q (/,А) =  4  , =  4 ч ,

де - символ Кронекера.

Лема 2 .1 . Власні значення задачі /1 2 / ./1 1 /  е коренями 

характеристичної функції W(A) . яка має вигляд

Ш ) = {Щ (0 ,А )} w  -{П • № Щ - 0 ,

У четвертому параграфі розглядаються три пари задач на 

власні значення:

L u =Au , £ u=a u ,
_  _  _  /1 3 /
m? Що) -  m/u(o)-oj /г}/0(о)-Щ,ти{о)=о;

Lf=juir, Zu-=juiTy
/77,гЩо)= /7 7 /ф ;  =  О ; /7 ^ /0 = /7 5 /- О Д  =  0\

і, и /- У иг. Zur^Vuf, , ,
_  _  _  /1 5 /

/ Я / а д = т ^Ш (о)-о ; тЦиі(о) -  mtroff (о) - о .
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X точці -Г* V всі шість крайових задач мають однакові кра­

йові умови

= її/е> (0=о ,

де замість ©  стоїть U, if, UT .
Оператор Z u  має вигляд

E u = u "-(P(X)U)‘i-Q(X)U . /'Ь/

Позначимо множину власних значень крайових задач /1 3 /  - /1 5 / 

відповідно

Щ ,  Щ  р(х), Ц(Х))

Позначимо через М ,  множину власних функцій крайової _задач і 

/1 3 / ,  які відповідають власним значенням {Аі}~ , a [Ui}~ -

множину власних функцій крайової задачі /1 3 /. які відповідають 

власним значенням {Аі}  . Введемо дві підмножини гільберто- 

вого простору / ,л [0, yj І

$  (ft, я* ; Р(х), Ц(х>)

Щ Л ;р (* Х  

Щ ,  f t  № $ ( 4 = $ Г



А

Ut)= j f (x )U t(x)dx-o , i*A * j  ,
О

H 3 f / € 4 [О ,Ф  ff , 0i) =  J f(X ) Lfi (Х)С/Х-0} іеЛо}  .

о

Визначимо оператор Т: Н+Н  таким чином:

TUi = Ui } і б / I (/loUA = A /).

Справедливі нас туші і леми.

Лема 2 .2 . Для всіх функцій з області визначення опера­

тора L  справедлива тотожн ість

Лема 2 .З» Оператор Т  мав вигляд

т № = і (і ) + ] ц х , ї ) Я №  >

де

* (*> $ =  Z  і(х> * ш л ) - Я ( * л т л уи л ,  W Щ

* $(хА)С(і,А)  + VPAW SA)]  »

V , I, d отримано з функції Гріна б (X,f А) задачі

/Ю / , /9 /

14
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* b(t,MS(x,J)]t z > i ,

W 'U )[- c (iA  W ,* ) - d ( i m * A ] ,* < £ ,

»*S» fV ry / .
а *f; V tCt (Я отримано з функції Гріна задачі L U - A U  з 

умовами/1 1 /.

^  м Припустимо,. ЩО ВСІ елементи спектрів ,

{ Ц  , ІН‘}~, М Г  прості,, тоді справедлиьа теорема. 

Теорема 2 .5 . Нехай для власних значень виконується

вимога

А  =А  ; Ъ я  $ ,

де /V  - множина натуральних чисел,

Л М ,  *€ Л ,  І£Л,

де / .  ■ скінченна підмножина натуральних чисел.

Тоді коефіцієнти диференціальних виразів і  і /, .я к і  

визначаються цйми спектрами,, пов'язані співвідношеннями
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+P '(X )K (X ,X ) - t + P I Z ) * & Q  І  /1 7 /

■* '?=х  /J=.r •

Ці важливі форцули отримано у п'ятому параграфі.

Нехай задано дійсні числа _JUt/ . ..^ п  (№ *■ № „) та 

спектр $(ГП4)Г?>Л ) р(Х), f(X)j- [A j^  . Замінимо в ньому перші п 

елементів на /Л ,.... JUn . отримаємо нову послідовність. 

Вважаємо, що JJ„<AniA .  Отриману послідовність будемо позна­

чати

У параграфі 6 розглядається коректність відновлення 

функцій р(х) та ty(X) за трьома спектрами» Таким чином, буде 

досягнена мета, що після відновлення р(Х) і ^(Х ) задачі /1 2 / ,  

/1 1 /  початком свого спектра будуть мати задані дійсні числ:

Теорема 2 .6 . Розв'язок оберненої задачі /1 2 / , /1 1 /  за 

спектрами 5 (fh, - ft  Щ* ]р(Х), §(Х)\ f(X ))

і 5(Щ ,, ffli'jPfX), Ф(Х)) існує та єдиний.

Теорема 2 .7 . Нехай для власних значень крайових задач 

/1 3 / - /1 5 /  виконується

/ 4 - А ,  ;

ІАі- J j ^ t ,  і е Л .г

для довільного додатнього £ , тоді існує додатне число К
таке» що

I f W - f W j  г /р (х)- р (х)/<  к е  .

Глава 3. Ітераційні методи розв'язання обернених аяпяч 

та іослідження їх збіжності.

Ця глава присвячена побудові наближених розв'язків
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обернених задач другого та четвертого порядків. Розглядаються 

питання побудови послідовностей, які збігаються, на основі 

теорем існування. Встановлюється факторіальна збіжність до 

точних розв'язків. ...

У параграфі 1 розглядається обернена задача для рів­

няння другого^порядку. Припустимо, що fy(Z) та спектральні 

значення відомі. А також задано , для яких

і буде визначено невідому функцію < (̂Х) . Скористуємося функ­

ціональним рівнянням /5 / ,  в яке невідома функція Ц(х) вхо­

дить як в ліву, так і, неявно, в праву частину для визначення 

Ufi (X) . функції у  і (X ) повністю визначаються через $ (*) 

таким чином:

Будуємо ітераційний процес, який реалізується за форму­

иі(х )= т ^  ,

ле

5>П ( f l 'M ) /  П Г/4--ЇІ-
<S- ^ Де
і * 1

лами

п

Ї(* )= І (9 ~ £ -  >̂_ (£ (*)& (х)) ,
сг/

4  до = м [  У/Г(х-г)} Ц (Г)и/і (г) с/г—

-  4in(iprх ) +м*(. мг(Ум'х), /1 8 /

5 = 4,* ,—  номер ітерації,

і Л Н Б ім. В. Стефаника 
АН України
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де ії(х) початкове наближення вибирається як розв’язок задачі 

/7 / .  колі f(X )=  <fe(X )=  f(JC).

ї другому параграфі проведено дослідження ітераційного 

процесу.

Теорема 3 .1 . Послідовність функцій fy(X) рівномірно 

вбігається до точного розв’язку оберненої задачі fy*(X), і має 

місце оцінка

1 параграфі 3 запропоновано ітераційний процео для виз­

начення невідомих коефіцієнтів р(х) і ф(х) в оберненій зада­

чі для рівняння четвертого порядку ,  який реалізується за 

формулами

ПеЛо

Р(Х) - р(х) +  if ї ї& Х Ї  t f (x )+ t (x ),

Ч(Х, Ц  = j[ft z ) Щ г,Ц '-^tt) 4>(t,А„) (/A  f t ; (х-г) -
О

- М  Утг(z-t))cft + Cn,i/>tfc X  1-СЛІ c/?fc!7 X  -г /1 9 /

+ спі din 'ffc  x  + cm c(M fJ E  x ,

X

Ф(х, А) = ] [  p 4(t) p ft ,  K ) ' -  f ( t )  V fcxo ] ( r i  Ї Ї  (x -r)-
о

-iin'fTT'fx-t})dt + dni ih Y lZx  +dM chYZ x  *■



+dni ііл т ГХ? Хч-dn,, сси х  .
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5

Теорема 3 .2 . Послідовності функцій Р(Х) , $(■%) 

збігаються у рівномірній метриці до точного розв'язку обер­

неної крайової задачі р*(і) , і мають місце оцінки

Для розв'язку оберненої задачі Штурма - Ліувілля 

/1 1 /  - /1 3 / за допомогою ітераційного методу /1 8 / необхідно 

обчислювати функції $і(Х) . які будуються за заданою функ­

цією £(х) . У деяких випадках цю функцію можна виписати

у явному вигляді, наприклад» коли ^(Х)~  conit.

Нехай &(Ґ) з  0 , тоді при крайових умовах U(o)-U(i)-0
спектр \  =ІІ)Г1 = та

*iL
* 5/  ’

j: = _ М Ш *) , 
/лГ



При крайових умовах U ‘(0) = U'(-f)= О спектр

S - f V  - л ) /  П  ( w - y - ' W  >
№  ■ /х<

и > (^  =  і/Гі juii/T , , 

я { = m f j u T z ,

Й  = №4(1p ? X - 1J k ) b

При умові U(0) = U '(0)=0 спектр f t =

l*L
o b ( J i i )  =  - c o d i j u i ,

з  _  М ІР ІХ

2i- W  '
Ul = -COi(1JuX-1/Ti)}

g .= £ L
■ м ф  ■
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У чегверт'жу параграфі проведено чисельні експерименти 

по розв’язанні» обернених задач запропонованими наближеними ме­

тодами»
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Глава 4. Чисельне розв'язання прикладних задач.

У цій главі розв'язано конкретні прикладні задачі 

синтезу електромагнітних резонаторів; синтезу випромінювачів 

та приймачів звуку; проектування магнітостр кційних збуд­

жувачів коливань; проектування віброзахисної системи; проек­

тування лопатки газотурбінного двигуна.

У параграфі 1 розглядається задача відновлення площі 

поперечного перерізу стержня заданої довжини за його декіль­

кома частотами вільних повздовжн.іх коливань. Задача зводиться 

до визначення функції F(X) за заданими декількома значеннями 

К і в оберненій задачі на власні значення для звичайного

диференціального рівняння другого порядку

~dx [ Й ~ ]  +  °  > /20/

з одшю із крайових умов, які характеризують закріплення 

кінців стержня:

у(0)=у(Є )=0, /21/

/ 22/

у(°)~ У'№)~ о > /23 /

де у (х ) - форма власних коливань.

Після заміни U=1F у. , Т- -Jf- задача буде мати вигляд

- ^ f(t)U (t) =A*U(Z) , О б їй '/  ,  /2 4 /



а крайові умови /2 1 / - /2 3 / свого вигляду не міняють, тобто

22

Uf0)= U(1) = 0 ,

9

и'(о)= и ч^ -о , 

и(о)=и '(у)= о ,

де

А 1=Є*кх , F ( x ) = & x(t ),

а 9(V) знаходиться як розв'язок рівняння

6 "(V) - ^ /Г )0ft)- 0 . /25/

Для виділення єдиності розв’язку рівняння /2 5 / користуються 

умовами

в(0) = *С }

$(o)-U ,t 0{<)=ft ,

де и=и4-1/Г(о) г а Д  = tF (l).
Виконання цих умов забезпечує бажані площі поперечного перері­

зу на кінцях. •

У параграфі 2 ілюструються запропоновані методи на 

розв'язання задачі відновлення площі поперечного перерізу 

стержня заданої довжини за Його власними частотами поперечних 

коливань. Поперечні коливання однорідного стержня змінного
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перерізу описуються таким рівнянням;

/2 6 /

де р  - щільність матеріалу. £  - модуль пружності, F  -

площа поперечного перерізу стержня, J  - момент інерції 

поперечного перерізу відносно осі, яка проходить через центр 

ваги перерізу,. СО - частота власних коливань»

Припустимо, що поперечний переріз е круг. В цьому поши­

реному випадку рівняння коливань має вигляд

При проектуванні лопатки газотурбінного двигуна розглядають

/2 7 /

де

А=чтоЕ *со*.

Рівняння /2 7 / заміною змінної і функції

rF
&

U(t) ,

О

приводиться до вигляду

/28 /

причому функція F(z) відновлюється за коефіцієнтам p(t) 

№ )■
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крайові умовк

ЩО)= и'(о) =  и "(і) =  и У ) = о.

У параграфі 3 розглядається проектування резонаторів, 

які мають задані робочі частоти о?Л . Задача зводиться

до знаходження хвильового опору \J(z) • який задовольняє

умовам

=  /2 9 /

ft = (  w / i  VJf -  (Ы/Jt W) ' /30/

f H * ( W / J  w f + ( V I / Щ \  /3 2 /

У параграфі 4 розглянуто алгоритм відновлення диферен­

ціального рівняння другого порядку з частинними похідними за 

частково заданим спектром. Ця задача пов’язана з проектуванням 

мембрани постійної товщини, яка знаходиться на пружній основі. 

Нехай у прямокутнику (1*10,0-) і (0 ,6) з границею L задано

рівняння

’ 0  +  Ш ,»)и (Х 4 )= Л и іХ ,у ) /3 3 /

і крайові умов*

щх,ф)=0. /3 4 /
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Необхідно за заданими числами £<, Kt ) KN визначити функцію 

V(x,y), таку, щоб задача на власні значення-у своєму спектрі 

мала ці числа, функція V(X,y) характеризує пружне середовище, 

тобто задача полягає у синтезі пружного середовища. Відокрем­

лення змінних можна досягнути, зробив такі припущення;

При цьому

-  и/(Х) і■ (x)U< (X) =JUJ< (X), /35 /

Ui(0)* Ui(0~)~0 , /36 /

- и? ( ф (y)s /37/

Ux(0)=Uj(t)=0,  /38 /

причому

/39 /

де - спектр задачі /3 5 / ,/3 6 / ,  а М  - спектр задачі

/3 7 / , /3 8 / .

дня розв'язання оберненої задачі /3 3 / , /3 4 /  необхідно 

потрібним чином, що складає особливі труднощі, задати послі­

довності та {рі}~, за якими побудувати функції <f,(X) і

фл(Х) в одновимірних задачах на власні значення.

При розв'язанні наведених конкретних прикладних задач
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розв'язувалися наближено обернені задачі на власні значення.

У кожному параграфі наведено результати чисельного розв'язання 

задач. Результати чисельних експериментів підтвердили доціль­

ність розроблених математичних моделей у наукових дослідженнях.

ОСНОВНІ РЕЗУЛЬТАТИ РОБОТИ

Створено та досліджено математичні моделі прикладних за­

дач, які описуютьоя одновимірними оберненими задачами на влас­

ні значення. Розроблено наближений метод розв’язання обернених 

задач на власні значення для звичайних диференціальних рівнянь 

другого порядку з відділеними крайовими умовами за двома спек­

трами. Метод базується на порівнянні заданого спектра та шу­

каного коефіцієнта рівняння з відомими спектрами та коефіцієн­

том іншої, вже розв'язаної задачі на власні значення. Отримано 

функціональне рівняння, розв’язок якого збігається з розв’язком 

оберненої задачі Штурма - Ліувілля. Доведено існування одного 

диференціального оператора четвертого порядку при умові існу­

вання іншого,, спектри яких відрізняються на скінченній сукуп­

ності індексів, одержано формули, які зв’ язують коефіцієнти 

операторів. Досліджено стійкість розв’язків до малих змін 

скінченної кількості елементів спектра.

На основі теорем існування побудовано і досліджено іте- 

раДійні процеси розв’язання оберненої задачі Штурма - Ліувілля 

та оберненої задачі для диференціального рівняння четвертого 

порядку. Встановлено факторіальну збіжність. Проведено експе­

риментальне дослідження розроблених чисельних методів при роз­

в’язанні модельних задач, що дозволяє зробити висновок про ви­

соку працездатність запропонованих алгоритмів для розв’язання 

широкого класу обернених задач.

Розроблено математичні моделі і чисельні методи розв’я­

зання конкретних прикладних задач:

- проектування вібратора в магнітострикційному збуджу­

вачі коливань, який має декілька наперед заданих робочих час­

те.;

- проектування робочої лопатки газотурбінного двигуна
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при повздовжніх та поперечних власних коливаннях за декілько­

ма заданими частотами ;

- синтез неоднорідних електромагнітних резонаторів за 

заданим розподілом декількох резонансних частот ;

- проектування віброзахисних систем за заданими власни­

ми частотами за допомогою вибору параметрів віброізоляції.
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