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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Мтуальністьлв**?.Дисертація присвячена дослідженню крайових 

задач дифракції в деяких областях Із нескінчеш-ми границями. 

Розв'язання цих задач становить значний теоретичний інтерес 

1 мав велике прикладне значення. У важливому випадку уста­

лених коливних процесів тчкі задачі безпосередньо зводяться 

до відповідних крайових задач для рівняння Гельмгольца. Це 

рівняння е після рівняння Лапласа найпростішим 1 разом з тим 

найбільш важливим рівнянням математично! фізики.

Зусиллями ЗоммерФельда, В.Д.Купрадзе, І.Н.Векуа, А.Н.Ти­

хонова, Вейля, Вернера та 1н. побудована закінчена теорія 

крайових задач для рівняння Гельмгольца у необмежених облас­

тях із компактними границями (зовнішних крайових задач).

Д.М.Єйдус, А.Я.Повзнэр, Б.Р.Вайнберг, Като, В.Б.Грушин,

В.А. Юрченко, Є.Я. Хруслов, О.А. Ладиженська та іи. розгляда­

ли тєїєоя у таких областях крайові задачі для "'льи загаль­

ної еліптичних диференціальних операторів.

.ііоойіджєння крайових задач Із некомпактними границями в 

пр?! ютово більш складними. Тут Існує лише ряд окрwent резуль­

татів. До цієї тематики віднос̂ься роботи О.Г. Сй?®н1к&ва 

(шар між двома паралельними площинами 1 нескінче нна цаліядр). 
Джоунса, Редліха 1 Д.М.Ейдуса( випадок, коли нескінченна 

частина області в циліндром), А.С.Ільїнського, Ю.В.Шестопалова,

А.М.Тихонова, А.0.Самарського, А,Г. Рамма те 1н. Цикл робіт у 

цьому напрямку виконаний німецькими математиками Вернером . 

Моргенройтером.
Враховуючи сказане вище, велике значення набував завдання 

побудови теорії крайових задач дифракції у вар!,клині та 

плоскій кутовій області, які, KptM суто теоретичного інтересу, 

мають важливе застосування в прикладних задачах гідроакустика 

1 електродинаміки. і

Метаробота. Побудова закінченної теорії крайових задач 

дирекції у шарі, клині та плоскій кутовій області.



ивтодика дослІдаоння, В роботі використані метода теорії 

інтегральних рівнянь, спектральної теорії операторів, теорії 

спеціальних функцій, а також методи загальної теорії рівнянь з 

частинними похідними та асимптотичні методи аналізу.

Наукова̂ноЕИЗЯд. В роботі одержані наступні основні 

результати «

- вивчена структура спектрів крайових задач дифракції у шарі , 

в клині та плоскій кутовій області»

- доведені теореми існування та вдиності розв'язків крайових 

задач дифракції в названих областях і обгрунтовані принципи 

граничного яоглинання}

- розвинута теорія потенціалу, ва допомогою якої вказані 

’файові зь ічі зведені до інтегральних рівнянь фредгольмаї 

доведено Існування та єдиність розв'язку останніх.

Теоретична_і_практачна_значімість. Теоретична значимість 

рсоти полягає в побудові закінченої математичної теорії дифра­

кції в шарі, в клині та плоскій кутовій області. Конструктивний 

характер використовуваних методів дозволяє на базі одержаних 

результатів досить просто будувати ефективні алгоритми розв’ 

язування складних прикладних задач гідроакустики і електро­

динаміки.

Апробація роботи. Результати дисертації неодноразово 

оповідались 1 обговорювались на семінарах фізичного факультету 

ЧДУ(наук. кер. О.Г.Свешніков і А.С.ІльїнськиЙ), факультету 

обчислювальної математики і кібернетики МДУ (наук. кер. 

Ю.В.Шестопалов), на семінарі Математичного відділення 

Фізико-технічного інституту низьких температур̂ (м.Харків, 

наук.кер. Є.Я.Хруслов), на семінарі Інституту прикладних 

проблем механіки і математики АН України (м.Львів, наук. кер. 

М.М.Войтович), на семінарах інституту математики АН України 

(наукові керівники М.Л. Горбачук, В.К.Дзядик, Ї.О.Луковський,

С.0.Митропольський), Міжвузівському науковому семінарі "Крайо­

ві задачі математичної фізики" (м.Ки*р, наук.кер. Н.О.ВІрченко), 

т семінарі факультет* кібернетики R h W H m i ’O j n l ^ r n w f y
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з

(наук. кар. Б. М. Бублик і О, Г. Наконечний ) на Всесоюзній 

конференції "Численные метода в современных волновых задачах 

акустики" (м.Москва, 1988, *ку сипний інотатут), на XX 

Далекосхідній математичній вколі-оемінарі а проблем 

математичного моделювання 1 чисельного аналізу (м. Находка, 

1992), на Республіканських науково-технічних конференціях 

"Интегральные уравнения в прикладном моделировании" ( м. Київ, 

1983, 1986), на Всесоюзній науково-технічній конференції "Акту 

алыше проблемы моделирования и управления системами с распре­

деленными параметрами" (м.Одос„, 1967).

Публікації. По темі даоертац ї опубліковано 14 робіт, 

вписок яких наведений в кінці автореферату.

Структура і об'ем роботи.Робота складається із вступу, 

трьох глав і списку цитованої літературі. Об'єм роботи 223 сто­

рінки машинопису.

ОГЛЯД ЗМІСТУ*ДИСЕРТАЦІЇ

В першій главі вивчаються крайоьі задачі, л ■ виникають »ри 

дослідженні дифракції акустичних хвиль на перешкоді, яка 

міотитьоя усередині шару “Між двома паралельними площинами.

Постановка задач. Введемо в - циліндричну систему 

координат Р,ф,2 .Нехай П*»С(г,ф,2 ) е йя| г>0, о < (р < ги, 

-Н<*<0}-ивр між двома паралельними площинами Sj: = {(г,ф,з) е Я3 
|rK3,0«peit,z=0) і 8і і= Кг.ф.г) £ Я“| ггЮ, 0 s: <р < ?к, г= Пі, 

D-обмежена відкрита область з границею 0D, яка складається із 

скінченного числа неперетинних замкнених поверхонь, класу С4, 

така, що Бс о і область П\5 зв'язне. Покладемо Пв:={(г,ф,а) е U| 

о̂г<Я) ігрямий круговий циліндр радіуса R t висоти h, причому А 

вибрано так, що має місце включення Be пж,

Овиач§ння.Через й позначимо лінійний простір коютлвксноана- 

чних функцій и е 0*(ОЧб̂)ПО1 (<T..ff)fK3ffi\r>>< для пнях у бул? якій 

точці F ( йй tefiyp ріР! мірна по Г грйиипч



du(P)/Ov >?{я (v.grad u(p*hv)), (I)
F h-~>b F F 

h>t

4

ДЄ ? - одиничне 80Г ЧІИНЯ нормаль ДО flD В ТОЧЦІ Р.

Оддвзвщя-
Черев *' повначямо клас функція u « 0* <П\1 )ПС‘(П\ ,П0(П\Т)).

Задач» 1-І. Знайти функція u ( я', по задовольняв в 0\Ь
рівняння Гельмгольца

АіИГ,ф,*)+ И*и(г,(р,ж) -  о, Ги к » 0, (2)

А ’ F %*(r &»>* F** ^  * %Г •

граничні умови

и| -  о ,  (3)

0и/в!'|я » 0, (4)

“І®7 Л ,8, •

де / - задана неперервна Функція на 3D, умову обмекеностt u = 0 d ) 

і) П\Б 1 при fc> x/2h парціальні умови випромінювання Свеинікова 

ча нескінченності:

ujr.tp) - 0 {г"'1), г —•>«' , (6)

Oum (r,<p)/Qr - tnwum (r,<p) « о (г"1'*), г — >», (7)

я -  0 . 1 , . . . ,  р  -  Е(>ЛЛс-1/2),

рівномірно по Ф , де it (г,ф>- коефіцієнти Фур’е розкладу функ-



Б

ці! «

и(Г.ф.Іі) -  у ил (Г,ф)ШІП(ТІяЖ)
!і>аЬ t

по повній в I^l-h.O) системі { аіп^г) } * 0 при r > R0 ,

7ж-(2*И )*/2Л, цт« /"М*-7* (вітка кореня виОиравтьоя так, 

щоб Ія Ц„>0| якщо їм то Не цт> 0), Е(х)~ ціла частина

дійсного числа х .

Задача 8.1. Знайти функцій u е Я , що задовольняє (2)-( 4 ) ,  

(6 ),(7) і граничну умову

Oii/Ov на 0D, (8)

да g - задана неперервна функція на 3D.

Задача .І., Знайти функцію u { W  , що задовольняє (2)-(4), 

(6 ),(7) і грани иу умову

вк/Ov + Мі = g на 3D, (9)

де К і g - задані неперервні функції на dD.

З фізичної точки вору функція u(r,<f,z) мае смиол 

потенціалу вшидкостей в задачах дифракції звуку на обмеженому 

тілі D, яке міститься у хвилеводі 0 ( в усталеному режимі). При 

цьому к‘ » ш(тІу)/о*~ хвильове число, К « £рх(<і»І7 ), де и>- час­
тота, р - щільність середовище, що заповнює облаем і, .0, с- ввид 
кість розповсюдження звуку, 7 - коефіцієнт поглинання, х - акус­
тичний Імпеданс перешкода D. Задания величини u не межі dD перэ- 

ютоди відповідає заданию тиску акустичної хвилі. Аналогічно ,за 

дання нормальної похідної u на границі відповідав заданию нор - 

кальної компоненти швидкості хвилі. Крайсві умови v3) ЇМ) вира­

жають той факт, що поверхня St шару 0 акустично м’яка , а поверх­
ня St акустично тверда. Умова обмеженносп розв'язку І умови 

йиіірочінювотчч (б) і (7) ви̂лючаютть хвилі, які приходять ів тг- 

HijflWffliDM't і рПЯГЛЛ.Я8г Ы'Ч ТЧИЧьЬМіЙ пг я̂с, ®о залежить ВІЧ'



в

часу по закону exp (-twt) ).

Формулювання основних результатів. Більш детально зупини­

мось на основних ідеях і результатах розв'язання задачі І.І 

(результати, що стосуються задач 2.1, 3.1, аналогічні). Дос­

лідження проводяться а наступним планом. Спочатку вивчається 

структура спектра оператора, цо відповідає крайс ЛЯ задачі І.І 

і на цій основі встановлюються теореми единості. Далі з викорис­

танням функції Гріші вк(Й,Р) для шару 0 вводяться поте­

нціали простого 1 подвійного вару, за допомогою яких розв'язу­
вання початково! крайової задачі зводиться до розв'язання деяких 

Інтегральних рівнянь Фредгольма на границі дії області В. Знай­

дені умови існування розв'язку задачі І.І І відповідних їй інте- 

іральннх р інянь.

Позначимо черев А самоспряиений оператор, аадвний рівністю 

Au «= -Аи з областю визначення

D(A) - {u < »'*’( 0\D)|-Au d t(( П\Ъ), Uj 0, 0и/Л>)„ - 0),

де оператор -А слід розуміти у сенсі теорії розподілу, 

ч| ^  і Ou/dvje - сліди функції та її нормальної по­

хідної відповідно на SiU 3D 1 Se. Через (Ґ1’(G) позначений про 
стір функцій, які мають в області G квадратично інтегровні уза­

гальнені ПОХІДНІ до порядку І включно.

В $ 4 доведено такий результат (тут і далі до номерів тверд­

нень додається номер глави).

Теорема 1.4.4. Спектр оператора А, розташований на додатній 

півосі (0,®). Частта спектра, яка розташована ліворуч точки 

7*, дискретна, тобто складається із скінченного числа власних 

значень скінченної кратності. Частина спектра, що розташована на 

к.жному з інтервалів с£, •£), ( т£, ”£)-.., неперервна в усіх 

точках цих інтервалів з можливим виключенням на будь-якому з них 

скінченного числа власних значень скінченної кратності.

Накладемо тепер на область В деякі додаткові обмеження. На 

звемо область В с п правильною, якщо для будь-якої точки Р «ГО . 

виконується нерівність соя ( 5,г)<п , де V  - внутрішня по відно- 

mwrri по В одиничне нормедь до ят> в точці Т(т,у,?.) , г- (х,у,0)~

і



проекція радіуоа-вектора точки Р на площину z=0, ( т5,г) - кут

між векторами v f г* . Прикладами правильних областей можуть слу­

жити сфера, еліпсоїд, опуклі п верхні обертання та 1н. У цьому 

частинному випадку попередній результат уточнюється.

Теорема І.б.6 . Нехай D - правильне область. Тоді оператор А 

не має власних значень.

Аналогічний результат для правильних областей незалежно ін­

ше* способом одержано Вернером ( у Вернера гранична умова нп 5г: 

и-0).

Позначимо через А множину всіх точо̂ неперервності спектра­

льної функції оператора А , які не співпадають з жодною із точок 

7J, ft“0 ,1... .Із теореми 1.4.4 вишиває, що множина А складається 

Із об’єднання Інтервалів (-«, т£), (т£, т£), ( 7J, т£), ... з мож 

ливим виключенням на будь-якому з них скінченного числа точок - 

власних значень оператора А .

Теорема 1,5,2. Нехай кш і А . Тоді крайова задача І,І має 

не більше о,т ого розв'язку.

JtegpeMa 1.5.5,. Нехай D - правильна область. Тоді твердження 

теореми 1.5. має місце при всіх додатних значеннях k , які не 

співпадають з жодним з чисел 7 , р=0 ,1,... ,

У випадку комплексних значень хвильового числа k мав місце 

наступний результат.

Нехай Іт й>0. Тоді крайові задачі 1.1, і 2.1 

мають не більше одного розв'язку. Задача 3.1 має не більше одні о 

розв'язку, якщо Гія (£\)?0 на до.

Далі, опираючись на теореми здатності І.В.2, 1.6.5 1 1.2.2 1 

використовуючи апарат інтегральних рівнянь, досідекеия розв'язність 

крайових задач. З цією метою у розглядуваному вил дну будуються 

теорія потенціала.

Покладемо

&0

И, Р ( 0 , И ? Р, ' (ТО)

t I * , ®
да »n ft.)- #pv»ifrt Г“,гчмя додогб -рояг.аво в еквівалентній Фоші



s

a a .  4/4
<J?[Ги+r- -fty,C08f(pu -Ф, >+ (»u-§^Snhf 1

n»-«>

1

П* j • (Ю )

І ' ' ^ + г І - ^ г и г г с о д (ір м ч р г  Н Г г и + г„~ 2 п їі.1 *  ]

Иахай задані функції ф ,у е G (3D), тоді Функцію

t >(*) - J<5t (*,P) ф(Р> dK„ І(П  \М>

ОТ)

(II)

будемо наривати потенціалом простого шару з .Ільністю ф, в фунт' 

цію

потенціалом подвійного шару з щільністю <р.

Потенціали (II) 1 (ІЗ) задовольняють в області П \ ї> рі­

вняння (2), крайові умови (3), (4), умови обмеженосИ в О \ Б
1 умови Свеинікова (в), ,(7) 1 мають звичайні граничні 

гляотивості гармонічних потенціалів.

Визначимо в С(ЛП) Інтегральні оператори К 1 S за формулами

U (JT)-f --------------  ф (P> d S , If € n  \i5D,
J 9v. *

00 '

вОк(*,Р)

(12)

*ф(І)«= g f ------------  ф(Р) d S  If € 0D,
J t o  ’

TO r

OGk(M,P)

<?<(><#) - ?,Jrtk (f,P) ip(P) <кг м t то .

ер



*

•
Ів використанням властивосте» потенціалів простого і подвійного 
■ару встановлені результати про зведення крайових задач 

До інтегральних рівнянь Фредго ьма. Сформулюємо деякі з  них. 
тидртзаиия і.е.І. Лінійна комбінація потенціалів

{ ( OG.(M.P) 1
U ( D  = j  I ------*--------------IT) < \ ( l f , F )  ф (Р )  d S ,  > (  (  Г \  Я,

3D r

простого і  подвійного шару з  неперервною щ ільністю  ф е р о з в 'я з ­

ком зад ач і І.І в 0 \  в , якщо ф в р о зв 'язк о м  інтегрального  ptB

няння

ф + Яф - = 2 /  . (18)

Теорома І .6 ^ 2 . Нехай т] ? 0  t нехай i f e  А ;то д і ін т е ­
гральне рівняння ( ІЗ )  для крайової зад ач і І . І  однозначно р о з в 'я з ­
не при б уд ь-як ій  правій  частині /  і С (ді<).

І з  твердження І . 6 .1  і теорем 1 . 6 ,2  і  1 . 6 .2  безпосередньо 
вишшвае наступний р езу л ьтат .

Теорема 1 .6 ,3 , Нехай А . Тоді крайова задача І . 6 .1  одно 
значно р о зв 'я зн а  .

Теорема_1.6х4 . Нехай D -  правильна область . Тоді твердження 
теореми 1 . 6 .2  в ірн е при в с іх  значеннях ft, що не співпадають з  код 
ним і з  чисел 7  , р»0 , і , 2 , . . .  .

І з  твердження І . 6 .1  і теорем 1 .5 .5  t  ,6 .4  випливає 
такий р езу л ьтат .

Теорема 1 .6 .5 .  Нехай D -  правильна область. Тоді твердження 
теореми 1 .6 .3  вірне при в с іх  значеннях к, що не співпадають з жод 
ним і з  чисел 7  , р=0 , 1 , 2 , . . ,  .

Відзначимо, що якщо відомі власні значення «и,'2, .. 

(0<\1<А,1$ . . . ,  %,у— >®, k— >« ) наступної внутрішньої ааяачі Найма • 

на!  4-
*

hit 4 Хч = 0 Я Г , "  (т 4)



то

du/dv = 0  ИВ 3D, U ( Я (D) (15)

(через Я (D) позначено лінійний простір коштлеконозначюа фун­

кцій u < C*(D)nO(ff), для яких нормальна похідна на межі області 

В Існує в тому розуміпі, цо границя (І), в якій одинична вну 

трійня по відноиенню до області D нормаль в точц. Р е 6D, існує 

рівномірно на 5D), то можна отримати більш просте, ніж (Я), одао- 

8Н8ЧН0 розв'язне 1нтеіральне рівняння для крайової L-дачі 1.1. З 
цією метою розв'язок задачі І.І шукається у вигляді потенціалу по­

двійного вару (12).Тоді функція и(І), цо визначається цим співві­

дношенням,в розв'вявком задачі І.І при умові, цо ціль­

ність ф в розв'явком інтегрального рівняння

ф + Яф » 2/. - (їв)

_|еове«й_1А6.8. Нехай tft А і не в власним значенням внутрі­

шньої задачі Неймана (14), (16). Тоді інтеграліче рівняння (16) 

для крайової задачі І.І має єдиний розв'язок при будь-якій пра­

вій астині / ( С(9В).

Для равильних областей D цей результат допускав уточнення. 

Тедрвма_1.6*9. Нехай D - правильна область. Тоді при будь- 

якому додатному к, яке не співпадає з жодним із чисел і , р=0,і, 

,... 1 такому, що й*не є власним значенням внутрішньої задачі Не­

ймана (14), (16), інтегральне рівняння (16) має єдиний розв'язок 

при будь-якій правій частині / t 0(flT>)\

Результати, аналогічні теоремам 1.6.3 1 1.6.8, мають місце та 

кож у випадку, коли Ги й>0 (дав. теорему 3.10 і наслідок 3.7).

Інтегральні рівняння для крайової задачі І.І, спряжені до 

рівнянь (16) І (ІЗ), можуть бути одержані також, виходячи з інтег­

рального представлення розв'язку, яке установлюється в наступному 

тв рджеииі.

_Твєрджеяня_1,6Л0Л Нехай u ( Я в розв'язком рівняння Гельм­

гольца .2) в П\В , який обмежений у цій області і задовольняє 
граничні умови (3). (4) і умови випромінювання (6 ), (7). Тоді



ІІ

И Овк (й ,Р )  Ou(P) ) Г о,
u(P)_ J l ------------- ---------  0„ (» ,P ) l  dS,= j

Ovr Ov / ( u(

0, *€D,

u(Jlf), M( n\5.

Аналогічний результат мав місце у випадку In ft >0.

У важливому частинному випадку, коли «3D в поверхнею оберт» 

ння деякого контура навколо осі OZ, розв'язування одержанні 1н- 

тегрельнюс рівнянь з води Ті. ся до послідовного розв'язання однови 

мірних інтегральних рівнянь відносно гармонік ряду Фур'е по куто 

вій координаті шуканих щільностей потенціалів простого або подві 
йного шару (дав. § 8).

Зазначимо, що ще одним способом вилучання розв'язку у випа­

дку Ги ft * 0 е принцип граничного поглинання.

_Теорема_1/7Л (принцип граничного поглинання). Неіай й*€ А. 

Тоді розв'язок іі£ рівняння

що задовольняє граничні умови (З)-(Б), умову и£ - 0(1) в 0\б 

при С— >+0 прямує до розв'язку u задачі І.І в такому розумінні» 

ие — >и в будь-якій області Пр\І> в метриці простору IT'1 ’ (Op\D)i 

Xlf. — > U  В будь-якій скінченній сіиутріюній підобласті Ы ІЗ 0 \ D  

в метриці (?'*’(«). Крім того.и̂ — >u рівномірно в будь-якій 

внутрішній підобласті 0\5.

Для правильних областей має місце таке уточнення поперед­

нього результату.

Теорема!,7^2. Нехай D - правильна область. Тоді твердження 

теореми І.7.1 вірне при всіх додатних значеннях ft, що не співпа­

дають з жодним із чисел 7^, р=0,1,2,... .

На закінчення відмітимо, що дослідження першої глави мають 

конструктивний характер, так що на їх базі можлива побудова еле­

ктивних чисельних алгоритмів ( один такий приклад - прискореі. .я 

збіжності ряду (10у’), таке, що його заливок в 0{п~т) і ґ  € ЛГ(дав. 

Формули (9.9), (9.10)); другий приклад- застосування ефективного 

апроксимпційно-ітеративного методу , який був запропонований

В.К.Дзядиком, до розв'язувала вказаних вище t ftp гральних рівнянь

Auf + (ft* ♦ IC)UC - О ( С>0 )



У другій главі розглядаються граничні задачі, які описують 

дифракцію акустичних хвиль на перешкодах, що розташовані усереда 
ні трьохвимірного клину. Цей випадок відрізняється від випадку 

розглянутого у попередній главі наявністю ребра на границі обла­

сті та виглядом умови випромінювання. Зазначимо, що в ряді ва* 

тьуа гідроакустичних задач клин моделью прибережну зону океану. 

Постановка задач. Введемо в R* сферичну систему координат г , 
І позначимо через £M <r,e,q>)e й*(г>п , 0<9ся, 0«р<Ф } клин з 

кутом розхилу Ф, 0<#<2*і його границю позначимо через ай . Нехай 
P-обмежена відкрита область з границе» дЬ, яка складається із 
скінченного числа непвретиннг замкнених поверхонь класу О2 ,
-рркь, що Dc (і і область П\5 зв ’язна. Через Я позначиш лінійний 
' ост ір  ком^лекснозначних функцій u і 0* (П\5)П0(СТМ)), які мають 
на ЙВ правильну нормальну похідну (див. ( І ) )

За$ача_1.2, Визичити функцію u е СІ (0\6)ПС(П\П)І яка з  а до 
иольняе в ПЧб рівняння Гельмгольца

12

умову обмеженості ы=0(1) в 1>\D при Іт к > 0 ,а  у випадку, коли 
іт к « 0  -  умову випромінювання Зоммерфельда на нескінченності

0и(ґ,в,ір)/дг - tku(r,e,qі) = о ( Г ' * ) ,  г  — >«, (18)

рівномірно по в і ф, умову на ребрі

f ru f1 t igral uf]d7 < то (19)

one 

і гр аш ч и і умови

uj * 0 , (20)
'dfi

u| - /  . - т.)

&a(r,9,<f>) + k*u( ґ,в,(р) - 0 , Іт  k & 0, (If)



ІЗ

Тут А-оператор Лапласа в сферичних координатах, k*conat - хвильо­

ве число, / - задана неперервна функція на 3D» й - деякий окіл 
довільної точки ребра клину.

Задача 2.2. Визначити функцію u ( Я, що задовольняє (І7;-м?п;

1 граничну умову

3tt/3v| - g , <22}
'3D

де g - задана неперервна функція на 3D (тут і далі v - одиничня 

нормаль до 3D , яка направлена поза областю В).

Задача 3.2. Визначити Функцію а ( Я, що задовольняє (17)-<201 
і граничну умову

(3u/3v + Xu)І - g ,
'3D

де g і А. - задані неперервні функції на 3D.

Істотою роль в винладаємій теорії грає функція, яка визннч» 

на співвідношенням

00 ж»

Gk (Jf.ff) eln(jm<pM )atn(yn<pN ) £ f2(n+7in)+DT(n+2riii+l)(n!) «
IW>I n*C> #

-7 -7 ct>
F " (coa 9M ) P ” (cos 4M )J (Kr,) h (ftr,), (23>
nt7 ntT m m'm 'm

v
де M = (''„.̂ .Фи) (11 . Ї '  <гн'0н*(Рм) € О , К ti If, Рц<т) - при­

єднані функції Лежандра, (̂т)-сферичні функції Бесселя ' <д)- 

' сферичні функції Гаякеля першого роду, 7w« rnic/Ф, гл= mcu{rM ,rK),

г =■ яі«п{гм ,rN }.

Введемо потенціали простого і подвійного шару. Нехай загині



функції ф t Ф £ С (3D); тоді функцію

и(Ю - Jok (ІГ.ЛГ) Ф(N) <ЕЫ, М і 0\б,

оь

14

(24)

будемо називати потенціалом простого шару з щільністю <р, а функ­

цію

- потенціалом подвійного шару з щільністю <j>(Jf).

Функції (24) і і<35) задовольняють рівняння (17) і граничну

умову (20),

тенціали простого і подвійного шару, які визначаються співвід- 

новеннями (24) 1 (25) відповідно , задовольняють умову випромі­

нювання Зсшэрфельдэ (18) t умову на ребрі (19). Мають місце тэ 

ко* асимптотичні оцінки

рівномірно ПО 0<9И« ,  0<фм<Ф ,

Для формулювання теорем існування введемо деякі Інтегральні 

оператори t в̂ведемо результати про зв'язок розв'язків 

задач 1.2 - 3.2 t відповідних їм інтегральних рівяянь.

Нехай К, Ґ , S і С'вП)— > C(o'D) оттереторк виду 

0GJ.M, Ш)

ЇГф(#)* 21-------—  ф(ІГ) dP
J  ; і н і

т> *

------- ф<*) or , М і 0\Б,
J ev

N

0Gk(»,»)

(25)

Теорема 2.2.1. Функції вк(М,Н) , , N t 6Т> і по-

eOy(t,H)
_ _ _ _ _ _ _  »  0(г"‘ ), г —■>»,

Ч  .
Ок(М,Ю - 0(г'*),
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*■>(!)- zj

«С

— ----- (p(JT) <® t e 00,
Ovu •

scp(*) - 2jot (i,ir ф(̂ ) dsN Кее .

0D

Твврджвння_2,4ЛІ. Потенціал подвійного вару (25)з неперерв­

ною вільністю ф в розв'язком задачі 1.2 в П\Б , якщо ф в розв'я 

яком інтегрального рівняння

Твердження 2 .4.2. Потенціал простого шару (24)з неперерв­

ною ЩІЛЬНІСТЮ ф в розв'язком ЗВД8ЧІ 2.2 в П\Б , якщо ір задово­

льняв інтегральне рівняння

Твердження ?.4Л3. Потенціал простого шару (24 )з неперерв­

ною щільністю <р в розв’язком задачі 3.2 в П\Б , якщо ф задг'о- 

льняе інтегральному рівнянню

Теорема 2:14л"І. Інтегральне рівняння (26) для неоднорідної 

крайової задачі 1.2 однозначно розв'ярне при будь-якій правій 
частині / тоді і тільки тоді, коли число не співпаде» а жод­

ним із власних значень п«і,2,... наступної внутрішньої 

задачі Неймана!

ф + Яф » 2 /  . (26)

ф - ЯЛр * -2g . (27)

ф - Гф - KStp * -Zg . (28)
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Ди + ци » О В D , Ou/Qv « О, и ( Я(Й'
[вь

Теорема. 2.4*10- Інтегральне рівняння.(27) для неоднорідної 

крайової задачі 2.2 мав вданий розв'язок при будь-якій правій 

частині g тоді 1 тільки тоді, колі число fe* не співпадав з жод­

ним із власних значень цп, п-і,2,....наступної внутрішньої 

задачі Діріхлві

4и + ца » 0 в в , u І - 0 . (89)
3D

Теорема 2.4.9. Якщо виконується умова Іт к ї 0,то Інтегра­

льне рівняння (28) для .юднорідної крайової задачі 3.2 мав вданий 

розв'язок при будь-якій правій частині в Т°ДІ 1 тільки тоді, коли 
числс fe*H9 співпадає з «одним із власних значень ц(і,

п=і,2....  внутрішньої задачі Діріхле (29).

Зазначимо, що лінійна комбінація потенціалів

г f 0G (М,Н) л
’*<») -  J | - ^ ----------- tT) 0 к (И ,Ш  ф (») dSM ( ш € а \ D,

ОТ)

простого і подвійного шару з неперервною щільністю ф в розв'яз­

ком задачі 1.2 в П \ Б , якщо ф в розв'язком інтегрального рІВ-

ЯЯНЯЯ

ф + Яф -ії)бф - 2/ . (ЗО)

Теорема 2.4.16. Нехай т| довільне додчтна число. Топі тя 

те гральне рівняння (ЗО) д.пя крайової задачі 1,2 мче єдиний роя- 
п'явок для всіх значень Р, ио задовольняють умову 7m Р > п .

Зміст теорем 4.14 , 4.16 і 4.19 ОфпрмуЛРЄМП У ВИГЛЯДІ неп-
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тупного твердження і крайові задачі 1.2 і 2.2 розв'язні і при тому 

вдгнім чином; крайова задача 3.2 однозначно розв’язна, якщо вико 

яувтьоя умова Іт (kk) > о на «90.

Покладемо

Орі- ((г,в,<р) ( П і г<р}

Тэорема_2А6.І(принцип граничного поглинення). Нехай In ft » 0. 
Тоді розв'язок рівняння

Auf + (ft* + ІС)ис - 0 ( £>0 ),

що задовольняє граничні умови (20)-(2І), умову не ребрі (19) 1 
умову Uf. » 0(1 ) в fi\D при С— >40 прямує до розв'язку u задачі І.Я 

в такому розумінні: — >и в будь-якій області Пр\1> в метриці
простору * (Op\D)i tt f-— >u в будь-якій скінченій внутрішній 

підобласті ш Із О\5 в і триці ІГ'*’̂). Крім того.и̂ — >и рівно- 

міряо в будь-якій внутрішній підобласті П\§.

Зазначимо , «о доведення принципу граничного поглинання в 

нетривіальним лише у випадку ,»"\ли In ft = 0 через те, що в цьому 
випадку ( згідно з теоремою 2.ь.3) спектр самоспряженого опера- 

тора, що відповідав, наприклад, крайовій задачі 1.2, заповнює 
піввісь (0,+ш) та чисто неперервний на ній ( в той час, як у ви­

падку Im ft > 0 , \ = ft*- регулярна точка цього оператора). Діа­
логічні теоремі 2.6.1 твердження мають місце також для крайових 
задвч 2.2 1 3.2.

Всі результати цієї глави вірні, якщо граничні умови (20) 

замінити, наприклад,такими умовамиш(г,е,0 )»0 , Яи(г,Є,р)/<9<pj *

-0. У цьому випад-у слід Кважати, до fm=(2m-i)%/2Ф, т*1,2,..®*®

В третій главі вивчені граничні задачі І.З - 3.3 в плоскій 

області 0\Б , де 0 = ((r,<p) t R* |0 <г< а> , ~Ф «р< 0) - кутова 
область розхилу Ф (г, <р - полярні координати точки на площині), 

0<Ф'2іс, Ь - обмежена область з границею класу С*. «о належим 0.

Й Й Ііїл'. В. Стєфаі.:.-:а •

АН Українк
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Припускається, цо границя 0D складаєтьоя із скінченного числа не­
пе ретинних замкнених контурів, а область 0\5 - зв'язною.

Вказані граничні задачі опиоують розсіяння акустичних хвиль 

аа нескінченно довгих циліндричних тілах , які містяться у клині. 

Зазначимо , цо всі рваультати другої глави вірні в розглядувано­
му випадку після відповідної заміни функції гріна t умов випромі­

нювання Зоммерфельда. Сформулюємо ці зміни.

Функцію Гріна (23) необхідно заміни"”* на функцію

т м>
Gk(I,P) «**/• £  « i m v ^ a t n tvmt,)4v{*r()Bv (fcr,) , (ЗІ)

m*4! m п»

<*> •.
f wm=n№/#,Jv (2 ) 1 Hv (z) - відповідно функції Бесселя 1 Ганке

m  m

ля першого роду поряді 1»т, г». %  І гм> - полярні координати 

відоовідно точок Р 1 ІГ, г>= яютСг̂.г̂}, Г,= Умову

бокг f-фе ль да (18) треба замінити на умову

Зи(г,ф)/дг - Cj!U(r,(p) = 0(Г •*''*), Г — >00

рівномірно по <р. Тоді двовим рні аналоги результатів глави її 

залишаються вірними у розглядуваному в даній главі випадку.

'Слід вказати на таку особливість двовимірного випадку. 

Функція Гріна (ЗІ) представлена у наступному вигляді!

ак(м.Г) - о0 (м,р) +і/4іс m  ф(н,р),

де 0о(М,Р) - регулярна в 0 функція, яка визначається у вигляді 

ряду

09 (* > і V
йв(*,РМ*/Ф 5tJv (ftr,)»v <**%>+ n 1e*n(vm<pp)s«n(v^M ),

m-A ж »*»

загальний член якого сич дав Із ввидк і ото О (т 3), м— >«., я фун 

кідія ф(*,Р) мав такий явний вирва:
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8 in Л  (<Р.+Фи)+ 3ft* (А™, ЇП(Г /Г J )
ф(*,Р) . ---,38 -£-.*----- Г - # — ' - — £~- -

віп 2І (фр-фм)+ sh їп(ги /Гг))

і при співпаданні аргументів мае особливість виду 1 /г* р .

В останньому параграфі третьої глави одержані мінімаксиі 

оередньоквадратичні оцінки лінійних неперервних функціоналів 

ВІД РОЗВ’ЯЗКІВ ХВИЛЬОВИХ рівнянь З неповністю визначеними ГЯТіМО 

нічними за часом правими частинами за результатами неперервних 

ва часом неточних вимірів потеьціалу швидкостей у дискретній сис 

темі точок із області 0\Б (П шар, клин чи плосна кутова область).

\
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