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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ
З

Актуальність проблеми. Перспективи розвитку економіки тісно 

пов'язані з розвитком машинобудування — .однієї з основ техничного 

прогресу всіх інших галузей- господарстві Най.?те актуальном г;роб­

лено* сучасного манинобудузаинч виявляється підвищення надійності 

та економічності нааин, Ця проблема дуяа з-ігостриється під час 

створення транспортних засобів, особ то авіаційної тз ракетної 

техніки, тону «о ефективна експлуатацій останньої потребує макси­

мально ноіяизого зниження матеріаломісткості при зберешенні високої 

надійності тз гарантованої безпечності. Рішення цієї проблеми напо­

легливо потребує подальшого розвитку ■ та удосконалення методів 

аналізу міцності конструкцій. Суттєво» складово* частино» таких ме­

тодів виявляються розрахунки компонент напруїьо-дешормоваиого стану 

СНДС> елементів конструкцій. Тому актуальним виявляєшся розвитої 

математичних моделей, які злстосиушться при аьадизі НДС.

іир&і:е розповскдшенчй у багатьох галуз~ знайяли тонкостінні 

конструкції, осново» яких е пластинки. Яетоди розрахунку пластинок 

розвиваться довгий час, проте інтенсивність робіт не зменшується. 

Досить відзначити, по бйбаіогоа#ія. з цього питання за останні деся­
тиріччя нараховує тисячі назв, Щодо факторі?, які стинулют* таку 

увагу до цієї проблеми слід віднести баїаннк отримати адекватне 

відобраіення поведінки пластинок під навантаїечнян, усунути помилки 

та протиріччя розрахункових схем, «а існуит» із урахуванням виник­

нення нових матеріалі»), а також бурхливий розвиток обчисшальной 

техники та інборнатики.

. Усе ;:н|е згіданнв підтвер*ур актуальність та еаїливість пи­

тан?, «о розглянуті з дисертації.

«еіаа ообьти є одеріання $орни зобраіеинн рівень задач трьох- 

вимірной теорії прулности та теорій пластинок за допомого» 

спеціально вибраних функцій зніїуван», во дозволить виразити пе­

ремічання у вигляді сукупності полей, які маті визначені кінема­

тичні властивості, so дозволяє одеріати простіші рішення та більшу 

цзнчну ясність, у наслідок чого суттєво спрацюється:
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—  зіставлення рівень, які одержані теоріє» пластинок з точни­

ми рішеннями теорії пружности;

—  awe із точності й йе* можливого застосування зідношень різ­

них теорій пластинок,

Наукоаа новина полягає у гону, що на оскозі зао сувакия спе­

ціальний функцій знічувзнїі :

1) запропоновано варіаиг загальної #орйи ошенна тршвинірних 

задач теорії пружності, йк-ий дозволяє одержати і і м  прості ршєння 

завдяки кіненатичнин властивостям подай змінене. .Бум о т і ш  рі­

шення щодо пружнього «ару та півпвостору при неоднорідних граничних 

уновах(ГУ), «о задані на поверхні. Розглянуто зображення однорідних 

рівень для прухніх плит._ Виявлено, чо при вигинанні товстих плит 

виникає деяка аналогія з плоским деформованим станок;

2) розглянуто форми рівень, ідо розрахунків задач тон:их 

пруїніх пластинок (плоске НДС, вигни), тз запропоновано катод цодо 

їх уточнення у випадку дії зозподіявних поверхневих навантажень, 

який дозволяє одержати точно рішення додо зипадаку відображення на­

вантажень поліномами. Проведені порівняльний -і . -із уточнень з точ­

ним рішенням задачі про навантаження пружнього аару, який показав 

їх асимптотичний збіг при зменшенні товщини:

3) проведено порівняльний аналіз, який показав асимптотичний 

збіг (коли товщина зменшується) головної частини рішень пру*ніх,(іпчт 

та пластинок при вигинанні, їіз обумовлено неоднорідними механічни­

ми ГУ. Запропоновано розглядать ГУ класичної теорії, п  асимптотич­

ні, «о дозволяє уникнути існушчи:' у класичній тзорі " пит;-і», іодо 

урівноваженості пластинки; ■

4) одержано співвідношення для пластинок, -’d  маять їси-сткіст» 

вигину та характерний насятаб зміни НДС такі, ес дозволяет* вважати 

модуль поперечного зсуву нахтовно налим;

5),одержано співвідношення, ип иожлиг;:ть ■'-’рі?1!*-';;

рішення пластинок у межах моделей Тимошенко та класи**, ;ої. r m m w ,  
що при великих значеннях жорсткості поперечного зсуву рішення иоДе- 

ли Тинокнка асимптотично наближаються до результатів класичної те­

орії, а при малих —  до результатів пластинок з нехтовно малим зна-
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чєннян жорсткості поперечного зсуву. Запропоновано ефективні методи 

уточнення рішень класичної теорії поблизу краю пластинок, які базу­

ються на методі малого параметру, та проведено аналіз їх точності:

6) одержане зображення ріиення на пластині, яга складаєте  з 
трьох иаріз із  легким заповншвачен, що дозволяє записати основні 
рівняння у вигляді, цс має Форму подібну до рішення моделі Тимовенка.

Достовірність наукових результатів підтвердхується порівнянням 
і  .т у в и а та и м . які одержані для деяких енплш в рівень задач інши­
ми. авторами на грунті і  най* сиввіднм снь та методи, а там * 
порівнянням розрахункових т- експеримент т н и ,  даних. Вона забезпе­
чується м•користання», аовійвани- методів огрииувани»- рішень та 
надійним програмним забезпеченням,

Ш а т о ш а  цінніст-' результат роботи у тону, йіо одсохан; зоб­
раження говс- ї задач вивахунків г у*н іх  шару, півпростору, плит та 
пластино#; дашт» жшяв л ь :

1) зменкити час та витрати на обчислювання НДС із  необхідно* 
точніст* для деяких задач, завдяки використання одержаних формул 
запису кінцевих результатів т* застосування розробленого програмно­
го забезпечення;

2) уточнити мехі використання спіяві?мяен» теор ії тонких 
ляастк.чок та усунути деякі яогичні суперьчностн, «о дає нохлиеість 
підвищити достойірність результатів розрахунків;

Зі пояснити причини н е з^д о втн о ї поведінки ріаень, чо отри­
мані деякими чиое.іьнини методами (эокрен- методом скінчених еле­
ментів у -орні знішекь) при аналізі НДС тонких пдастиж»-. в мехах 
моделі Тиношенка, що даг пошяивість знайти засоби до їх усунення.

4) використати добре ґтрацьоьані способи вирішення задач 
класичної те о р ії пластинок, т  г-рунтуяться на ітераційни» або 
ссииптотичних методах, заради одержання більш точних резуалтатів. 
«ітенатичне та програмно забезпечення, бо розроблене, кохна вико­
ристовувати для обчислювання НДС в системах автоматизованого 
проектування та аналізу міцності конструкцій. Результати дисер­
таційная роботи використовувались при виконанні договірний роби і  
були впроваджені на підприємствах замовника.
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ь
йпапбаиія йС'і'Ш. С" -OBh результати дисертаційної роботи до­

повідались тз обговорввались ка ХХХХ111 -- XXXXVI науково-технічних 
конференціях професорів та викладачів Харківського аеиаційиаго ін­
ститут'/ (ч. Харків, 198о~!39>, на науково-технічних конференціях мо­
лодих вчених та фахівців КНЗ ім, 0. К. Антонова (н. Київ, 4 - і тсав- 
н* 1987с.), Ш (н. Харків, 17-18 березі-:* 19БЧпЛ, на 4 Всрсошзиій 
Конференції “Совряменн е пооб/сч строительной механики и прочности 

летательннх аппаратов (н. Харків, 18-21 вересні 1991р.).
На ’Ш і. Bibictmcii;
-- д̂ержана функціональна форма зображення pie?**- зада-- трьох- 

винірной те іії пружності га теорія пластино-, за допоиог-о» 
спеціально виьоаних функцій очікувань, які дозволяить виразити 

змідання у гиг ляді сукупності полай , чо sa»r» зазначені кінематичні 
власти!о:ті;

-- одержані за її допаногс-# співвідношення для пруюього іііру, 

плит та піастинох, і ит результати порівняльного аналізу по­

ведінки зіяенн різноманітних моделей пластинок та їх уточнень з 

ріяеинмн, які одержані у ріпках бівм досконалих пздемй 'у ~му 

числі й трюхвинірнакі діє- неживих значень відношення тов-.;иии до 
характерною масштабу зиіни НДС, шо покзали їх асиитетичної зб:. .

Пуг пікапі і. Т?«а дисертації відображена у 3 науко.-,їх 

публікаціях.

Ешші-і ІІ аёш. РіАоїй- Дисертація складається - всп /, 
п'яти г.-зздіпз, висновків, переліка літератури та дао,: додан з. 

вона містить в собі 278 сторінок матмопиште тексі , я тону числі 
76 сторінок ілюстрацій та таблиць. Перелік використаної літератуои 
містить з с of 152 на:<ви.

ЗНЇСТ РОБОТИ

1 єступ) обгрунтовано актуальність та практичне значення роз­

витку натематичних моделей, ага відображавсь поведінку пружних тон­
костінних ел нентів. Підкреслена важливість удосконалення методів 

розрахунку НДС у прувніх плитах та пластинках. їорнул«сться мета та



обмірковується новизна досліджено, міститься структура та анотація 

дисертації, а такої результати її використання та практичного зна­

чення.

Перший воз пі іі містите в собі стислий огляд методів та основних 

♦орн відображення рішень задач розрахунку НДС в пруїних плитах, 

шарі, піяпросторі, тонких, пластинках (класична та уточнені теорії), 

зо базується на аналізі літератури. Відзначена майка різно­

манітність методів, до потане • широким колом розв'язуваних за­

дач. Визначене значення аналітичних та пов'язаних з ними асимпто­

тичних методів. '

Відзначено великий внесої у розробку теорії та методів розра­

хунку прукніх пластиною та плит Е. іі. йбраяяиа, В. В. Новожилова, 

ft.І.Луг е та цілого ряду інших дослідників.

Аналіз показав, ще? е яеравгжній кілекості публікацій з цієї 

тематики,в останні роки розглядаються здебільшого питання здійснен­

ня чисельних методів. Тільки з деяких роботах порушаться питання 

розробок аналітичних та асимптотичних моделей та методів, хоча 

останні сутсаа допознинть обчісмваяьни методи і с найбільш елек­

тивні та раціональні при рішенні цілого кола задач. -

Одночасно слід відмітити, so одним з головних ускладнень при 

розробці, використанні та доведенні аналітичних иетоді» до практич­

но застосовуваних обчісшаиних результатів та методіс найчастіше є 

духе складна «орна відобракення одержаних співідношень*

2s.fi фо:жугг.і*тьс* мета та задачі дослідіення,- 

І д р у г о м у  еззяіді 'наведено запропоновані’ форму зображення 

рішень задач теорії пруїности за допомого!! нзбеза функцій зміщувань 

Ф, tfj, Г-5, Фк Чміденя точок тіла визначаться Формулами:
V" -  $,« * f * *  &  = ит Ь,і > Г3 #

де ’ Є .;.^ -  компоненти тензора Леві-Чіїіха.

Поля ЗИІЩСНІ, ЯКІ СТ80р*»"ЬСЯ ' і'рзз функції зміщувань приведе­
ного зклайу, нашть такі кінематичні властивості.

Поле зміщень а|- безвнхрзве, оскільки вводиться -»ерез іункціш
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8 Ф, яка с скалярним потенціалом.

функція Ф-,;, яка є конпбнйнто» векторного п сте н ц ш а , створ»с 
плоске вихреве поле зміщень ( i j  частин т і й .  Компонента вектора 
зміщень {/-jp 0. Деформації, які зв'язані з і зміщеннями t j j  , відбува- 
ИТЬСЯ без зміни об'єму.

функція Г? СТ80Р»Є т ільки  компоненту Е5*тора ЗМІЦНИ ti, .
Компоненти вектора зміщень їй , я к і  : георктсся за допомого» 

ф ункції Іі^ . маат'б та к і властивості:

' 4  =0.5 (*hv і Kd(3)  -- 0.-5 -  % ;с3)  -  0.,

df2 =0.5 Ц ;й -  -  5,5 ® з!І2 -  Ч ,2 і ’ 5 0 .
За допомого# використання переліку цих функцій одержується • р і­

шення системи однорідних рівн;;-іо равтваги  пруїню го  т іл а , цо мант* 
такий вигляді

■̂=щ = щ ,І} *Ц Л  = ¥> * Ф‘
де Щ, Г?, Ф° -  гармоні .•:« ф ункції;

4
Ф ‘ =  'J —p  ІЖ  у, І  Г г !Х г  -  бІГ.ЗМ ОІІІЧІїа ІУ Н К Ц Ії;

4Cv-D J '
И -  коефіцієнт Пуассона.

Одна з функція Гг е заяво»а  ноже бути з ідкннутг. До рівень
рівняй» відиоситіся також сукупність Функцій уміщувань:

РрДг), ЦР/х}), Г 0 Х уК ф г'Ц )  (0 5 і і  У)
де Ф'; , ’М , Г | ,  Щ -  плоскі гарнонічч і ф ункц ії коорд»нат д ; 

р/лу - поліном ступенв і  координати а? .,
Відмічено, по аналоги Функцій Ф, 4і; ,  Г ; вмкористовувгкись у 

ряді відомих функціональних зображень. Запропоновані форми зобра­
ження дозволяють одержати нові форни рівень для багатьох ідоних 
задач. Так, за допомого» йятоду фур е буяй одержані оівення задач 
те о р ії пружності для вару та п ш а о сто р у . У рішенні, яю одержано 
для плоского яару, використовувалась сукупність трансформант 
функцій:



до

'Vp&fdxg ~ f

ti f  h t e  * f \ &  f 

Ф -- & t e  f Ш :  - ^ f - T  C / s 6 z  * # d z ?  ,

»  2 = Л/з; j = o = a b ^ 5;

■$Xi ,X£  - 2 ^  kgfe0  ’

f , F ,  .Рт'.4 } £ \ №  -  ь -ч к ц ії хвияиавиу "исел Ц,  k> , я к і 
дозволяет!) ідповісти ГУ на и е ш  гару.
При одерванні рішення >:вя півпростору л у ' 0 була використина 

сукупність трансгорнгнт #унсц>(* зчічуван»:

%= ё'е2, HU ® = №  -  jr-2-—
2(?-v) .

Рівеиня виэнамагтїся велнчінами

/ м < у г ,  { ¥ <  - Ц & И  -

JfiL. _JL ilL .fur, , - L z2 l . $ J  )fi.2 
& - v )  v '^ 3  % l - v y * * « r

при задании на грані л» -  0 змінена* t b L  -П -  У ,■ гаі  * 3 " ' J

*  4  • « -  w -  * -  ё  < w >  -  * w  •
при задания на г,_ані *», = v г-авр у їш * .

Як приклад наведено рішення задач і навантаження товстої квад­
ратної плитч (розмір е плані а, товцина Ш  з иарнірно закріпленими 
краями, що здійснвстяя навантаженням, яке розподілене по верхній 
грані за законом

ф., г  ' 
J

HI



°ЗЗІХ~-Ь - f r  Q з Ы Щ )  sMhXo) < і  - «у'й.

Графіки розподілення по топїині анплитудиих зн̂чэнь сез- 

вииірного прогину у центрі плити -  Иг дня 6/3 = 14, 5, і
зображені кз рис.!,

Розглянуто зобраіенн* однорідних ріки» мрухніх плит.. При п»оиу 

поряд з плос им иапрухеннн станок г рове«ено аналіз аигш у товстий 

м и т . Виявлено, їс прії вигинагні товстих мит виникає де- а аналогія 
с плоским дс-іорночаннин станом

І тдет?-зну зоздіяі іни.чшн.'/ті зображай з рлшен» задач тонких 

прунніх плз-тин (плоскі НДС та вигин), цо базується на гякористенні 

функція зи.іі|уаані>. Запропоновано иатод, по дозволяє уточнити рішен­

ня класичної теорії тонких пластин ж у разі дії розподілених по­

верхневих навантиеа». Зроблене порівниванний аналіз уточни 

рішення та асимп-'отичного розкладання за малин параметром, яке 

пов'язано т о й jином, з точним рішення» задачі про назанталення 

npyiHsoro т р у ,  «о показало їх аечнптотичиий збіг, їх; • тз' *ин? 

знен»уст*с«. Виявлено, и запропзнованний метод дозволяв одержати 

точне ріае: л чого випадку еідоірааеиня нмшінівн* ступіневимк по­

линомами. Уиявл ю, по виділення з функциональна; рорн зобрахаш: 

ИДС та наваитаїен* компонент потенціального та плоского вихрэаого 

полей; ІСТОТНО ЗГрОЧУС: едерханкя рішення.

?і«вии' системи рівнянь рівноваги иохча відобразити :ах:
ф ф* f і ф, ф с і|Г f ft,

де <F - гарною іна Функція;

Ф" та І '  - частинні рішення неоднорідних зівнянь
%<К -  # р, уДО) , f. -- - У / ( Ф  ;

где - гармо ’чческа? еункция;

<г та '4® - бігарнонічні функції, які позязані не* -.обо* порів­

няннями рівноваги

~ Yi - ~ f p / 2  СІ- / . . . } )  - розподілені поверхневі
навантахення.



* 11
Запивено розподілені навантаження pd через скалярний Jr та век­

торний f  потенціал

к * А '  V *
Неважко встановити, во класична теорія має суперечності, які 

МІСТЯТЬСЯ V том у, Цй дефорнаці ; f i j - j  :?э 8 ІДП0 8 ІДа#Т* ПЛОСКОМУ ЙОЛ*

зміщені v j  xp ■
ЙОДйМО до рішення функції ЗНЦУЗДЖг, зоб усунити ці супе-

)ЄЧНОСТІ

*5-- ФА. j w -t o -  ій- Ш , *> № -  V  ВД,.і. І *••• Л ' и і' - 4* *■ ІЛ І Ь А г

де- f tp : ) - «.у Сі - ф, -it', ф 1 ;

? -  Х’ Д  ,* Qg Т і  С | -  д е я к і *ОЄфіЦИ?НТИ .

Дав однорідних рівніш* рівноваги, рішеннями яких е напруження 

1 відповідані* ГУ' та Баод«т»ся,наприклад, через ьігарионічну 

функція напружен» Ері У за допомого* формули ~

= 3* Д ! г  °» fi3 j г  -уД  **» = •

Дані деформації ножно задат'и за допомоги , /нкції

щ  -- ы х р з ы  < і - *s и І /»

де $2 " v/£ 0Л  " vjl Ь/6 V >m .
*“ . .р

функція № відповідав умовам урівновж̂нрсті, осктки 

^  = у / І  Ш „ Ь2М 1  -J/fl # ;Ц >

Так само одержані уточнен співвідновен* дія частинних р іш ень, 

зо відповідач* дії на пластинку розподілених поверхневих наванта­

жень р ’ . - ,

Наприклад, для пластинки, «о знаходитеся під впливом наванта­

ження f : t , мас місто

Ф,*г - Р* v/ГЗ-О, s^= 0, с33 ^  Н 1 - & Ц І »
то візьмем, функцій знічуван* у вігаяду Ш * IwUf.jW *(/



о д е р іи м  U f  =  -  P j ( /  -  у Щ  h2l6 '(l  -  %?■) .  ■ '

функції відпоеіяа»Т8 зміщення та напруїгння, які будеко аід- 
мечатн зеркнін індексом '2

12

і  * - Ц «  - - ь ,

о'/rw ^ „v - '

Напруження Отц другого приближения одержимо з умов рівноваги

< 4  *  W W  »г д а  ‘ 3/ « 'И  -  а  *  -Ь,„ Ш і  - ' &  ■

Зміщеня U?t , яп мавп, другий порядок мадости по відноіяенн* до 
ЗМ1|ЄНЬ іі5 = - Pj ( /  -  v)/3l А? ,
одуріймо з рівнянь '

« 3 , 3  *  4 *  -- - v / 3 .  < 4  - - * / 3 *  P 3 f 7 7  л ; Ж /  -  г2) =>

Процес уточнення ріаеннч нас пераційниЯ характер. До?:» скла­

дових коїної ітерації иожна оцінити та. зупините процес уточнення 

при досягнені потрібної точности. Шалено, їо іапропонозанний ме­

тод дозволяє одержати точне рішення е-одо випадану відображення на­

вантажень етупінезиии полинонаии.

Одержані співвідношення чадо уточнене рішен*, які відпогідаит» 

другому порядку иаіости величини відношення тдавйни пластинки до' 

характерного масатабу НДС - З/й . Вони можуть використовуватися 

(одо оцінки та підзищгння точності одержання компонент НІС у пз«а:* 

тичних розрахунках. Розглянуті приклади Ііорівкяльного - наліз,''з ре­

зультатами трехвимірних рішень показали ідентичність як пункцій 

змінено, так і компонентів НДС, які визначишся за п допомога#.

Четвертий'розділ містить е собі одеріані результати що.ч- вико­

ристання запропонованих функцій зніїувань до аналізу НДС у пластин-:



із '
ках при випинанні: для яких важливим с урахування деформацій попе­

речного зсуву.

Одним з суттєвих/ дзпущеііб класичної теорії пластинок, «о грун­

тується на гіпотеза» kiaxro*a, б припущення «одо в і д с у т н о с т і  двфоо- 

мгціп поперечного зсуву. Оскільки "відповідні цій дморнаціии до­

тичні напруження відрізнялися від н у л я ., т о  д--я ношшості існуван­

ня такого НДС потрібно, «об модуль пспьречнс-го зсуву прянувався до 

бьзкінечяості. В такому розумінні класичну трррі* ноуливо розгляда­

ти як асимптотичну відносно удосконалених. ГИн цмиу нетит* 

енергіє» деформації пластини, яка-пов'язана з поперечним зсувом.

На арактиці зустрічавпся випадки настільки невеликих модулів 

трансверсанного зсуву, що нехтувати впливом деформацій поперечних 

зсувів н.ч НДС неноідивс.'-Відповідно : цу/ виглні авп зааіказяеніт 
співвідношення, цо відображуїт» поведінку пластинок у е- ;падш гра­
нично .навик значені модуля трансвврсалиг.го зсуйу.

Розглянино вигин пластинки, для якої

■-’й  "  № Х1 ’* £ ‘* У  'h ' ~  u / ' f ’ V  я - ;' =  ®
U

На відміну від цасиччої теорії для цьоРо поія зміщень є моллиаав 
поява компонентів деформації зсуву

• ' V ;
Иайбтшмй інтерес ари розрахунках НДС пластинок становить 

визначення полей зміщень

--Ч *W Ki,xP'x3 !
т  .-..іьки сапе л ними пов' язані найбільш заїли*; з прак .нчної точки 
зору компоненти чнапрувень ^  та деформацій Компоненти змів^нь 
Llj т  .: іі'я за н і з- та .0 ^ -, визначимо ч ш з  вункц ії зміщень

За я о р м у я з^ м

Ь .s *» г Н й  ■ 1*з ■
Кмрумннями О» нехтуємо в порівнянні з інвини компонентами 

тензора напрувень. Компоненти дотичних напр *;-. •« с  , які rob язамі



з і  зміщеннями u , вважаємо нєхтовно навини, ада можливо тільки  при 

6̂  4 0. Таким чином ми фактично нехтуємо частиною е н е р г ії, яка 
пов'язана з трансеерсадінмн зсувом,.коли вузначасао поля знічан», 
до пов'язан і з плоскими поляни 0̂  та (аналогія з класично» 
теор іє* вигину пластинок).

\  Принят!- гіпотези по суті відрізняйтеся зід  гіпотез Кірхгофа 
тільки в одному: поряд з потенційними ^  -  -  If ноілчві такої 

• вихрьоеі -  є5г(р’̂ -і компоненти двухвинірного поля 8  , о. таким 
чином стаять можливими пов'язані :• компонентам! е £ * J f  гл.у fp
деформації поперечного зсуву. Одночасно напруження 6j d такої 
повинні бути пов'язані з деяким полем зміщень, зз яке- візьмемо 
компоненту змішена = Г. У межах лримяти гіпотез нас місце

л, Г Р, г » Е’ -fy - »
Рівняння рівноваги

V p  "  '1* * ® ’ Qbt"t'b-~°
та ГУ на нвзакріпленій час-іині контуру С-

V  4$пр= hu> Ьп~ %Лг Ьп' Щг £!в“ %*Vcf
одержані з принципу в іртуаінник роб іт.
Тут п .  -  косинуси норна л: до контуру пластинки;-,

.•̂ р, Ох^ моменти та перерізукчй сипи;
*  значения величин ка м е*і;

* tf j 5̂ розподілені моменти та перерізужчи сили, 
зобразимо вектор ноиентій ^  за допоиогри скалярного #* та 

векторного в потенціалів » -  f  Є ^ ,Я ^  , ізробино прилучення, 
що жорсткості циліндрична /і та зсувна Ь п о с т ій н і. Тоді рівняння 
рівноваги запивемо V такому вигляді

14

%2Й ІГ # $3 0 .
У разі відсутності перерізуючих сил та розподілених нонентії 

два перших рівняння рівноваги маить вигляд



15 

'  0
та описувп «істий б -’ин. Рівення у тэгому випадку моїна одержати 

тими * методами, по мкорисrosy*гься дія плоскої задач, теорії пруж­

ності . Це дає певні переваги, отими методи ріеення т ій» задач ■ 

добре Р0І!?0ЙЯЯНІ,

Одержане зобраштя вішання чгре: функції ікічувань щедо паас- 
тино’і Тимсїсмо, я?з використовує- тадто натураят й прості вирази, 

чо уоаховут дефорнг-ції renapev ■ гс зсуву

'!Ч ~  -.і-*і1 ’ХУ  и 3 ~ Н х і * Ь  •

Зобразимо знхшгнна з; допомого» .нкцій змішувані?

: — ?5; A j у А 'X'-', - v\ f * і ̂  ~ - ■ Af ? \у)
за формулами

%  - 1 V V * 3 -  ь ; , ' г -
Рівняння рівнова^и нохна зі-іисати у вигод і

? </•» г 0 і

Ш )ві - z4\f Offij і, -- О

W ГЛ л & rd l
де 3r  •- г;т~т , ан переписати так 

LU-v) л

£  -- ■qjbPh ■ Ш -- f  - Ь  ДО- A  - - V# 1  •
■ I/ £  l.'U-4v

Одшріанне зо6рг;;эння рішення дя*' мгстин Тиночки*9 через 

функції зміщувань дозвогя- авио порівняти його з зобраівжш ріаен- 

ня к засипної теорії лги;,- ідзсп ак.

Виявлено, s o  n r  - в е и ш  значеннях параметра А ? і•(*£.> (6 - 
характерний нагвтаб ііДС) «шиям годвяи Тииоїенка ісик<тот-чно наб- 

яиаучтьсй до резуаьт -тів шсичнс ' тї. л ї, а г.р- май* -  г- резуль­

татів пластинок з нехтовно малин значенням шорсткості поперечного 

зсуву.

Розраховані за допомого» формул для пластино!-' з нехтовно малим 

модулем трансверсаяьного зсуву напруження даіеть верхні оцінки зна­

чень концентрації відносно тих, які одеріані в моделі пластин тимо-



шенка. Ці співеідношення дать наРкраві результати при розрахунках 

ЧДС в елементах конструкцій, які схематизуйтеся пяастинкст або з 

малим значеі-ням жорсткости те-̂нсверсального зсуву, або с малими по 

8 Ідновенни до тезцмни розмірами області зміни (концентрації) компо­
нент НДС, прикладами яких с тртшарогі панели з тонкими несучими 

зарани та легким запоаиивачеи, панели з деяких композитних ма­

теріал, зони тріцин надої протяжності.

Зображення рішення • исдаяі пластин Тинашени, «о позвояяє 

відверто розділити рішення на еигинове та таке, що, зникає байз 

крав, час н>ьаперечиі по.<эваг: , оскільки стає нажд.шим застосування 

асимптотичні!* моделей, лкини виявляються класична теорій пластинок 

та співвідношення для пластинок :■ нехтовно малим модулем

трансе реального зсуву (аналогічні співвідношенням плоскої задачі 

теорії пруїкости), разом із методами теорії малого паїмнетру для 

визначення НДС. Часто це простіше зробити, оскільхи методи рішення 

таких : дач язбра розвиті.

8 робот> запаопоноаавні способи уточнення рівен., як: грунту­

ються - : нетзді малого параметру та да»ть. можливість здіштзти 

уточнен у pf.Qx випадках,

Уточнення рішення класичної теорії одержано Фактично . ге- 

раційно: за допомого» нульовзго приближения (зо відповідач нс-л̂аі 

Кірхго*аі т. третього ГУ на межі-, якому не в д а є т е  с п відпавіс.! а 

класичній теорії (для механічних ГУ це ^  для геонетричн--; - 

■ від-:УДОВУС ГіСЯ ФУНКЦІЯ fy. ВИХОрИСТаННЯ ПВИВОДИТЬ Д!-’

порушеьчя двпх інших ГУ. Усунувши це порушення одерїлио if'j а т 
Процес уточнення рішення на практиці є дуже ефекткгиии і  how  бу­
ти викозистании для різноманітних(чисел і та інаяитцчни;< / . іе т ^ ів  
рішенні! зада-. Результати анализу прикладі* показуйте, «о яри Я 4 І  
вистачить однієї ітерації для достатнього зб ігу  з т о ч н и й  рішення*.

Про точність та месі застосування асимптотичних зображень мож­

на роби и висновки, аиалізувчи графіки, що зображені на рис. 2. Як­

що можливо допустити максимальну помилку "У/, , то співвідношеннями 

класичної теорії моїна використовувати при Я Ф М , а уточнення 

рішення першого порядку при Я < 0 *5 ...0,5 •

16



За допомого» функцій зніцєни Ф, Г в неїзх лінейноїтеорії 

Хоффз та таорії Тмясвенка (у разі иомивості знехтувати товаров 

несучого tapyJ одержані з̂браіенн» рі*ей» пластинок, по сшда»т&с» ' 

з тр>о* шарів з легкия заповнивачен.

Зйіленнк одер*м«о чарез Функції зиіцузан»

Й'? ■" W ^ X i f X ^ }  A j>  і ^  г  * \ r ^ j

за -допокого» іпісвґйноин»:
- несучій іаар )х*|Є І і ,  Ь і  2U.

« г  Y '  Г, у- V r  f j x r  bfj і

■ - зшйнішч {Xj|f 10, />}
U f  ^  Г f  %  =  -  У / й  Д-; *  ] й I  f i t  Ц . *  Ц  .

Суттєві компоненти НЗЯруТбНА Е НЄС-'SWy. «36І 8ІГ;Обраіаі*.ПСЯ рівнім*
НЯМ

V  - W + '  £  » „ %  -  * Т *  ■ £  « V ' s  -  V '  

< Ц ( % v b  * 63 f r V  -
а в запевнивачі - рівняння!-;

c,s -  0 Ції Г|й /  б . .
де

2t - товїинз несучого взру ПЛІСТЙНИІ 
2?і - тоацнна зайоенивача масткий;

hf Ь-* І.~ відстані- від ceps дню ї  пласкості до сер-ідини несу­
чого кару.

Рівняння ріенсваї'и при й = 0 иино подати у :;и;'л.*ді

#  - ■& = 0, -  і'~‘Ш ) = $ у Гл * -fe  t 2 ш-/й, ,
де & « В # 2» - вигннава юрсткісп пластини;

Г 2 = I f ;  J _  гі '
S f-v '

Зо6ра*е|тя рішення трекааровмх пластин чеоез функції знічуван» 

дозволяє записати основні вівня'нн* у вигляді, який наг .фавну подіб­

ну рішеним ;:адели 'Тимовенка. Завдяки цьому ег. ; наиивин викреслити
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частинні рішення, «сі ідентичні моделям пдзстинок Тнмошенка та кла­

сичної, а також ті, що швидко затухант& близ края.

У п 'ятому розділі роботи співставлено іезультати рішення задач 

та експериментальні дані.

Одержане рішення для пряно*у т н о й  пл.-.стинки розмірами и X Ь з 
■арнирио впеотини краяни, яка назантаїена іівнон-'.рно розподілиш 

тиском q . Рішення відображене через зображення

v -  г* щ*і2 * ф Ь * Ь » г = *
де Si" - частинне рішення рівняння Ш  - q /J l і

ІО

Щ -■ Е  К  f  h m  hfte m  '
,, - (U 9  ? ф

g,

♦ i *  E  і
* * 1 ,7 , . „  

hfm - n»/a, h2u = mjb.
Безкінечна система дінейних авгебраїчш . рівняно, відносно 

констант , l!js, ^  . к-^,, 1 .^ , одержана через задовіл»- 

нення ГУ. Розглянуті випадки шарнірного закріплення (одержане точне 

рішенняJ та язрнірного опирання країв •(ріиеннп одержане двог.а 

нетадаяк; "■•чез «користання надего Шаиещ А ” 1 /(зй ) і • 

через розрішення відсіченої частини безкінечной системи)і

Для величини максигШінсго безрезнірнего вивину 8 центрі квад­

ратної пластини з резнірон сторони а,- яка кає яірнірно закріплені 

края, одержано співвідношення , .

щ  -- ц /с # у ю  -- о т Щ  j ( i - m  , -
Якн*о сторони пластини шарнірно сперті, мас місце асимптотичне

СПІВВІДНОШЕННЯ ,
И| г Ш Ш 9  І/ f b ( l - v )  X і  «ДйО Ягі , 

де 4 - - . ш

На рис.З зображені графіки залежності безрозмірних вигинів И~, 

НІ з центрі пластини від параметру А. Там також зидмічені значені*
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результатів еипрг'увані- трьохслойних п л а с т и н ,  що наведені в роботі* 

Ехсперикентзгьні точки лежать поблизу вій 'кривої, яка 

відповідає вигинам в центрі пластини з шарнірно опертим» краяни. 

Анаяіі графіку дозволяй вимітити, «о обчислені значення вигину 

пластини, які одержані за допомого* асимптотичний співвідношень 

першого пс-рядку, практично на відрізияівться рід значена, ю одер- 

-ані рішення» С! теми рівнач* метода супврпозіції ttj (одержати 

рішення та ко ї сиг тени набоглт-j вагче).
Здійснений s- адіз піатвс.'.діур добрий : ні- ре: уявтатів розра- 

>.уккі. пластин з* призедеииик яориувани, що вігтовідашт» моделі Ти- 
моієн::?., з резул*татами випе-̂овувань та обчиашеань інших авторів. 

Дослідження в п л и і . характеру пиракня края на пеаичинк вигинів по­

казала, по' результатам вигробувань в деяких випадках ножно за- 

ї!ов і д t> нити тільки при в і я б но опертих сторонах пластини. Проведено

такої дослідженні; впіигу на величину вигину жорсткості поперечного

.суву елемента, мий підкріпаис края панааі. Показано, «о асимпто­

тичні с г і і в з і д н о я - ї н н я  дашть досить приємну точність та одночасно

суттєво спрошушть розрахунки.

Бу*о. йаозедечо п о р і в н я н н я  результатів доспдвень та обчисли- 
c. ан* для вільно опертих трьо яойніх стержнів, що у іли зовнішні ша­
ри з ай«иіііі€вого сплаву та зайовиявач з п інопласт*. в * і  наванта*у- 
вааись поперечни;. тисі.сн, «о розподілений за законом с іиуса . форну- 
л і для обчісаиван» вигинів та н а п р у т ь  і- стернях одержані за до­
помого» співвідношені те о р ії трьехшаоових пгастии. Н ійб іиьаі без- 
и з и ір н і вигини а кзпрувення в середині стедгкя визначаться 
співе днсшенняии я к і хадактеоизутгть відм іну « ід  к «си^наї т е о р ії

ЬуіП іЯ)2 , (7+ =и<%ф2 .

ге A = (m )~U 1J2 - Я2 2 t / ( h $ i ) i  ^ - 2 h y ( U u i
и -  відстань проні* опорами;
’&  - товщин; несучого шару;

і ................... ......................
Александров А .Й ., Брш:ер Л .З ., Куршин і ! .й . ,  Прусаков А.П.
Расчет трехсаойних пластин. М.: Оборонгиз, i960. -  272 с.
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$  - тещина заповнювача .

Результати розрахунків відображені на рис.4. Вами добре збіж­

иться з результатами експерименту та обчислювань інших авторіє.

Проведенний аналіз показує:

П найголовніший вплив на компоненти НДС чинить параметр Я;

2! частина вигину, якему е пажах теорії трьохшарових систем 

відповідає Функція V , практично збіга»пся з зигинон, «о об- 

числвєшя у межах класичної трооії, оскільки вплив «орсткості 

несучи'- шаріє на величину еип-ін; ч? овно малий. Значені* вигинів, 

які одержані для балок v не*о < теорії трмшрових систем та моделі 

Тіновенка, иайже не 8ідрізнякльгч;

3) при розрахунках нормальних напружень вплив дедадткзаого ви­

гину несучих варів (функція Г' е адтсі істотний. Він характери­

зуємся квадратом величини if (означает* параметром д та відно­

шенням товщини несучого шару до повної товщини еяеиента). Тону виз ­

начення максимальних значень нормальних напружень а несучих шарах 

за допомого* співвідношень теорій кгасичної ібо їииовенг. ноіе Ді­

вати значні помилки, що ідшструсться наведеним прикладам.

ОСНОВНІ РЕЗУЛЬТАТИ ТА ВИСНОВКИ.

Hat-їдені з дисертаційній роботі основні ішкові результати поля­

гають в тому, що за допомого» використання розглянутих фунмій згущу­

вань:
1! запропоновано варіант загальної фзрии рішення тривимірних 

задач теорії пружності, який дозволяє одержати більш паост ріаеннч 

завдяки кінематичним властивостям ги.лей зміщень. Було одс. *їно рі 

вення щодо пруїнього вару та півпростору при неоднопідчих -{ПИИЧНк"; 

уиовах(ГУ), що задані на тозопхмі. Розгяяи" " 0 зобршн,:я й«нарід:.-,г 

рішень дая пружні» плит. Випалено, що прн вигинанні тозст:: плит 

виникає деяка чнаяогія з плоским деформованим стеном;

2) розглянуто форми рішень, щодо розрахунків зада 4 тонші 

пружніх пластинок (плоске НДС, вигин), та запропоновано негод щодо 

їх уточнення у випадку дії розподілах поверхневих нав*нтаіеио, 

який дозволяє одерхати точне рішення подо випадану відобравша н і -
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вантажень поліномами, Проведено порівняльний аналіз уточнені з точ­

ним рішенням задачі про навантаження пруїн»ого вару, який показав

їх  асимптотичний, з б іг  яри зменшенні товчиниі
3) проведене порівняльний аналіз, який показав асимптотичний 

з б і г ( ш и  товчина зменшується > головної частини рівень прухкіх плит 
та-пластинок пои бигинанні, «о обумовясмо неоднорідними механічни­
ми ГУ. Запропоновано розглядать ГУ к а зе н н о ї т е о р ії,  як асимптотич­
н і ,  S)C ДОЗ ЗОЛЯ С УНИКНУТИ ІСНУНЧИХ у КГЗСМИіЙ т е о р ії  питан», 8}ОДО 
урівноваженості паастикки;

4) одержано співбідновєнне для пластинок, я к і мавть жорсткість 
вигину та характерний масвтаб зміни НДС га к і,  so дезяолЕигь вважати 
модуль поперечного зсуву нехтовно малин;

5) одержано співьійкок' н ір , я к і дають можливість порівняти 
рішення пластинок у межах моделе? Ihmow^hko та класичної. Виявлено,
N0 при великих значеннях жорсткості поперечного зсуву рішення моде­
ли їикошайга асимптотично наближаються до результатів класичної те­
о р ії ,  а пр»! к а ш  — до результатів пластинок з нехтовно малим зна­
ченням шорсткості псперечкого зсуву. Запрооонсзано ефективні негоди 
уточнення рівень класичної те о р ії поблизу крав пластинок., я к і базу­
ються на методі малого параметру, та проведен1;- аналіз їх точності;

6! одеожано зображення рівенм» на п л а с т : ! ,  яка с ш д \" т ь с а  з 
трьох варів із легким запагнвєачем, цо дозволяй записати основні 
рівняння у в и гля д і, во наь «орну подібну до рішення :юд?яї Тннсвекка.
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