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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальність теми. Бінарна операція згортки мав важливі 

застосування в гармонічному аналізі, теорії банахових алгебр 

(нормованих кілець), теорії узагальнених функцій, математичній 

фізиці, теорії лінійних операторів у функціональних проетопах, 

теорії ймовірностей, теорії міри, теорії диференційних та інтег 

ральких рівнянь та ін.

Бінарна операція згортки, введена для кожної пари функцій 

банаховога простору, перетвори» цей простір на банахову алгебру.

Бінарна операція згортка, означена на декартовому добутку 

банахових функціональних просторів, нородаув білінійний оператор 

згортки, яки**, в свою чергу (при одному фіксованому елементі) по 

родіцуе лінійні і оператор згортки.

Луассон ще до 1820 року у своїх роботах записував інтеграли 

рівнянь теплопровідності у вигляді

аналогічні інтегральні вирази у овоїх дослідженнях використовує 

П. Двбуа-Реймонд, И. Чебишев, П. Даніеяь та інші атоиатияи (дйа 

іоторичний огляд Н. Бурбаки),

Одними а перших робіт, в яннх почалось вивчення інтеїрально 

го оператора згортки у лебегоних та ішвих просторах,були роботи 

У, Шга, Д* Гільберта, А,Н, Колмогорова, А, Бечинивича, 6, Титч 

марта, М. Рісса, Г. Харцт, Д*. ЛМтяьвуда, О.Л. Собпловч, F, п,ц 
«ша, А. ЗІгмунда.
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згортки в гармонічному аналізі, теорії сингулярних інтегральних 

операторів, теорії інтегральних операторів згортки, теорії інтег 

рвльних рівнянь з різницевими ядрами та ін . , були одержані в ро­

ботах У. Рудіна, П. Ко.да, Л. Хермандера, І .  Стейна, Г. Вейс,

Ж. Марцинкевича, А. Кальдерона, І .  Хіршмана, Р. Ьдвардса, б.Хью- 

іта, А. Бенедіка, P. I онсона, G, Беннета, Д. Бойда, Р. Ханта,

А. Блозінського, М, Тейблсона, X. Трібеля, С.Г, Міхліна, П.І.Лі- 

зорніна, М.Г. Крейна, Л,А. Сахновмча, С.Г. Крейна, Є .М. Семенова, 

С.Г. Самко, 1« Фефермана, Г. Сэмпсона, Р. Едвардса, В.Б. Коротко 

ва, В.Д. Сте .ан°ва , П. Халмоша, И.П. КонейЧука, Н .І. Ахіезера,
4.

Р. Шарияі, 0 ’Нейла, М. Мільмана, Д. Левитана та інших математиків

Незважаючи на велику кількість робіт з ц ієї важливої темати­

ки, залишались нерозв’язаними багато таких важких проблем як от­

римання критеріїв неперервності та регулярності інтегральних one 

раторів типу згортки в парах симетричних просторів, умов непе­

рервності інтегральних операторів згортки у просторах з і зміша­

но® нормою, питаний про з ’ясування умов неперервності сингуляр­

них інтегральних операторів, критерії о<&е*еності операторів ти 

пу Каряі-Літтяьвуда, операторів Кальдерона та ін.

Заливалась нерозв'язаною проблема фактор»з»ції функцій з 

симетричних просторів, проблема про вилучення з симетричних проп 

торів класу симетричних просторів, які в баияхояиии алгебрами 

ві повно агортки,та ін. задачі.

Мета роботи: провести дослідження з теорії інтегральний one 

раторів типу ягортки, зокрема операторів мультиплікативяої яг рт 

ки в класах симетричних просторів, введених 6.М. Селеновим та 

Я. Люксембургом незаяржно ^дин від очного, Одержати критерії об- 

, ^"’їНОСТІ оператог?” Я гттч^рудч. r'nr'1E»TOpi« типу Хяруй
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Діттльвуда, оператора Кальдерона в парах симетричних просторів. 

Дослідити властивість неперервності сингулярних інтегральних 

операторів. Вирішити проблему факторизації в класі симетричних 

просторів. Побудувати теорію симетричних банахових алгебр. Вив­

чити властивості нової операції згортки функціональних просто­

р ів , введеної автором. Дослідити деякі питання теорії радів 

Фур*в в симетричних просторах та більш загальних Р-просторах, 

які введені до розгляду автором даної роботи.

Методи дослідження. В роботі застосовуються методи теорії 

інтерполяції операторів у класі симетричних просторів, які вит­

ворені у роботах C.F.Крейна, 8.М.Семенова, та автора, методи 

теорії інтегральних' операторів, методи теорії рядів Фур'а, ме­

тоди теорії апроксимації.

Наукові.. новизна, . лшатіада тз .теоретична trtwrfQTfe.

Всі основні результати дисертації в новими. Вільшіс.ь ре- 

вультатів, одержаних- у класі симетричних просторів, а розв’я­

занням деяких проблем, пр поставлені у роботах П. Халмоша,

В, Оандера, С.Г. Крейна, 6.М. Сеченова, Р. Эдвардса та ряду ін ­

ших математик! в.

В роботі проведені дослідження по вивченню влаг -ивостей 

інтегральних операторів типу згортки в класах симетричних прос­

торів, операторів типу Харді-Літтльвуда і  Кальдерона, операто­

рів мультипяіквтивної згортки та їх застосування до теорем згага 

двиня. Одержано посилення теореми JI.B, Канторові про н*пдрев­

ність операторів у класах Лоренцввоьнях просторівс/ p,yl класах 

Мпрцинкевича f j у  . Одержані критерії неперервності оператор!я 

wmy *тор»ки ft деякяг г. ірах сиче^жчиях прооі'орів,
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Одержане розв'язання проблеми факторизації функцій із  симет­

ричних просторів.

Побудована теорія операторів,пс вгаючшгь класи інтегральних і  

сингулярних інтегральна операторів, діючих в симетричних просто­

рах, побудована змістовна теорія симетричних згорткошх алгебр. Ви­

вчені властивості нової операції згортк.і банахових функціональних 

просторів, які введені автором дисертації. Проведено дослідження 

з теорії рядів Фур’е та згорток періодичних функцій у нових Р-прос 

торах. Досліджені умови неперервності операторів К-Пітре, одержан* 

результати зе госовані до посилення відомої теореми про неперерв­

ність операторів Стеклова. Одержано ряд інших результатів.

Результати дисертації можуть мати застосування в гармонічно­

му аналійі, математичній фізиці, теорії апроксшчціІ, теорії ймо­

вірності, теорії складних систем.

Дублі. дції. Основні результати дисертації опубліковані в 

роботах [Ї-TZ].

Апробація роботи. Результати дисертації по мірі їх отриман­

ня доповідались на семінарі академіка В.О. Марченка в Харківсь­

кому держуніверситеті, та семінарі Інституту математики Академії 

Наук України під керівництвом академіка D.H. Березане ьго по, на 

семінарі відділу теорії функцій Інституту математики Академії 

Нэук України під керівництвом професора 0.1. Степанця, семіна­

рі іі.атитуту кібернетики Академії Наук України, Міжнародному 

семінарі з теорії інтерполяції лінійних операторів та ї ї  засто- 

^т^иия під керівництвом професорів С.Г. Нрейна та Є.М. Оменор-> 

v Ргронекському деруні вереитеті та іти* семінарах.

Доповіді та науко*! повІдомпемня, які 6р9у*тс« т  резуль­

тате* лиоертяпії, ие^лнорвзеве арс>б»еиі нч Псеео^зкн* ІЬ-
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роимсышх іе тематичних школах Д977-399І p .p ./ і  Всесоюзній 

Новосибірській школі з теорії операторів у функціональних 

просторах в 1986 р. в м. М іассі, на міжнародному симпозіумі 

у 1992 р. в м. Ласпі, на ювілейній науковій конференції, 

присвяченій 76-річчв професора, заслуженого діяча науки Ро­

с і ї  С.Г. Крейна у Воренеяеьиоцу університеті а 1992 р.

Автор висловлює глибоку вдячність академіку Ю.М. Бере- 

ваноькому за обговорення результатів дисертації, цінні за­

уваження та підтримку.

Структура і  об»ем роботи. Дисертація складається is  

вступу, чотирьох глав, та списку літератури, s*o мієтнїь І Об 

найменувань. Об'єм роботи - 202 сторінок жшинвпиеиогв Т*(*й- 

ту.

ОСНОВНИЙ . ЗМІСТ ДИСЕРТАЦІЇ

У встувній частині дисертації обгрунтоване ак?У«яьйІ!б$ь 

теми, дано короткий огляд результатів, які одереші рідоцими 

математиками, починаючи а Пуасеона, У. Юнга w  ІйТОК,

Подане виклад основних ревульт*тів диеергацН по чает»*

нах.
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ІНТЕГРАЛШІ ОПЕРАТОРИ ТИПУ ЗГОРТКИ В СШЕТРИЧШХ 

ПРОСТОРАХ

І . І .  Основний результат складав теорема 1.1.1. Нехай ядро

М (S,-fc) - вимірне на добутку ( ( 0, 1); { !х )х ((О , і)} dx: ), 

де ((0,1>> СІХ ) ~ простір з лінійно» мірою Лебега. Нехай

,айє» ’Ч0 ПРИ майне кожному фіксованому S € ( О, і ) воно, 

чв функція від t  , належить простору М ^ £ + ) ,  впри

майже кожному фіксованому t  £  (0 , і )  воно, як функція від 6  ,

простору (ft^ (s.) } ( t ), ?

Крім того, виконані умови:

II К (s,+) IlHv̂fc) « Со (X)
II K(s,-t) о*>> (2)

РІВНЯННЯ

< & ( Ш )  ) (3)

мае хоча б одае вимірне рійеннл &{t-) • Тоді, r tw  оим*тр1,чмчп

прпптір Е ( (д > С ІХ .)  такий, що

і  г  р е  м>

fo інтегральний оператор ш ядром }*( , ч*ий ми поз-

начиню ' ^  , обмежено дів з Е > t1 » Д6

llyllF  -  //^*YSrt))%;V+)(lp



Висновок І (Посилення теореми Л.В. Канторовича). 

Нехай виконані умови

7

II К f S/£)

*  P  ) £  >  <3 » ( l- c b / g .) p ‘s  'Z; p  *■-‘i  *  t 7

i / p  + l/ p *  =  1

Зауваження. Висновок I e суттєвим посиленням теореми Л.В. 

Канторовича. Посилення міститься у тому, що на ядро накладнвться 

більш слабкі умови (6) і  (6), замість умов

відрізку і )  , невід'ємне, симетри ..іе ні С-Х* 1)

та складав на 0 ),І) , Тоді для того, ц^в інтегрял*чий оператор

Тоді інтегральний оператор r[j£ обмежено дів а с£~р в

II С (б‘ )

II К ( * > * ) І І Х Ь ' Ь У *  C z  +  c~>. <6‘ >

Одержане більш оильне твердження

НІШ твердження гут^ , р

1.2. Основний результат складають такі «ведення.

Теорема І . 2 ,І (Критерій неперервності).

Нехай ядро K ( S )  визначене та інтегроване на кожномуНехай ядро )< (S>)

•гортии в ядром / /  (<, ) обмежено діяв s Ъ?г р y'V; „ меой- 

<♦,r«tn і доведіте щтон&тп співвідношень



II -< С і. ^  ж *  <8>

Ц Î  -*• «*»>

де

± + І./& . -  < /°  + *■/*-. )

Зауваження. Теорема 1 .2 .І ,  вокрема, виявляв, що умови (І) і 

(2) теореми 1.1.1, то ад і (неполіпшувь.іі) у тому зне знні, що іє ­

ну* клас інтегральних операторів - інтегральні оператори згортки 

і клас просторів - лебєгові простори для яких умови (І) .

T9 (2) в необхідними,

Теорек 1.2.2 (критерій неперервності).

Нехай Е. ((~ с^ ? '^')) с4х,) - ідеальна структура, яка

мав властивість Фату і в інтерполяційною мія c^frf. та сХ^оо 

просторами.

Тоді для того, щоб інтегральний оператор згортки з ядром /< 

обметено ііяв  з в t  , необхідно та достатньо^ щоб /<^6 В

1.3. Основні результати містяться у таких теоремах.

Теорема І .З . І .  Нехай ЕГ* ((о ?± }; ( fa  )f £ я (( 

і jP ^  ((0)±)ур(і: ) “ симетричні просторі такі, що індекеч

Войда цих просторій зв’язані нерівностями:

1) f- P ^ t  і  +

2) + р є 3 1>

Тоді інтегральний оператор типу згортки

( Т ї х )  ( і )  -  \ K ( t - s ) c c ( s . ) c 4 s

І «єно дів я t r  , X  р- ч в Г (.

8



Теорема 1,3.2. Нехай симетричні простори jET* ((&> ^)} РІ̂ . ) 

'B x((o ,± )l^4)t Ез.((0)1)', d~k) та к і, що?

1) <^Е^+^Еі. ~ й,Ч~ <^Ег,

2) 4- сКе & ^  1  .

Тоді знайдеться така додатна, вяігауга функція (f{ ir ) , що

м % с £ з ‘ оператор типу згортки обмежено дів з Е і  X / '1 if
в Е *  •

Теорема 1.3.3. Нехай симетричні простори Еі_(( °j  ̂У>ОІ-і ) 
і E f £  (C°j і ) ) (?(+) такі, що виконується нерівність

а) — oIE jl .

ЩО
Тоді існує ненульовий оператор типу вгортки, обмежено діє

. з H i  ((0jl)'_,0(-tr ) в ЕЕ г ((О) і  ) d± ) .
Теорема 1.3.4. Нехай симетричний простір Е; ((0 } 1)\ )

і додатна шіщуть функція ty({-) такі, щоо((= і. . і.

ці інтегральний оператор типу згортки обмежено дів а

в ELt}(fK)/t.
Зауваження. Дана теорема містить, як окремий випадок, відиму 

теорему С.Г. Крайне і 6.М. Семенова про неперервність інтеграль 

ногп оператора типу згортки
t

(Тк ) ( і ) ~ \ К (і s) xfsjrfs.
о

1.4,1. Основним результатом цього параграфа в

Теорема Ї .4 .І .  Нехай х  і [ у - симетричні просторі

,  9



10

Нехай додатні вимірювальні фуннції п  такі, що:

I )  U (f +(AEjc '>"£* *) c t v +с(Цр 4 *

3> 4> Я Є у  ■< 4 .

Тоді Інтегральний оператор згортки

Ти f(x,#) =  \  ^ K ( x - s # - * ) ? ( * > *№ *
“ —0Q —<Х. -

обіюкмо дів •  простои? Е у С Е х  ) х  / І и у  ( / % , , ]  в

Р  ( G  З , де

l l f l l p  =  I I  Щ і ь  II

П № ~ И  Не*.
Зауваження. Доведена теорема істотно посилює основний 

результат К. Бенедіка та К. Пансона про нерівність Енга в прог 

тора* ) ,

1.5. Присвячений сингулярним інтегральним операторам.

В даному параграфі розглядається новий каао операторів

( / 4 к  f  ) ( $ )  — ^ f im  \ К (s/ b } f & - ) ° ( (6 . 1 )

лкий містить клас сингулярних інтегральних операторів.

Досліджується клас оингулярних інтегральних операторів я 

ядрами, що ааяеяать від ріта^ці аргументів

( Т f ) ( T )  =

(9 Є * / i f  “  0 0  > 0 0  ̂  ) ~ евпврчЛйлиий ЗИИУЦМОТИЙ гтров-



гір. Інтеграл, в вагальному випадку, роаумізться як голов 

не значення.

Теорема 1.5,1, Нехай ( ( — оа^ О а )  y d- i)

а) І К { Х ) І & 6 ^ ^ ,  в) K f x j  € C ^ '

0) І  Н ' { х )  І ^  6 / } х ! г .

Тоді оператор 'J7 обмежено дів з в £ :  , де,,£Е

таке, що:

. I) l l d t l l E ^ O C i )  при ± —> о ,

2 ) / /С З І- / /Є  — О ц р И -t---- *  «=-о,

означав ыератор, вже розширений за неперервністю на все f~

Зауваження. Умови на ядро )̂ ( , накладені у попереків

теоремі, можна послабити.

Теорема І .б . І .  Нехай ядро задовольняв умову

\ I K ( x ~ # ) - K { b c ) f d x ^  &  І # І > 0 .
\ХІ

Тоді Т  - оператор сильного типу ( Е  } Н  ).

Теорема 1.5.2, Нехай ядро ^  f x ) задовольняє умови s

1) І К Ґ Г ) І  *5- &  І Х І ~  1) І ОСІ > О  *

?Л \  І  К  ( i t  # - )  ґ о с ) I  d x  В ; / ^ 1  > 0 ;
L r l  f r Z tU t

I I



з) ^ (x)dx™ О % о <  # t <  Rx<. си, 

П ^< \ х \ ^Я г

Покладемо Г ~

т і м  =  j  « > »
t v

Тоді справедлива нерівність

llT( fllE  *  A e HfHe.

Крім того, існує границя в £  ,

Виночувться нерівність

l lT f- ІІЕ ^  /4 є  IlflfE ,

де задовольняє умом теореми 1.5.1.

Зауваження. Доведені теореми в узагальненням відповідних 

теорем І .  Стейна та Г. Вейо.

Теорема 1.5.3. Нехай сингулярний оператор 'J 7 аадоволь- 

ияя умови теорем 1.5.2 і  виконані умови

І)  р Є і  <  ± ♦ 2 ) <  сЛ В і  .

Тоді оператор 7 '  обмежено дів з симетричного простору 

((~ ж )т>4)'/(ІІх) в сепарабельний симетричний проотір

г ((~~ оо ,о*>)} б/яС ) .

Теорема І .б .6. Нехай оператор A fa  « заданий рівнянням

0 4  *  *  )(•< ;) І!< (* ,+ № < % ,■

визначене »ч всіх ОС £  ^ V 1 *+ ) * номутув доцчтикм

рочтягом. Тоді /\(/ в оператором мультиллікативноТ ягпртки.

12



• ІЗ

Теорема 1.5.10. Нехай оператор , заданий рівнянням

(Ь .І), коцутуе з і зоувом, додатними розтягами та антикоцутув з ві­

дображеннями . Тоді оператор Д  ̂  , заданий рівнянням (5.1), від

різнявтьоя від оингудярного інтегрального оператора Гільберта на 

постійний множник.

1.6. В даному параграфі вивчене питання про апроксимацій 

одиничного оператора розтягнег’ям згорток.

Класична теорема #ейера стверджу*, 40 середне арифметичне 

перших сум *ур’в фуннції ) рівномірно прямуй до

f H )  при И - >  о» , якщо - неперервна з періодом

в §£)Ґ .

Відомо, ІДО ^

&  ) =  i t  ^ ) -  \ / А  и  (в і

о

Ае Ф п ' М ~  • S t ,

s tir

^  CP n  ( u ) c t u  — ± >

О

И.І .  Ахівзером було введено до розгляду біяіл заіальний.нів 

(6 . 1 ), оператор

(Кї f )('r ) “   ̂ \ f a )  К fa >2)
<̂30*

■ к ^ )- k ( * ) }  X  /./ ^ ^  - і

- eO

f / ( 'X )  обмежена на j •!; I 1 , K* f̂ -  ̂обмежена на Coj
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Основним результатом даного параграфа в

Теорема 1.6 .1. Нехай £ЕГ$~- - сепарабель-

ний симетричний простір. Тоді справедливе співвідношення

Одержано ряд інших результатів.

1.7. присвячений мультиплікативним згорткам  те їх  застоеу-  

р я ч н в  д о теорем  вкладення.

Основною в цьому параграфі в

Теорема 1.7.1. Нехай максимальний ідеальний простір

І )  <5+ : Ь  —> Е  ‘

<■) ТСго,п & )+  ± Ус*-,0*) НУ £ Н * і Г ( 
3) /ІсЗ^ ) £  Ftfo, I

Тоді справедливе включення

Івореме 1 . 1 . К ,  ипврвтор j  О  иоичяизни д ів  a b ^ / J y -Щ

4 , л « *  » * и * г „ .  =  (
' '  о

(Ipfi)fc) ~  \ $ ( *

Теореме 1.7.2. Оператор 'fa  обмежено дів в

1(рім т о г о ,

t/£ 4 і г, */?+*/*', llX ll^4 ,^llyr^ /4:diz

II х (€ .  00,00)', of+ *•



Наслідок. Справедливе включення

(Ао, А <z ( Ао,А±)е,ґ$,р)у* <=

. (/\о у Л і) у

Де

V а Ч ц .Л )в*  = ( W eK ( ^ ) f 4 ) t

15

Зауваження. Твердження наслідку в посиленням відомої теоре­

ми І.Л . Ліонса та І .  Петре про включення

( А о , А і ) в , Р  < : ~ - ( ' А о , А і ) д , ф . ,

якщо р  <  р

1.8. Оператор Харді-Літтльвуда у симетричних просторах.

В математичному аналізі важливу роль відіграв оператор Хяр—

ді-Літтльвуда, який задавться Формулою
-h

Цей оператор можна вважати неперервним аналогом чезароельких 

передніх для функціональних рядів.

Теорема 1.8.1. Нехай*симетричний простір £  та мульти- 

плікятивна функція ) задовольняти» умову

-k в р  <  1 .  '

Тоді оператор Харді-Літтлі.чуда обмежено дів в fzz р  , л£

II ХІІЄ =  і і я 'н ) р & ) ік ь  -



Теорема 1.8.2. Нехай симетричний простір та напівцультиплі 

нативна функція такі, ч° о1[= Ч-olj) ^ 0.
Тоді оператор

Н±х(+)~  ^
%>. ■£ 

обмежено дів в Е j> •

Наведено нсве просте доведення теореми Т. Шимогаки про не­

перервність .аератора Харді-Яіттльвуда в р .
Доведені ряд інших теорем.

1.9. В даноцу параграфі вивчається оператори, близькі до 

операторів Харді-Діттльвуда. Наведемо більш загальний вигляд

операторів такого типу ^

(Н*х)(+)=^ [ос(s)tfVrs).
о

І *
Одніев з основних теорем даного параграфу в

Теорема 1.9.2 (Критерій неперервності оператора /~/ Ц?).

Для того, щоб оператор J-j обмежено діяв в омметри« h o - 

м., просторі Еґґ0/0̂)} такому, де о̂ Е - j ^ E  . необ­

хідно і достатньо виконання співвідношення

J д Е  ^

Доведені деякі інші теореми.

1.10, В теорії інтерполяції лінійних операторів ваячиву роль 

відіграв оператор Кальдеронаs ідо заіузвгьея формулою
С*5

SxYf) — К Т С 'ь ) (У Іт і^ /  ~  \,
-> і ~ О ;  і ( п  ( t J j
о

16



tMf

де ( Я Ю ,  ЧЪ (*>  ввігнуті додатні функції.

Теорема 1.10.1. Нехей симетричні простори [£±> те фук

кції ( t )  ( ( ' О,і) задовольняють умови j

І )  % ( + ) ' Є Е і  ,  6>6ґо , і\

. <?*(+ ) w S '% ) ) <ж ) :

2> (М ч%  (а) Є Е Ї ? (М(?)в (+о) ~ о, 

(сМц>)д (s') =- (s) Лц>{ е (%)}

F- ̂  - ДВОЇСТИЙ ДО EEj проотір.
Тоді оператор ,3  обмежено дів з в Е  2 ,

Наслідок. Нехай в...<снані умови попередньої теореми. Тоді 

будь-який лінійний оператор слабких типів ( Ц-і, ) і 

Л а . і Л )  одночасно обмежено дів з jP  t в .

17
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БІНАРНА ОПЕРАЦІЯ ЗГОРТКИ В БАНАХОВИХ ФУНКЦІО­

НАЛЬНИХ ПРОСТОРАХ

В 2.1 негативно вирішується (у випадку симетричних просто- 

рів) проблема $ чторизації. Суть цівї проблеми складається в мож­

ливості розкладу функції '^6  Е  у вигляді , Де

О, Ц ; У  - простір періодичних функцій.

Класичн' й результат розкладу

X  ■= ^

був опублікований У. Рудіним та П. Коеном, хоч раніше був відо­

мий ^алещу те Зігмунду. Р^діним та Коеном був доведений розклад 

вигляду

де Е  р  або CZ — С .  і ■ —

Р. Едвардсом було пос*авлене питання. Чи вірний розклад 

вигляду _

^ р  ,  Р > 1 ,

Де - простір JOT - періодичних функцій таких, що

£!/" В

І І х і і ь е р ~ (  [ / т ) і роґ іг ).

о
Була одержана негативна відповідь на це питання.

Очевидне включення

^ ? р  *  с ^ я  с  ■

Природно виникає п’-тання, чи нй ме*на ям!нити o?fp  на іч 

ший простір (s невивначеного класу) р  тчк, щоб виненуваяйеь

рівність Г-, _

Е ~ Р * Р



Зокрема, чи вірна рівність

е  =  е * е ,  Е  * * * < .

Основним ревультатом в даному параграфі в 

Теорема. Нехай Е  *а р  симетричні простори на 

(0)2ТГ) , Е  та Iі - просторі <й// - періодичних 

функцій таких, що

IfDCllg' -H o cf+ )T L (C)2inll£f 

II X I I^  = II x ( + ) K ( o , & r ) H F .

Тоді рівність

В  *  F  = Е

можлива тоді і тільки тоді, коли ,

Наслідок І . Нехай Е  - сепарабельний симетричний прос 

тїр. Тоді справедлива рівність

Е *  Й  -  Е .

Наслідок 2. Рівність

Е  * Е  -  Є

мотива тоді і  тільки тоді, коли Е  '

Одержані і * і  результати, пов'язані з проблемою фактори™

n it .

8.2 . Згортки МНОЖИН ПРрІОДИЧНИ* фуШЮІЙ.

!іп!»ич«чмр ч°ре? /у |р підмчоитну п t  ljjj  *игяпд,\ 

г>о * ,

О / П  -■ {  По н- _  О п (£■0
ц - і  t?

19



де CrL- д ®ІПІ таких* 4°s

1) \ П^~^Р Оп. — O ( l ) ,

2 ) h J L~*/ / ° дй п =  0 ( i ) ,

o o

3) j > _  n * ~ ±/pi A 3an\ *■ o- ,

/7=0

де —Clt\~Qni-i. > Д  $n.~ ~-Д $(1+1 ,

Умови I)  - 3) назвемо ^  — умовами. Відомо, що справедди 

ef включення

/N p  о£*р > Р > 1 . (2 .2 )

Б даному параграфі встановлюється включення

М р  C l ,  р > 1 ,  (2.3)

яке в значним посиленням вк .вчення (2 .2 ) та в точним в класі 

симетричних просторів з фундаментальною функцією

4 h ( + )  =  i i / p
Осиозний результат даного параграфу складається у виконанні 

включення rs^

М р *  (g 4 )

i/fc  + i  =  UP\-t/£K T
Доведення цього результату засновувться(зокрема,на таких оцінках 

ядер Діріхле та іейвра, одержаних в дисертації :

| | 5 )д /  ІІ'е  “  OCC^ ' l / + Не ]? {8*55 

I I  F a /  / і г ~ ~= 0 [ 7 л / і  і  )// d f l F  ] ?(й.б)

20



Де E f ( D , 2 l T ) ‘, d t )  ~ СИМвТрИЧНИЙ простір.

2.3. В даному параграфі введена до розгляду Нова бінарна 

операція - згортка банахових функціональних просторів.

Означення. Згорткою просторів Е  ± та Е  z відносно 

простору Е  називається простір, який позначавться 

F i :* iE 2 * 3 замиканням в £ 3  лінійно! оболочки множини

( Е Г і *  Е г )  * * U y  I

Зауваження. Простір t  в банахов им.

Властивіать ї .  Справедливе неперервне включення

Є  <= Ег.

Властивість 2. Операція згортки просторів переставна. 

Властивість 3. Операція згортки просторів асоціативна. 

Властивість 4. Якщо один з просторів Е ї і B<So E j

інваріантний відносно зсувів, то / Р  -jjp3nr - інваріантний
— і  *—л

відносно зсувів.

Теорема 3.2. Нехай Е± } Е  а } Е  $ - сепарабельні си­

метричні просторі на (Ч  о с , + о о ) .  Тоді справедлива рівність

Теорема 3.3. Нехай hr. - симетричний сепарабельний простір 

на ^ - о о , ов ) . Тоді для того, щоб існувала згортна рг  ^  р:

необхідно і достатньо виконання співвідношення

%  (+ ) . * с - 6 ,-

де ( f  ) - фундаментальна згортка симетричного прос 'ру,

F
Теорема 3.4. Нехай ісчув згорт»ч Е ^ ^ Е ?  < ,0Ч* спрч-

21



вежлива нерівність

і ї р ( і )  < С  4>e<(* )Ч к ж ft). ^
Наслідок. Дія toro, щоб існувала агортиа 

необхідно і  достатньо виконання рівності

1 / р  + ± / £  =. ± + d/Ъ- ) > £ > 4  , Ь >  ± ,

Одариано ряд інших результатів.

22
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СИМЕТРИЧНІ АЛГЕБРИ

. 3.1. Цікавою і важливою в така задача. Чи буде той чи ін ­

ш ій  функціональний простіп банаховой алгеброю відносно операції 

эгортки?

Тан, наприклад, (&■ * ) “ алгебра відносно операції

згортки, , де р > і  -н і .  , ^ 1  f/Q i.)  *

( iQ i) - симетричні простори. Виникав природне цікаве і

важливе питання. Чи існує симетричний простір ЯЕ в*д*

ріянявться в ід ^ " ^  ( і що в банаховою алгебро® відносно опе­

рації агортки? Яка будова цих алгебр - який простір максимальний 

ідеалів і т. ін.?

Теорема 3.1.1. Нехай Jz  . - простір вимірюваних, JF// - 

періодичних функцій з нормою II х  Не  =  І! хСіг) Г ео^т  )Не ,

Д0 Е  * симетричний простір на (D-, ЭЖ), інтерполяційний мі* 

та ; тоді Е  - алгебра 

Теорема 3.1.4. Нехай ££ '  симетричний простір на ^- со ; с*>У

в банаховою алгеброю відносно операції згортки тоді і гіпь- 

ки тоді, «ода винонувться співвідношення

¥к fc) э* С f  , t  6 Г* > + 00).

Теорема 3.1.5. Hexefl - симетричний простір на (--оо, ««■)

£  в банаховою алгеброю відносно операції эгортк» оді

І тІЯІіКН тоді, код»

Е fT • ОА, Ж ).
3,8 ПрЧСІИЧИїМЙ РИвЧ«|»да <?Tpy)*Ty|WM* ВЯ«ГТИВОГТ»'ї,



Теорема 3.2.1. Нехай £  - банахова алгебра відносно опе­

рації згортки, де - сепарабедьний симетричний простір на 

'- сю  , схз) . Тоді простір максимальних ідеалів для скла­

даться s мультиплікативних функціоналів вигляду

■ , С Н  ( f )  =  /
Теорема 3....2. Радикал алгебри [£((-&«*/ ) , де

((- ©о, j  - сепарабедьний симетричний простір, скда-

давться з одного нуля, тобто ; - напівпроста алгебра.

Теоремь 3.2.3. Нехай Є ЕЕ. , де Е  - симетричний ое-

парабедьний простір, який в банаховою алгеброю відносно згортки.

Тоді для кокного £  £  £  і , І  > о  існув функція hi € Є  

таки, що виконується співвідношення

• > J I h l l E ^ S ,  ■) / U )  =  / V )  - / г * )

для всіх S з деяким окслом ТОЧКИ "t ,

Теорема 3.2.4. Нехай ^  Ez ~ деякий підпроотір

В t z  . Якщо виконується співвідношення

I f -  о  Iy f  € у ;

тоді множина /\

містить носій розподілу if .

Теорема 3.2.8 (увагальнена теорема Вінара).

Нехай У̂° -  замкнутий підпроотір в Е: • інваріантний
відносно всувів, і якщо множина ^7 ’’ (у*) спільних пулів перет­
ворень ®ур'в функцій s порожня, то у ° FE  ,

Теорема З.Й.6 . Нехай £Е ((— оо, сеяяраб^нь -

ЧИ* «В**рЙ*НИГ п р о ст ір , ЯКИЙ * Лвяаігояо»Ч**ГвЧр©0 ВІДНОСНО POP-
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рації згортки. Замкнений простір в {— (ґ~ о о  , оо  ) 'j .c k )  то^

і їільки тоді інваріантний відносно зсувів, коли він - замкнений 

ідеал в .

W
8.3. Структурні властивості алгебри ££ >

Теорема 3.3.1. Будь-який нетривіальний комплексний гомомо 

різм ££ В Су ма« вигляд ^

У п  ( f ) = f ( n ) , f < = E ,

ЕЕ ((0\2<7r))di-)~ сепарабельний симетричний простір.

Теорема 3.3.2. Нехай алгебра [£ така, що

Е((о, АЮ;d+) Oj 2ЇГУ, 'db).

Тоді в £Е е прості елементи.

Теорема 3.3.4. Ідемпонентами в ЕЕ будуть елементи виг 

ляду у

Є3 ( к  ) =  У ~  Є п  М  , А / ^ о о  ,
/і *  і

Д«. (О ^  ) n ^ ' Z ,  * тіль,,й 80НИ-
'•s.

Теорема 3.3.4. Підмножина алгебри £  в замкненим, інва

ріантнмм відносно зсувів підпростором тодт і тільки тоді, коли 

Porto ~ замкнет*# ідеал в J~ .
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Ш Щ Ш АЯШ І БАНА2Ш ПРОСТОРИ, ІНВАРІАНТНІ

відносно ьсувів, розтягів та відображень

Класичні лебегов! простори були детально досліджені до сере­

дини тридцяти* ,'КІв. В І9о8 p. J1. Марципкевичем для форцулювян- 

ня інтерполяційної теореми були введені нові простори, які потім

були названі просторами Марцш евича. В 1950р. Г, Лоренцем були

введені нові простори - простори Лоренца.

Незалежно один від одного G.M. О є у є н о в н м  та В. Люксембургом 

були введені сжметричнх (перестьвно-ікваріантні) простори, яні 

міст-ть в собі вище названі класи. Симетричні простори мають ряд 

властивостей:

1) інваріантність відносно зсувів;

2) інваріантність відносн розтягів;

3) інваріантність відносно відображань (для симетричних прос

торів s симетричним відносно нуля носізм).

Якщо (’чметричИйй простір сепарабельний, то справедливі ще

і властивості;

Ідеальні простори, введені Л.В. Канторовичем та М.Г. Крейном., 

розглядались і вивччлиеь різними авторами; в властивістю* І)  роз­

глядались НЛ. Ахівяером, а властивістю й) - М.й. Корнійчуком та

4) ^ІІЛХ0 II ft ft Не  =  о  ;

r\ A- II ОСИ * h )~ oca) IIez „ ,
5Ц і,<6m  ------- ------  —  ~  C ( £ )  ̂tx>.
Т’бв h -•■> ->o II ОС II &

ін. Bwnxofif я-'стори -З // • періодичних Фуч'іцІЙ, інваріантні



відносно зсувів, які мають властивість 4)f розглядались Кацнелі- 

сомом для узагальнення деяких результатів теорії рядів Фур’в, 

Однак, аксіом, введених Кацнельсоном, виявилось недостатньо цлр 

формулювання багатьох важливих питань теорії рядів Фур’в,

В даній главі вводиться новий клас Р  - просторів, який 

містить, зокрема, всі сепирабольні симетричні простори.

4.1 присвячений вивченню деяких властивостей лінійних 

ряторів,що діять в ідеальних структурах, інваріантних відносне 

зсувів. Доведено, зокрема, узагальнення теореми Л.Хёрмандерп про 

зобракуваність оператора, інваріантного відносно зсувів у вигя" 

д-і згортки з узагальненою функцією. г .

В 4.2 вивчений f /  - оператор Пітре, ідо діє в парах 

ідеальних структур. Доведена лова інтерполяцій л Теорема,, яка 

використовується до посилення класичної теореми про яеперерв 

ніоть оператора Стекловв.

4.3. присвячений вивченню деяких питань теорії рядів Фуг'* 

у нових р  - просторах.

Наведемо деякі результати.

Теорема 4.3.1. Нехай f— ((—■&**, .зд)) ґ !і ) * р  - Щ т'~

ром. Тоді справедливе співвідношення

Л м  ' I I і
А/ •-> по 1 І

/І у  | /£-  — /І осв-) ~А (оуляг) Не ї .

Теорема 4.3.2. НехчП fz  прос^г"»

ї співвідношення

IIҐ f. !іе  -  іО (+У  , / ^
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Тоді для ядер Д ір іо е с2 ^ ,& ) їа  *ейвра fiiy  (X ) 

лизі оцінки

42) у  Не  =  O L U ^ t ) H 6 j - i
ь2а/ f- і

при / /  -> t>o,

/ / Я  U s  -  а ( Л / ^ г ) Ц ( 5 Л -  t- ■- і

Щ)И ,4 / '  ,

Теорема 4.3.3. Нехай ^  Р~

Тоді, якар для дод'тної послідовності (Q tb) 

співвідношення»

і /  0 *. • / г  //6 -^ / /б  - О  ( і  );

2/ А п.г I I I I £  ~ 0(^К
©О

з/ J>  п ’ нб± їі£-1лгап І <
- >Г~ о  ,

о о

то послідовність (Оц >ц- I e 

tfe деякої фунеттії я р :  .

2В

оправед-

Не і  

//є]

простором.

виконані

№  «ft ЦІ ЄН-
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