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И v
Загальна характеристика роботи

А кт уальн іст ь  теми.  Досвід нагромадж ення т а  систем атизац ії 
онаиь в галузі дослідження м атем атичних моделей ф ізичних явищ 
демонструє велике значення використання класичних аналітичних ме­
тод ів  побудови р о зв ’язк ів  граничних задач м атем атичної фізики. До 
таки х  м етодів відносяться м етод суперпозиції (метод Л ам е) і ме­
тод  власних функцій (м етод Ф у р ’е), які грунтую ться на розділенні 
зм інних. Н езваж аю чи на більш як столітню  історію  застосування 
цих м етодів в граничних задачах  м атем атичної фізики, актуаль­
ними, як з  теорети ч н о ї, так  і з  прикладної точок зору , залиш аю ться 
питання м атем ати чн ого  обгрунтування їх застосування до конкрет­
них граничних зад ач  теор ії пруж ності. До таких питань, в першу 
чергу відносяться: питання р о зв ’язання і асимптотичної поведінки 
р о з в ’язк ів  інтегро-алгебраїчних систем лінійних рівнянь, які вини­
каю ть при використанні методу суперпозиції, питання про харак­
тер  зб іж н о сті аж  до границі рядів і інтегралів, що представляю ть 
р о зв 'я зо к  граничної задачі. Ефективне застосування методу вла­
сних функцій до складних граничних задач м атем атичної ф ізики 
пов’язан е  о подальшим розвитком  спектральної теор ії звичайних 
диф еренціальних операторів  і ж м утків операторів. В практичному 
плані кожен із  названих двох м етодів маг певні особливості. Так ме­
тод суперпозиції більш пристосований для аналізу ближ нього поля, 
в той  час як розклади з а  власними функціями важливі, особливо в 
динамічних зад ач ах , для аналізу дальнього поля  Тому важливим і 
актуальним  є встановлення аналітичного з в ’язку між зображ енням и 
р о з в ’язку граничної задачі з а  методом суперпозиції і з а  методом 
власних функцій.

Я к відомо, при дослідженні певних граничних задач  м атем а­
тичної ф ізики велику роль відіграє використання класичних інте­
гральних перетворень, які являю ть собою  аналітичний ап ар ат  сінгу- 
лярного випадку застосування методу власних функцій. У 1938 році 
М .І.К онторовичем  і М .М .Лебєдєвим було введене нове інтегральне пе­
ретворення , яке з в ’язане п циліндричними функціями Веселя. В по­
дальш ому це перетворення знайш ло широке використання при аналізі 
граничних задач  акустики і теор ії пруж ності для тіл у ф орм і клина 
чи конуса. Р азо м  з  тим  на сьогодні актуальним  залиш ається питання 
про розш ирення класів функцій, для яких справедливі відповідні (ін­
тегральн і зо б раж ен н я Конторовича-Л ебедева.
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М ст ою  роботи і  розвиток  методів суперпозиції т а  власних 
функцій щодо зад ач  лінійної теор ії пруж ності т а  подальш а р озроб ка 
аналітичних ап ар ат ів  цих м етодів.

Теорет ичне значеним і наукова новизна  дисертаційної роботи  
полягаю ть в том у , що

-встановлено аналітичний з в ’язок між методами суперпозиції 
т а  власних функцій;

-дослідж ено питання р о зв ’язування і асим птотичних властиво­
стей р о з в ’язк ів  інтегро-алгебраїчних систем лінійних рівнянь, які ви­
никаю ть в процесі побудови р о зв ’язків-граничних задач  по методу 
суперпозиції;

-встановлено асим птотики  коефіцієнтів розкладу з а  однорідни­
ми р о зв ’язкам и в зад ач ах  теор ії пруж ності для півсмуги, запропо­
новано способи регуляризац ії рядів з а  однорідними р о зв ’язкам и у 
випадках їх  розб іж ності;

-встановлено однозначну р о зв ’язуван ість  задачі Діріхле в кла­
сичній постановці для бігармонічного рівняння в півсмузі з  криволі­
нійним торцем ;

-проведено аналіз застосуван ня гіпотези Релея до задач  теорії 
пруж ності для півсмуги з  криволінійним торцем;

-встановлено нові р езу льтати  про розклад з а  власними функ­
ціями ж м утк ів  диф еренціальних операторів т а  функціонально-дифе­
ренціальних оператор ів  з  отрим анням  оцінок швидкості зб іж ності в 
р ізних функціональних просторах ,

-встановлено нові класи функцій, для яких справедливі інте­
гральні зо б раж ен н я К онторовичи-Лебедева.

Практична цінність роботи. Р езультати  дисертаційної р о ­
боти  м о ж у ть  бути використані при теоретичном у і чисельному ана­
лізі р ізних  граничны х задач  м атем атичної фізики. М ож ливість їх  
застосуван ня  до зад ач  теор ії пруж ності показана в самій роботі. 
Р озроблен і методи дослідження властивостей р о зв ’язання і асимпто­
тичних  властивостей  р о зв ’язк ів  певних класів інтегральних рівнянь 
і нескінченних систем алгебраїчних рівнянь являю ть собою  інтерес 
для обчислю вальної м атем атики .

А пробація  роботи.  Р езу л ьтати , які викладені в дисертаційній 
р обот і, доповідались на конференції ім. І.Г .П етровського по дифе- 
ренціальних рівняннях (М осква, 1985), 2-й Всесоюзній конференції 
по те о р ії пруж ності (Тбілісі, 1984), на 3-й Всесою зній конференції 
по зм іш аних зад ач ах  механіки деформівного твердого т іл а  (Х арків,
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1985), н а  1 1 -й і 13-й конференціях молодих вчених Ін ституту  механіки 
АН У Р С Р  (К иїв, 1986 т а  1988), на 3-й і 4-й Республіканських школах- 
сем інарах по гідродинаміці (А луш та, 1988 т а  1990), Воронежській зи ­
мовій м атем ати ч н ій  школі (В оронеж , 1988), Всесоюзній конференції 
по функціонально-диф еренціальних рівняннях (Уфа, 1989), на 11 Все­
сою зній акустичній конференції (М осква, 1990), на 2-й і 3-й К рим ­
ських осінніх м атем ати ч н и х  школах по спектральних і еволюційних 
за д а ч а х  (JIacni, 1991 т а  1992).

Р езу л ь тати  р о б о ти  обговорю вались на наукових семінарах: у 
М осковському держ авном у ун іверситеті (керівники семінару проф. 
А .Г .К остю ченко і проф . А .А .Ш каліков), Ростовськом у державному 
ун и іверси теті (керівник семінару академік РАН І.І.В орови і), Ф ізико- 
технічном у ін сти тут і ім. А .Ф .Іоф ф е Російської АН, м .С анкт-П етер- 
бург (керівники семінару проф. М.М .Лебєдєв і д.ф .-м .н. А .С .Зільбер- 
глєйт).

В цілому дисертац ійна р о б о т а  доповідалась і обговорю валась 
н а загальн ом у  семінарі Ін сти ту ту  гідромеханіки АН України (керівник 
сем інару чл.-кор. АН України В.Т.Грінченко), на семінарі по загал ь ­
ній механіці у Київському ун іверситеті (керівники семінару чл.-кор. 
АН України А .Ф .У літко і чл.-кор. АН України В .Т . Г^інченко), на 
сем інарі по нелінійній те о р ії оболонок і стійкості багатовим ірних си­
стем  при Ін сти ту ті м атем ати ки  АН України (керівник семінару чл.- 
кор. АН України І.О .Л уковський) на семінарі по диф еренціальних 
рівняннях при Ін сти туті м атем ати ки  АН України (керівник сем інар .’ 
проф . М .Л .Г орбачук), на семінарі кафедри м атем атичного  аналізу 
С ім ф еропольського ун іверситету  (керівник семінару проф. М .Д.Ко- 
пачевський).

Публікації.  Основні р езу л ь тати  дисертації відображені у пуб­
лікаціях 1 - 2 6 .

С т рукт ура та о б ’єм роботи.  Д исертація складається із  всту­
пу, чотирьох  розд іл ів  т а  списку л ітератури . Загальний  о б ’єм складає 
288 сторінок г аш инописного тексту , список л ітератури  включає 184 
найм енувань.

Зміст роботи

У  вст уп і  дається короткий  зм іст  дисертаційної роботи , о б ­
грун товується  актуальн ість  тем и .

В  першому розділі  дисертац ії розглянуті питання, які пов 'язані
о дослідженням інтегро-алгебраїчних систем лінійних рівнянь, що ви­
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никаю ть при аналізі методом суперпозиції граничних задач  теор ії 
пруж ності і теор ії потенціалу.

В §1 введено до розгляду клас інтегральних рівнянь н а півосі

де ком п лек с н оа н ач не ядро Q =  Qo +  Q\ і ’’головна” частина ядра має 
вигляд

із  послідовністю  <„ =  -f п — і ,  п =  1 ,2 ,. . . ,  <і Є ( 0 ,1] . Ф ункції <pj пе­
редбачаю ться ан^літи т и м и  у деякому секторі комплексної площини 
L  =  {А : І ОА !< <ЖА}, d  >  0, a Q j(s ,< ) - неперервна функція зм інних 
s >  0, t >  0, причому справедливі оцінки

I <РіМ  І<  с ! А Г  (1 +  І А |) - < '* + Ч  А Є Е , j  =  1 ,2 , (3)

I Qi(s, t ' І< « " “(і + «)"(‘,0+,'ї)(1 +  0 _(1+,Ч  в > 0, t > 0, (4)
з  деякими показникам и Vj > 0, j  =  1 ,2 ,3 ,4 , і і/ц >  0 ‘ . До рівнянь 
такого  типу зводиться дослідження методом суперпозиції основних 
граничних задач  статично ї теор ії пруж ності у півсмузі. В ро­
б о т і отрим ані загальн і твердж ення і приведені конкретні приклади, 
пов’язан і з  питаннями р о зв ’язування т а  асимптотичної поведінки на 
нескінченності р о з в ’язк ів  інтегральних рівнянь виду (1)-(4). РозрсА 
блено загальну методику дослідження таких рівнянь, що заснована на 
використанні техніки інтегрального перетворення М елліна т а  теор ії 
зборень лінійних операторів .

Введемо до розгляду перетворення Мелліна функції Х(а) :

При цьому, згідно із (3) функції аналітичні в смузі 3?7 Є ( - И .  «'г) 
з  оцінками V 6 > 0 :

виду

* (« )  ~  /  Q(s , t )X ( i )d i  =  F(s), s > О, 
Jo

(О

Qo(s, t) = j (2)

Л/[Х](7 ) =  f  X { s y ~ lds 
Jo

і функції

<М7) =  Т). І =  1-2, D(y)  =  1 -  Фг('у)Фг(т)- (5)
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Для дійсного а  позначим о через Н„ гільбертів п ростір  вимірних на 
півосі Й.+ =  (0 , оо) функцій із  нормою

'II х  і н і  |lM R + ) .

В изначальну  роль  при розгляді питань існування р о зв ’язк ів  т а  асим­
п то ти ч н о ї поведінки р о зв ’язк ів  рівняння ( 1 ) має таке твердж ення.

Т е о р е н  а  ї  Нехай інтегральний оператор Ао:

( А 0Х ) ( в )  =  [  Qa(a,t)X(i)dt,  г >  0,
J  о

тоді для  кожного <т Є ( —Vi, ^2 ) У просторі L i ( f f  — 1оо, а  4- too) спра­
ведлива рівність

М [ А 0Х ] (у )  =  ^Ф і(т )Ф а(7)М [Л -і(7) +

Ф ,М  г а+,0°
+ ^ Г 2 2  /  * а ( Ш «  "  У +  М і ) В Д ( £ К -  VX є  Я . ,

-S** J o - . 00

<Je £ ( * , t i ) -  узагальнене дзета-функція Рімама.

Нехай І  - одиничний оп ератор , тоді із теорем и  1 виплива£, що 
оп ератор  І  — Ао,  як оп ератор  у п ростор і Н а , ун ітарно еквівалентний 
певному сінгулярном у інтегральном у оператору Т  =  Тв у  просторі 
Z,2(<r — 100, а  +  зоо). При цьому, у випадку виконання умови

D ( y )  ф  0 , » 7  =  <7, (6 )

оп ератор  Т  б нетеровим  і маг індекс

1 Ґ +,0° d '(-y)

K’ = - r , L x m d r  ( , )

В икористовую чи цей ф акт , доводиться т а к а  тео р ем а  про  нормальне 
р о з в ’язан н я  рівняння (1) у простор і Н„.

Т е о р е м а  2.  Нехай для деякого

<г є  ( - v i , V 2 ) n ( - m i n ( v o , V 4 ) , r n i n ( l , ' i b ) )

виконана умова (6). Тоді р івняння  (1) с нетеровим у просторі Н а і 
мас індекс к =  к„.
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Твердж ення теорем и 1 дає м ож ливість також дослідити меро- 
морфне продовж ення перетворення М елліна М [Х ](7 ) р о зв ’язку рів­
няння (1), що в свою чергу, на основі формули обернення М елліна, 
д со вол яг о тр и м ати  оцінки н а нескінченності X (s ). При цьому, осо­
бливості М [Л '](7 ) визначаю ться (наскільки це дозволяє "зб у р ен а” ч а­
сти н а Q \  яд р а  Q  т а  мероморфні властивості функцій Ф; (7 ) ) нулями 
функції D (y )  т а  особливостям и перетворення М елліна правої- ча­
стини F (a )  р івняння (1)). Так, наприклад, якщо у смузі ЗЇ7  Є (—f i ,  ^2 )

L oo(R + ) - р о з в ’язок  рівняння ( 1 ) з  неперервною при 8 > 0  правою  
частиною  F (s )  Є L oo(R + ), як а  допускає оцінку

для деякого ц >  0 , т о  тоді знайдеться та к а  константа а, що мас місце 
а с и м п т о т и к а •

Подальш ий розгляд § 1 пов’язаний  з  тим  випадком, коли ядро 
рівняння ( 1 ), крім  ум ов (2 ), (3), задовольняє також умову регулярнос-

Відзначимо, що ум ова регулярності (10) виконується для конкретних 
інтегральних рівнянь методу суперпозиції, які розглянуті у розділі 2 . 
У о в я ’зку  з  умовою  (10) введемо до розгляду неперервну функцію

Т е о р е м а  3. Нехай функція D(  7 ) мас у смузі S 7  Є ( - « 'ь  v?) 
лиш е простий корінь у точці  7  =  0 , причому індекс к а визначений  
згідно із (7), дорівнює нулю для деякого (а значить і для довільного)  
<г Є ( — Нехай для показників із (3) мають місце оцінки i/j >
1, j  =  0 ,1 ,2 ,3  і виконана умова регулярності (10). Тоді:

ф ункція D ( 7 ) має лише один простий корінь у точці 7  =  0 і X (s )  Є

І F ( a ) | < c ( l +  «)-'*,  * > 0 (8)

Х ( в )  =  а +  0 ( s ~ a ), в - * о о ,  Va Є (0, т іп (ц ,  і/2, і^з))- (9)

ТІ оо
1 - /  I Q(»,t) I л  > o, v « о.

Jo
(10)

Jo

М ож на довести, що виконується співвідношення

q0(s) =  1 -  J  Q (s , t )d t ,  в >  0.

q0(s)  =  0 ( « “ а ), в — оо, Va є  (0, i/j)n  (0 ,У 3) .
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1. Р івнян ня  (1) має єдиний р о з в ’язок  у просторі Н„ для до­
їльного а  Є ( — гпіп(^о, »і,  ^4 ) , 0 ).

2. Союзне до (1) однорідне рівняння

У{») -  j  Q ( » , t ) Y ( t ) d t  =  0, в > О

мае єдиний ( з  т онкіст ю  до нормування) р о з в ’язок  Y ( s )  Є Loa{R+) з 
умовою  в ї '( в )  Є />оо(й+ ), причому

(ЯО ,У)=  Г  q0{ t ) Y ( i ) d t ^ '  
Jo

S. Д л я  довільної неперервної при я >  0 ф ункції F ( s ) з оці- 
нкою (8) знайдет ься  єдиний р о з в ’язок  A '(e) річкяння (1) із простору  
Loo(R+)- При цьому ф ункція X ( s )  неперервна при я > 0 і має асим­
п т о т и к у  (9)  з константою

a = ( F , Y ) / ( q о, У).  ( П )

Результати §1 розділу 1 суттєвим чином використовую ться у 
розділі 2 при застосуванні методу суперпозиції до граничних задач  
теор ії пруж ності у нівсмузі.

У §2 розділу 1 введено до розгляду та  досліджено клас нескін 
ченних систем лінійних алгебраїчних рівнянь виду

ОО 00

*1,» -  ^ я ы г 2,п =  f tl.n . *7,k  -  ,П =  Ьг.щ (12)
n = t  п а ї

°kn = w(<»*П1К *  +•«»*. І = 1.2; *,п = 1,2,...,

де послідовність <„ і функції <pj мають такі самі властивості, що і 
при означенні ядра Q  із  (1). Для "збуреної" частини коефіцієнтів 
системи (12) виконуються оцінки *

, f ^ ) |<  cfc-,'*n“ (i+ 4 j  =  l ,2 ;  і ,  п =  1 ,2 .......  *13)

Для дослідження системи (12), аналогічно $1, використовується апа­
рат перетворення Мелліна. Крім встановлення асимптотики з  оцін­
кою залишку для обмеж ених р озв ’язків системи рівнянь (12), такий
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підхід дозволяє при розгляді системи ( 1 2 ) скористатися теорією  сис­
тем  сінгулярних інтегральних рівнянь а ядром типу Коші. Виявлено,

ся до розгляду  системи сінгулярних інтегральних рівнянь на прямій 
S?7 =  <т Є ( - ^ і , 0 ) :

а V  - регулярний інтегральний оператор, іїри  цьому функції Ф ;(7 ) 
м аю ть  той  же самий с^нс, щ о  і при розгляді рівняння ( 1 ) і можна

бору значення п ар ам етр а  о  Є ( —t/ j , 0)). Тоді система рівнянь (14) є 
систем ою  норм ального типу із сумарним індексом, який визначається 
ви разом  (7), так  що o n e p a v  ,> Т в є иетеровим  оператором  з  індексом 
к в у ваговому функціональному просторі

Я 2 (<т) =  L3((ff -  іоо,«г +  ю о);е '<ІІ1,|) ф  £ 2((<у -  soo,<r +  іоо); ed' ^ ) .

З  цього ф акту  т а  з  встановленого в роботі з в ’язку між обмеженими 
р о з в ’язкам и  ” незбуреної” системи ( 1 2 ) т а  р о зв ’язкам и системи (14) 
із  п ро сто р у  Н 2(а)  робиться висновок про нормальне р о зв ’язування 
систем и ( 1 2 ) у просторі /«, ф / »  при правих частинах

Сф ормулю ємо основний р езу ль тат  §2, який відноситься до ре­
гулярних систем  виду ( 1 2 ), то б то  коли додатково виконується умова

що незбурена систем а ( 1 2 ), т о б т о  коли коефіцієти <̂ ;п* =  0 , зводить-

Т , М  = А ( у ) М ( - , )  + 0 ( 1 )  [
<т-»оо

',+ ’°° М ( ( )‘£ £ l d t  +  { V M ) ( y )  =  F( - , ) ,  (14)
— too S У

де вектор-ф ункція

»•/ \ (  Фі ( 7 ) Е Г = і ' Г 1*2,п \

м (,) U . W E S , ,
т а  м атриц і

. .V, _  І 1 -Ф,(т ) /2   ̂ _  і /
Л а )  "  І - Ф 2(7 ) /2  1 ) '  ( у ) ~ 2 \

0 - Ф ,
-Ф 2(7 ) 0

в в аж ати , що для функції D( 7 ) виконана ум ова (6 ) ( з а  рахунок ви-

€ I p ,  j  =  1 , 2 ; р €  [!,<»)• (15)

ОО

1 -  Е і 4 » І >  0, і  =1 ,2 ;  k = 1 , 2 ......
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Т  в o  p  е  и  а  4.  Нехай для ф ункції D (y )  виконані умови тео­
реми 3 і система (12) t  регулярною. Тоді для довільної прпвоі час­
тини системи (12) із умовою (15) існує єдиний розв 'я зок  { * > , * ; €  
/оо> j  =  1 .2  си стем и  рівнянь (12). При цьому справедливі асимпто­
т ики

x jik =  a j + b j , k + 0 ( k - ° ) ,  k - ^ o o ,  і  =  1 . 2 , ' ї в )

де dj - постійні із співвідношенням а? =  Фг(0 )а і і а  - довільне число  
з інт ервалу  (0, т іп (і^ 2 , і'з, Р- 1 ))-

В J2 наведено застосуван ня  теорем и 4 до двох конкретних си­
стем  алгебраїчних рівняні., що виникаю ть при розгляді граничних 
зад ач  те о р ії пруж ності у прямокутнику. Крім цього, нокаоано, ан а­
логічно твердж енню  теорем и  3, що питання про апріорне визначен­
ня постійних aj а  асим птотичних формул (16) з в ’язан е  з  р о зв ’язком 
однорідної сою зної до ( 1 2 ) системи рівнянь'з певного простору  послі­
довностей.

В 43 розд ілу 1 показано, іцо відомий з  теорії систем алгебраїч­
них р івнянь закон асим птотичних виразів  Б.М . Кояловича, а також  
його р ізн і узагальнення, допуска£ абстрактне формулю вання у рам ках 
тео р ії ф ункціональних ріьнянь в напівупорядкованих /^ -п р о с т о р а х . 
Н аведемо висновок о цього р езу л ь та ту , який відноситься до питання 
про  поведінку на нескінченності обмежених р о зв ’язк ів  абстрактних 
інтегральних рівнянь. Нехай ( Т ,Е , / і )  - простір  о повною <г-скінчен- 
ною м ірою  ft:

Т  -  и Г= і 7** Ъ  С Г*+ 1 , ,.(TS) <  00, p( T)  =  оо.

У дійсному .функціональному А'-Нросторі Loo — f-oo(7, Е,/«) розгля- 
дагтьсЛ інтегральний оператор А:

(Л *)(») =  j^A(8 , t ) : ( t )d fi{t),

д е Л (в ,І )  — */ =. /їх ,и —вимірна невід’смна функція на прямому добуть/ 
7  х  Т , прнчоїгу

A z  €  Leo, Vz 6  І*оо-

ТЬді маг місце таке твердження.

Т  в  о  -р в  м  а  5 . Нехай р івняння  г  — Аг  at 0 не м м  ні.прн-  
оіальнгех розв 'язк ів  у  просторі L x  і для деяких невід 'ємних функцій

U



z Є Loo і Є ioo  иіве лііс;(е рівність z — A z  = w. Нехай знайдуться  
т акі постійні b\ >  0 , 63 >  0 , ufO Лія v -майже усіх ( s , t )  Є ( Т \ 7 * ) х 7 *  
виконується нерівність

6iu>(«) <  .4(s,< ) <  б2«)(в)

та виконані мови

z ( s )dj i ( s ) =  00, ш(в) >  0 (/і -  лш йзге'скрізь).

ГоЛ , якщ о функція

v Є Лові I t'(s ) |<  ctw(s) (ft — .цаїїже скрізь),

mo рівияния а; — -Лж =  V мас єдиний р о з в ’язок  х  Є LTO, причому знай- 
дет ьгя пшка постійна а, | а |<  о ,  що

Ііш р  — вир |ї ( в ) /г (в )  — af —► 0 .
><zT\T„

У §4 рорділу 1 дослідж ується нескінченна система лінійних ал­
гебраїчних  рівнянь

^  (л +  i)!*n _  ' L  n t  ,,„ч

X k  2 / /  n!fc!i/n + t + !  _  “
n = 0

де постійна v  >  2. С истем а (17) виникає при розгляді методом супер­
позиції граничної задачі про розрахунок електростатичного полЛ 
у простор і о двом а сферичними провідниками рівного радіуса Сис­
т е м а  (17) ДлЯ ДОВІЛЬНО! обмеж еної ПОСЛІДОВНОСТІ Ш Г = 0  є  Іоо має 
ЄД! НИЙ р о зв 'я зо к  { * t} tL 0 Є too • Цей р о зв ’язок може бути отри м а­
ний з а  м етодом  послідовного наближення. Основні питання, з в ’язані
о дослідженням системи (17), відносяться до отрим ання аналітичних 
вирапів для її  р о зв 'я зк ів  і до дослідження асимптотики р о зв ’язків на 
нескінченності.

Т е о р е м а  6 . Нехай  - обмежений розв ’язок  системи
(17) з  правою частиною  /»  =  6tn (St j  - символ Кронекера). Тоді 
справедлива асимптотика

х„ =  - ( 1  -  /?J ) 1/ J( ln j3 ) -1y3i * - 1/J х

x { v ^ / 2  +  « f ; ( l - / 9 ar " r ( l / 2 - , a n ) J k '« ’’ +C>(ib->)}, * ^ o a ,  (18)
n = l

L
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де числа

а =  —ж/ In /3, 0  -  і  ( и  -  \ / j / J -  4J Є (0 ,1 ).

Таким чином, аси м п тоти к а  р о зв ’язку системи (17) має скла­
дний, осцилю ю чий хар актер , що пов’язано  із геом етрією  області, де 
р озглядається вихідна гранична зад ач а  теор ії потенціала.

П означим о через x ( j )  =  {аг j. (jf)} 0 обмежений р о зв ’язок  си­
стем и (17) з  правою  частиною  /*  =  б*)-.

Т е о р е м а ? .  М ають місце рекурентні формули

m x k ( m )  =  к х к - \ ( т  — 1 ) +  «'(то — 1 — к )х к ( т  — 1 ) +
+(к  +  1)жі + і ( т  -  1) -  ( т  -  1)ж*(п -  2),

де т  =  1 ,2 , . . . ,  к =  0 ,1 ,2 , . . .  »' * * ( - 1 )  =  z - i ( j )  =  0.
При отри м ан н і твердж ення теорем и  7 виявилося корисним вве­

дення до розгляду функцій

оо
Ф Д г) =  І * |<  1 , І  =  0 , 1 , .. .

1=0

з  подальш им дослідженням функціональних рівнянь , яким задоволь­
н яю ть  ці функції.

В  д р у г о м у  р о о д іл і  дисертаційної роботи  розглян уті питан­
ня, з в ’я за н і з  використанням  різних варіантів  м етоду суперпозиції 
при побудові і анал ізі р о з в ’язк ів  граничних задач  те о р ії пруж ності у 
п івсм узі, в том у  числі і з  криволінійним торцем.

В основі м етоду суперпозиції леж ить т а к а  ідея Г .Л ам е (1862). 
О бласть  U,  в  якої розглядається гранична за д а  іа  для системи дифе­
ренціальних р івнянь з  частинним и похідними із сталим и коефіцієнт," - 
м и, зо б р аж аєть ся  як  перер із областей  Uj таки м  чином, щ об у кожній 
із  областей  Uj була м ож ливість побудови загального  р о з в ’язку деякої 
граничної зад ач і (т у т  м аєм о довільність для вибору) для вихідної 
системи диф еренціальних рівнянь. Тоді р о зв ’язок  вихідної гранич­
ної за д а ч і в U  ш укається у вигляді лінійної комбінації цих загш» них 
р о з в ’зк ів  і виконання граничних умов зводиться в загальном у  випадку 
до йистеми ін тегро-алгебраїчн и х  рівнянь відносно невідомих функцій 
і послідовностей.
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Великий внесок у розви ток  методу суперпозиції т а  його прак­
тичне застосуван ня  в зад ач ах  теор ії пруж ності належ ить таким  
вченим  як L .N .G .Filon, С .П .Ъ ш ош еЬко, Б .М .К оялович, І .Г .Бубнов, 
Б .Г .Галеркін , П .С .Бондаренко, Б .Л .А брам ян, О .В .Белоконь, В .В .Ко- 
пасенко, В.Т.І\>інченко, А .Ф .У літко, В.В.Мелешко т а  ін.

Щ об бі 'ьш  конкретно продем онструвати  суть  т а  мож ливості 
м етоду суперпозиції , розглянем о близько з в ’язану  з  задачам и  теор ії 
пруж ності зад ачу  Діріхле для Ьднорідного бігармоничного рівняння у 
п івсм узі П =  {(*, у) : зс >  0 , 1 у f< 1} : .

Д 2 и(х , у) =  0, (* ,у )  Є П, 
u (z , ± l )  =  и ^ (х ,± 1 )  =  0, * >  0, (19)

«(V») - f {y) ,  «*(0,1/) = д(у), І у  |< 1-.

Нехай функції / ,  д є парними т а  задовольняю ть умови

/ € И ? ,  g £ L p , р > 1 , / ( 1 ) =  0 , (2 0 )

де Wp ~  Wp [— 1,1] - прост ір  С оболева, причому

J ̂ g{y)dy = 0 . (21)

П ідкреслимо, шо умов» (21) не зменш ує загальності розгляду том у, 
щ о завж д и  може бути виконана із допомогою окремого р о зв ’язку  бі- 
гарм онічного рівняння у півсмузі. При побудові р о зв ’язку граничної ( 
зад ач і (19) з а  методом суперпозиції використовуємо розклади в £яд 
Ф у р ’є

СО 0 0

/ ( у )  =  / о +  ^ / n co9o„j/, д(у)  =  ] Г  дп соьапу, а п =  жп.
п= 1  П=1

Згідно із  загальною  схемою методу суперпозиції, зображ ую чи  півс- 
мугу П як переріз смуги j у  |<  1 і півплощини * >  0, р о зв ’язок  гра­
ничної зад ач і (19) шукаємо у вигляді (проміжні перетворення не на­
водимо):

и(ж' У ) = о г /  X («) - г .8 Д" cos sxds  -f т  Jo 8й S in n  8

+  5 Z  ( (  '  +  / п )  ^  +  +  9пХ') е~ ° ' Х СОЄОпУ' (22)
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де функція

U (s , у)  =  (« cosh s +  sinh s) cosh ey  — sy  sinh s  sinh sy.

При повних ум овах н а невідомі функцію  Х ( в )  т а  послідовність Х п 
п арн а по У ф ункція и  із  (22) задовольняє бігармонічному рівнянню  в 
П і граничним  умовам  із  (19) для нормальної похідної на границі 
півсмуги. Виконання інших граничних умов приводить до співвідно­
ш ення •

• Г  -  I d  Г  X ( s )  U  „ - 1 9  t o n* Jo (*2 + «2) 2js’ (23)
т а  інтегрального  рівняння відносно функції X (e ):

. . 16s3 sin h 2 s ^  a * X ( t )
X(S) ~ жА(ш) • I  S  р  + ~ F{S)' S > °’ (24)

де ф ункції
Д (в ) =  sinh 6 cosh s +  s,

_ .  . 4« 3 em h 2 s
F (s )  =

Д («)

Я д р о  Q ( s , t )  із  (24) м ож на зап и сати  у вигляді

/ s i n h 2 в \

І Ж  * Т
Q ( s , t )  =  Q 0( e , t )  +  -  1 ) Q 0(e , t ) ,

Re C?o(s, <) MR< вигляд (2) з  функціями

4ігА3 4я-Л3
~  (А2 + *2)2 ’ ф2^  ** (A 2*2-f 1)2’ > 0

і послідовністю  іп =  я , п  =  1 ,2 ....... Д л я  функції Т>(у) із  (5) в даному
випадку маємо ви раз

Щ і )  -  ® о (7 )/ cos2 я-у/2 , 2?о(т) =  сов2 я- ^ / 2  -  ( т  +  1 )?

При цьому V ( j )  м ером орф на у всій комплексній площині і у смузі 
ЇЇ7  Є ( —2 , <т0) для деякого <г0 €  ( 1 , 2 ) має єдиний простий  корінь 7  =  0 .
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В икористання р езу л ь та т ів  §1 розділу 1 разом  із умовою регулярності 
рівняння (24):

16s3 s in h 2 s [°°  а 3 2 sinh2(«)1 _  ~
7гД (з)

r f  а 3  2  sinh (в)

Jo («2 + « п ) 2(<2 +  Лп)2 в Д («)

дозволяє о тр и м ат и  таке твердж ення.
Т е о р е м а  8 . Нехай а  Є ( - 2 , - 1  — 1/р), тоді для до­

вільних f , g  з  умовами (20), (21) р івняння ( 2 4 )  має єдиний розв 'язок  
А '(«) Є Н а Перетворення Мелліна М ( у )  =  А /[Х ](7 ) цього р о з в ’язку  
t  аналітичною  в смузі  Зї-у €  ( - 4 , - 1  —1/р) функцією. Д л я  у  зУ іу  > —2 
має місце співвіоііошєііня

+ (7  +  2 ) с о » .г / 2  +  М .(Т), (25)

де М  1(7 ) - мероморфна у п івплощ ині  ЗІ7  >  —2  функція з полюсами у 
коренях у t  ф ункц ії  Т>о(у), ЗЇ7  >  0 • оцінками

|М 1 (7 ) | < с ^ е - , ‘І ^ І ,  Шу Є ( - 2 + 1 / р , г і ,  І 7 - 7 t  |> l , V Ai > 0 .  .

Т еорем а 8 і співвідношення

1 ГО+ІОО
Х ^ = ^ Г  M ( y ) s ~ ydy ,  S > 0,

*** Jo - , со

1 /•<’+»» (у J . 1)
=  9 «  /  " =  1’2 ’ - -2тгі J <7 — i o o  cos 7Г7 / 2

де <т €  (—3, —1 — 1 /р ), м аю ть виріш альне значення для обгрунтування 
то го  ф акту , що функція и  із  (22) дійсно е р о зв ’язком граничної задачі 

( 19) ’
Нехай для парних функцій / , g виконано умови (20). Тоді мас 

місце т а к а  теорем а.
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Т е о р е м а  9о Існує єдиний нескінченно диференційований 
при х >  0, j у |< 1 р о з в ’язок граничної задачі (19) із умовами

I и(х,у) |< ce~ Sr, х >  1, І у |< 1, 6 >  0, (26)

II' « (* . У) ~  f(v ) l k ‘ +  И u'B(g , у) -  g(y) ||if  -+  0, х 0. (27)

Знайдеться така постійна с >  0, що

II «(z.sO Ik ;  +  II «*(*І у)  Ік ,<  с(|| / Ік* +  К 9 IU,), X > 0.

Якщо для g додат ково виконана умова (21), то цей розв ’язок даєть­
ся виразом (22), де функція X (в)  * послідовність А'„ визначені згідно
із теоремою 8 і  (28).

Результати, аналогічні твердженням теореми 9, отримано і у 
випадках, коли функції / ,  о задовольняють умови гладкості

/  Є Wp , g Є Wp"-1, I <  р  <  оо, п =  2,3.

Розгляд граничної задачі (15) по методу власних функцій да< 
такий вираз для її розв’язку

03

« (* ,» )  =  ]£aifcZi(y)e‘At*, *  >  0,1 у \< 1, $Afc >  0, (28)
і - к  1

де аь - невідомі коефіцієнти, а **(у) - власні функції жмутка звичай­
них диференціальних операторів £(л):

£(A)r(j/) =  { ~  -  A?j  z(y), І у |< 1, г (± 1 ) =  2'(± 1 )  =  0, (29)

що відповідають власний энгчзиням А* з нівплощини ЗА >  Q (дійсних 
.власних значень і приєднаних функцій жмуток операторів С(л) не мас 
). У випадку п рвої по у задачі (19)# власні значення А* визначаються 
як корені цілої функції Д(А) =  siah А созЬ А +  А з півялощиии ЗА >  0, 
а відповідні доасяі функції мають вигляд гі(у ) =  U (h ,v ) -  Виконання 
граничних умов із (19) нрм г, ;= 0, j у  |< І зводцтьсіі до питання про 
можливість та  х&р&ктер збіжності двократного розкладу

(30)
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по частин і власних функцій ж м утка операторів  С{А). Це питання не є 
трив іальним  і має самостійний інтерес у рам ках спектральної теорії 
несам оспряж ених операторів. У §2 розділу 2 встановлено анал ітич­
ний о в ’яоок м іж  зображ енням и роов’яоку и граничної оадачі (19) 
а а  м етодом  суперпозиції (вираз (22)) і о а  методом власних функцій 
(вирао  (28)).

Т е о р е м а  10.  Функція и із (22) припускас розклад (28) з 
коефіцієнтами

> Агп — (—1)п(2 о „ /к -  (А% — <»„)<;,>) /о і \  

а<е ~  cosh2 A* ~  (А? +  « 2)2 ’ ( >

де по 'л ідовн іст ь Х„ визначена згідно із (23).

З  теорем и  10  випливає, що в (26) можна покласти

6 =  т т З А * ,  k = 1 , 2 .......

Р озви н ути й  у §2 підхід до отрим ання розкладу (28) на основі 
використання зображ ення р о зв ’язку « у вигляді (2 2 ), дає можливість 
дослідити зб іж н ість  двократного розкладу (ЗО) по частині власних 
функцій ж м у тк а  опера горів (29). Ця можливість здійснена у розділі
3. М іркування із §1, §2, які відносяться до граничної оадачі Діріхле 
для бігарм онічного рівняння, м аю ть загальний характер  і дозволяю ть 
о тр и м у вати  аналогічні результати  при дослідженні граничних задач 
те о р ії пруж ності.

У §3, §4 розглядаю ться на основі методу суперпозиції дві ти ­
пові граничні оадачі статики пруж них тіл: задача  про деформування 
пруж ної півсмуги під дією силового навантаж ення на торці і зм іш ана 
гран и чн а за д а ч а  для пружної півсмуги з  вільними від напруж ень 
бічнії їй сторонами і заданими зміщ еннями на торці. Д ається об­
грунтування застосування методу суперпозиції. На основі реоуль- 
т а т ів  рооділу 1 з ’ясовано питання про асимптотиху на нескінчен­
ності р о зв ’язк ів  інтегро-алгебраїчних систем рівнянь, які виникаю ть. 
Встановлено, в рамхах методу суперпозиції, характер  локальної по­
ведінки поля напружень в околах кутових точок півсмуги. Встано­
влено аналітичний з в ’язок між оображ енням и р о зв ’язк ів розглянутих 
граничних оадач з а  методом суперпозиції .т а  з а  методом власних 
функцій.
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У §5 , § 6  р озглян уто  в класичній постановці граничну оадачу 
Діріхле для однорідного бігармонічного рівняння в півсмузі »І з кри­
волінійним торцем  Г:

п =  {(*, у) : * >  /(у), І У |<  1}, г  =  {(ж, у) : х  =  /(у), І у |<  1}.

де 1(у) - двічі неперервно диф еренційовна на відрізку [—1 , 1] функція і 
/(± 1 )  =  / '( і Л )  =  0. Р озглядається гранична задача

Д 2«(х , у) =  0, ( * , у)  Є П, и €  С<(П) П С Ч Й ) ,

и (х ,  ± 1 )  =  и'у (х ,  ± 1 ) =  0, х  >  0, U Іг=  / ,  —  |г =  9, (32)

II и ІІс«(П)= SUP (І « (* . У) І +  I V u (*. У) І) <  °°- 
(* ,» )€ r t

Таким  чином, ш укана функція и припускається, на відміну від у за ­
гальненні постановки зад ач і Діріхле, неперервно диференційовною  у 
зам и кан н і П області П. Н а функції / ,  д накладаю ться природні умови

/  е  С 1[ - 1,1], д €  С [ ~  1 , 1], / ( ± 1 )  =  / '( ± 1 )  =  д ( ± \ )  =  0 . (33)

ТУт використання загальн о ї ідеї Г .Л ам е потребує залучення до ро ­
згляду  бігарм онічних потенціалів , які зосередж ені на кривій Г. При 
цьому півсм уга П може бути уявлена як з в ’я зн а  компонента перерізу 
смуги І у |<  1 і зовн іш ності кривої Г.

В розділі 2 гранична за д а ч а  (32) зведена до системи інтегралі 
них рівнянь н а  кривій Г. Доведено, що ця систем а, як система інтег­
ральних р івнянь на відрізку [—1 , 1], має єдиний р о зв ’язок  у банаховому 
п ростор і неперервних функцій

В = { ( « ь Ы € С ( - 1 , 1] 0 С [ - \ 1] :  

qi(± 1) =  «2(± 1) = 0, J  М і )  + l'(t)42(t))dt = о}.

Запропонований  у дисертаційній р о б о т і спосіб зведення гра­
ничної зад ач і (32) до систем и інтегральних р івнянь на граничній 
кривій Г грун тується  на перенесенні відомої конструкції Ш ері.ана- 
Л ауричели, як а  використовується у задачах  тео р ії пруж ності в обла­
стях  із  скінченною границею , на область  із  нескінченною границею - 
півсмугу. Щ об позбутися необхідності виконаная граничних умов
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іо (32) н а  бокових сторон ах  півсмуги т а  на нескінченності, викорис­
то вується  ф ункція Гріиа для бігармонічного рівняння у смуоі | у |<  1 
(о однорідними ум овам и Діріхле н а сторонах | у  |=  1).

Нехай G (y, t; А), — 1 < у, І <  і - функція Гріна овичайного ди­
ф еренціального оп ератора £(А ) (див. (29)), яка  при фіксованих y , t  
с парною  м ером орфною  по А Є С  функцією о простим и полюсами у 
то ч к ах  ± А * . По функції Гріна G (y, t \ А) введемо до роагляду при у  ф t 
функції

Т е о р е м а  11.  Д л я  довільних f , g  з  умовами (33) існуг. 
сдиний р о з в ’я зо к  и граничної задачі (32). Цей р о зв ’язок  мас вигляд

де вект ор-ф ункція  q  — {9 1 , 9 2 } 6  В однозначно визначаєт ься із від­
повідно ї сист ема інт егральних рівнянь. Знайдеться така постійна

/ / 1(y>f;A ) =  2 ^ ^  +  A3)G (y ,< ;A ) , 

/ / 2(y !<;A) =  - 2 ^  +  A2j  <?(у,<; А), 

Я 3(у,<;А) =  2 І ( ^ - З А 31 G (y ,t-  А),

і н хай функції

' 1
Q i ( x , y , t )  =  -  /  Я і(у ,« ;А )Л -1  sin А(х -  l(t))dX -

*  Jo
1 ? ( t \  f 00

J  ̂ H г ( у , <; A )cos  A (*  ~  l(t))dX,

Q i ( x , y , i )  =  A)A_1 sin A ( i  -  /(<))dA -
w */o i.-

- Ц г ^ Я з ( { / , і ; 0 ) +  — /  Я 2(у,<; A )cosA (z  -  l(t))dX 
l  * J  л

Де
=  і К 3 “  У 2) / 2 -  *>ідп(у - < ) ,  j  а  1 , 3 .

u(*s?) =  I ■Qi{x,y,t)ql(i)dt+ [  Q2(x,y,t)q2{t)dt, x > l ( y ) , \ y \ <  l, 
J - i  J - t
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с >  0, що для р о з в ’язк ів  граничної задачі (32) мае місце оцінка 

I V u ( j ,y )  І +  І и ( х , у )  |<  с ( | |  /  ||с> +  |] 9 | | c ) e " ,jr, (x ,J/) Є п , (34)
4

де 6 — minOA*, k  =  1 , 2 , . . . .

П ідкреслимо, що оцінка (34) і  узагальненням  принципу макси­
муму М іраида-А гм она на нескінченну область - півсмугу. З  неї магмо 
оцінку для норм

II и l lc ‘( f l ) -  «(II /  ІІс» +  ІІ 9 Не) •

Твердж ення теорем и  1 1 с новим і у випадку прямолінійного торця, 
т о б т о  КОЛИ І(у)  £  0.

При використанні методу суперпозиції у динамічних задачах  
виникаю ть труднощ і, які пов’язан і о необхідністю урахування умов 
випром іню вання на нескінченності. У §7 рооділу 2 роботи  розгля­
н у та  за д а ч а  про збудж ення поздовжних хвиль у напівскінченному 
пруж ном у шарі А' > 0 ,  j Y  |<  d  при дії на горці гармонічного 
по часу навантаж ення. П оказано, що використання принципу гра­
ничного поглинання дає мож ливість провести коректну алгебраїзацію  
функціональних рівнянь методу суперпозиції. Ту-г система інтегро- 
алгебраїчних рівнянь має інтеграли типу Коші з  особливостям и у 
дійсних коренях дисперсійного рівняння Релея-Лемба для шару. При­
ведено розрахункові формули т а  показана еф ективність запропонова­
ного алгоритм у розрахунку  поля напружень. О трим ано перерооклад 
р о зв ’язку  граничної задач і по методу суперпозиції у ряд зао  нор­
мальним и хвилями Релея-Лемба. Інтерес до розглянуто ї у §7 оадачі 
обумовлений необхідністю  подальшої розробки  м етодів чисельного 
р о з в ’язку складних граничних задач  динаміки пружних тіл.

Т р е т ім  р о о д іл  дисертації присвячено питанням  розкладу оа 
власними функціями в зад ач ах  теорії пруж ності т а  для звичайних 
ф ункціонально-диференціальних операторів на скінченному відріоку. 
М етод власних функцій (м етод однорідних р о зв ’язків) у застосуван­
ні до задач  теор ії пруж ності бере свій початок від класичних робіт 
П .А .Ш иффа (1883), В .А .С теклова (1892). У подальшому він викорис­
товувався  в роб отах  таки х  відомих вчених як J.D ougall, L .N .G.Filou,
А .І.Л у р ’е, ЇЇ.Ф .Пашсович, В .К .Прокопов, І.І.В орович, ІО.А.Устінов, 
т а  інші. У розділі 3, на основі встановленого у розділі 2 з в ’язку між 
м етодам и суперпозиції т а  власних функцій, отрим ано нові суттєві ре­
зу л ь та т и , які пов’язан і о питаннями зб іж ності рядів оа однорідними
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розв 'язк ам и  на граничних поперхнях. У випадках розб іж ності рядів 
(відповідні приклади наведено у дисертаційній роботі) розглян уто  пи­
тан н я їх  регуляризації. О трим ано оцінки для коефіцієнтів т а  оцінки 
ш видкості зб іж н ості рядів у різних функціональних просторах .

У §1. § 2  розділу 3 докладно вивчається питання про двократ­
ний розклад (ЗО) по частині власних функцій ж м утка диф еренціаль­
них операторів £(А ). Як вж е відмічалося, зад ач а  про розклад (ЗО) 
з в ’я за н а  із використанням  методу власних функцій до граничної з а ­
дачі Діріхле для бігармонічного рівняння у півсмузі. Ця за д а ч а  про ро­
зк лад  була поставлена П .Ф .П апковичем (1941), а потім І.І.В оровичем  
(1964) як одна з  м атем атичних  проблем теорії пластин , а  її р о зв ’я­
зок  було отрим ано (у р ізних функціональних просторам і р ізним и ме­
тодам и) у роботах  R .D .G regory (1980), А .А.Ш калікова (1983), О .М .Го­
м ілка і В.В.М елешка (1987). У §1 отрим ано нові результати  про зб іж ­
н ість розкладу (30) з  урахуванням  оцінок швидкості зб іж н ості. Для 
формулю вання р езу л ь та т ів  відносно розкладу (ЗО) введемо деякі о зн а­
чення. Нехай функція v(y) Є [— 1,1], 1 <  р  <  оо, тоді, якщ о вваж ати  
v(y )  — 0 ,Vy : І у  |>  1, означим о її інтегральний модуль неперервності

u v ( M ) = { s u p  /  I v(y +  h) -  v(y)  |р d y } l / r , 6 >  0 ,

тоді u>p(6t v) —► 0, S —♦ 0. Нехай парні функції / ,  д ^задовольняють 
умовам

/  є  w ? + l, д Є w ; ,  1 < р <  ор, 

де п  =  2 , або п =  3 і

/ ( 1 ) =  / ' ( 1 ) =  9 ( 1 ) = д'(  1 ) =  0 .

Тоді має місце т а к а  теорем а.

Т е о р е м а  12 . Пара функцій  / ,  д допускає розклад (ЗО), 
який  збігається у просторі С7"_ 1 [—1 ,1) ф  С7"“ 2[— 1,1]. При цьому для  
вектор-фум кцгй

(  f ( y ) ~  £  akZk(y) \
v  / ,Л  — І |А * |< » (т+ 1 /4 )
У т ( У ) ~ \ 9 ( у ) -  £  aktXk zk(y)

\  )А ,|< » (т + 1 /4 )
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де а* - коефіцієнти відповідного розкладу, мають місце оцінки

II V  ГтЛІІ "  Г(«р(™~1./(п+1)) + ‘‘'р(гті-1,0(п)) т _ , о
II V m (y) \\W,BW, - 1 <  с т " - 1- ' ( 1 п т +  І ) 1/ 1- ’ “

де 1 <  г <  оо, і / =  1 у випадку п  =  2  та / =  1 , 2  коли п =  3. 
У  випадку k  =  3 розклад  (33) абсолютно збігається у просторі 
С 1 [— 1 , 1] ф С [ —1 , 1] » длм коефіцієнтів розкладу має місце оцінка

І в* І< е(ІІ /  Ik ; + II* |k.)(in* + i),/ ' - ,t - 4.

В ідзначим о, що коли в умовах теореми 12 функція д(у)  задо­
вольняє також  умові ( 2 1 ), т о  коефіцієнти розкладу а* вионачаю ться 
it) ви разу  (31). Я кщ о ум ова (21) не виконується, т о  для визначення 
коефіцієнтів а* за м іс ть  пари функцій / ,  у  слід ввести до розгляду пару 
функцій

( Ш  у =  (  f ( v )  )  _ 5 . (  *Лу) \
\  9\(у) )  V у(у )  )  \  ,л і г і(у ) /  ’

Де

Й1 =  j 9 ( y ) d y \ ^ J  Z i(y)dy 'j , Z i(y)dy  =  4A; -1 sinh 2 Ai-

У §2 встановлено такий  р езу л ь та т  відносно можливої розб іж ­
ності розкладу  (ЗО).

Т е о р е м а  13 . Нехай пара функцій f , g  має вигляд

/ ( » ) , » ,  ,35)

де уо Є (1 -  1 /р ,  1), 1 <  Р < оо і /З Є (2 -  1/р, 1 +  у0). Тоді знайдуться
т акі коефіцієнти  а*, що ряд з (ЗО) є збіжним до пари / , g у сенсі
Абеля:

(Й!) -•А»!

але
«*А*г*(у) Пг.,—► оо, k -*  оо,
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т ак що цей ряд  < розбіжним у звичайному сенсі в просторі ф  Lp .

П ідкреслимо, що функція д(у) з  (35) налехить простору , а 
при /? —► 2  функція д Є W*  для довільного, наперед заданого г <  оо.

Інші р езу л ь та ти  про розб іж н ість  рядів з а  власними функці­
ям и, які з в ’язан і о р о з в ’язанням  бігармонічного рівняння у півсмузі 
при різних граничних ум овах, були отрим ані у роботах  R .D .G regory 
(1980), D .D  Josef, L .D .Sturges, W .H .W arner (1982), D .A.Spence (1983) 
(на основі використання співвідношень біортогональності П .Ф .Папко- 
вича).

У  §3| §4 розд ілу 3 в рам ках методу власних функцій розгля­
н уто  дві зад ач і стати ч н о ї теор ії пруж ності для пївсмуги, анал із 
яких на основі м етоду суперпозиції було проведено у §3, §4 розділу
2. Досліджено відповідні розклади з а  власними функціями н а  торц і 
півсмуги, особливу увагу приділено випадкам  розб іж ності рядів для 
напруж ень. В цих випадках запропоновано алгоритм и регуляризації, 
що дозволяю ть м ати  розрахункові формули в рам ках методу власних 
функцій, незваж аю чи на розб іж н ість  прямого варіанту цього м етоду. 
При отри м ан н і цих р езу л ь та т ів  важ ливе значення м аю ть асим пто­
тичні ф орм ули  для коефіцІ£нтів розкладу  сц, k —* оо. Наведемо один 
а  отри м ан и х  р езу л ь тат ів . При розгляді оміш аної граничної оадачі 
для пруж ної півсмуги з  вільними від напруж ень бічними сторонам и 
і задан и м и  зм іщ енням и н а  торц і

=  Л у )  €  W *,  (о, у) =  д(у)  Є W 3, р  >  1,

де п ар н а  ф ункція /  і непарна функція д набуваю ть дійсні значення, о т ­
рим ано, що ряди з а  однорідними р о зв ’язкам и для зм іщ ень зб ігаю ться 
на торц і *  =  0  о оцінкою

II f { y )  -  an -  £  2 Щ а І и , ( \ + , у ) }  ||С{- М ] +
|А + |< * (т+ 1 /4 )

+  і і « ( у ) ~  ] С  Щ ™ І и іі(х І ' У ) )  | | с [ - і , і і < с т " в ,
|А + |< » (т -И /4 )

де т  =  1 ,2 ,. . .  і X* - відповідні корені Д(А) а  чверть  площини SRA >
0, ЗА  >  0. Доведено, що для коефіцієтів розкладу має місце аскм пто  
т и к а

a t  =  а (Х+ )~а с х к і ї ^  X t  + 0 ( k ~ 2( \ n k ) - l+1/ ’>), k  -  оо, (ЗС
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де 5 - постійна і а  =  a ( v )  Є (1 /2 , I) ( v  Є (0 ,1 /2 )  - коефіцієнт Пуасона 
м атер іалу  пруж ної півсмуги) - єдиний корінь функції

Т>о(у) =  (3 — 4^) cos2 7гу/2  — (1 — 2і/)2 +  у~

у смуаі Ыу Є [0,1]. На основі (36) доводиться, що (при а ф 0 ) від­
повідні ряди для напруж ень на торці х  =  0 виявляю ться розбіж ним и 
при j у  |Є [2а — 1 ,1). Раніш  цей ф акт (без доведення) відмічався 
R .D .G regory, I.G ladwell (1982). Встановлена асим птотика (36) дає 
м ож ливість привести розрахункові формули для напруж ень на торці 
півсмуги. Так, наприклад, для зсувного напруження відповідний ви­
р а з  має вигляд

2G
b s i m r a / 2  [ °° (ss in h  s -r cosh s) sinh sy  — sy  cosh s cosh sy

7 ^ r xy(0,y) =

лтга/2 Г

* Jo sa (sinh scosh  s +  s)

L

-d s +

6(2 +  a  — 2v) Г  (« sin s -f- cos s) sin sy  +  sy  cos s cos sy ,
--------------- 1-------------------------------- ds  +

.«"(sins cos s +  s)

'г-{\+ 1,
dy
d

+ £ » К , * ( ; Т ^ Л Л* - s') -  4 U y ( K > y ) ) ) >  І у  l< I- 
к- 1

де
at  =  a (A ^ )_ °co sh  2 A^ + a + * ,

і постійна 6 певним чином з в ’язан а  з  постійною а із  (36).
ТЪердження про асим птотику коефіцієнтів розкладу з а  однорід- ' 

ними р о з в ’язкам и, явищ е розб іж ності рядів на торці, спосіб регуля- 
ри зац ії рядів, що розб ігаю ться, отрим ано також при розгляді ста­
ти чн о ї задач і в напруж еннях для півсмуги з  заданим и негладкими 
н авантаж енням и на торці.

У  §5 розділу 3 розглян уто  питання про достатн і умови спра­
ведливості г іпотези  Релея при побудові р о зв ’язку граничної задачі 
(32) з а  методом  власних функцій. Р о зв ’язок u задач і (32) допускає 
при х  > L  — т а х / ( у ) ,  | у |<  1 розклад (28) і виникає питання про 
умови на функції І і / ,  д, при яких має місце зб іж н ість  цього р о з­
кладу аж  до самої граничної кривої Г. Таким чином, мова йде про 
справедливість двократного розкладу на відрізку [—1,1] :

/Ы \  -  У' ( zk(y) 
п(у)д(у) )  V i*hZk(y) ~  / ' ( У ) 4 ( У )

e.AW(y)i cja* > 0 ,  (37)
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де функція п(у) =  ( 1  +  / '2 (у ))1/2.
« При дослідженні розкл#ду (37) в роботі викори стован азагаль- 

ний підхід, який запропоновував R .F.M illai (1969, 1971) в аналогічних 
'з а д а ч а х  акустики. Цей підхід грунтується на вивченні властивостей 

аналітичного продовж ення р о зв ’язку  граничного інтегрального рів­
няння, до якого попередньо зводиться вихідна гранична за д а ч а  м а­
тем ати ч н о ї ф ізики . При цьому, коефіцієнти відповідного розкладу 
вираж аю ться у вигляді інтегралів від р о зв ’язку граничного інтеграль­
ного рівняння і м ож ливість його аналітичного продовження дозволяє 
о тр и м ати  оцінки для коефіцієнтів розкладу, які є достатнім и для зб іж ­
ності ряду Ф у р ’е аж  до граничної кривої. При реалізац ії такого 
підходу стосовно до розкладу  (37) в дисертаційній ро б о т і суттєво  ви- 
користовано р езу л ь та ти  §5, § 6  розділу 2, що відносяться до питання 
зведення граничної задач і (32) до системи інтегральних рівнянь на 
відрізку [ - 1 , 1].

Нехай функція І є аналітичною  в деякому околі V  С С  відрізку 
[—1 , 1 ] і / ( ± 1 ) =  / ( ± 1 ) =  0 , означим о функції

П рипустимо, що сим етрична відносно дійсної осі однозв’я зн а  область 
U з  U  С  V  і ( —1,1 ) С  U  має властивості: границя д і ї  є простою  
кривою Ж о р д ан а , як а  перетинається з  відрізком [—1,1] у точ ках  /і =  
± 1  і

Щ 1 * ц ) > с \ Ъ » 1  Ч » є и ,  І/ і  Т І  |<с,

для деяких с >  0 і є >  0. Нехай

*+(/<) Ф Х + (0 . ф ц  Є U, t Є [ - 1 , 1] 

і виконана оцінка

15х+о») |< і, V/i є й, ц Ф ± і .

В цих ум овах  справедлива т а к а  теорем а.

Т е о р е м а  14 . Нехай

П І Ї Ф ' ,  /(у) >  0 , 1 у |<  1

і справедлива оцінка

&Х+(р)  <  0, V// Є dU, О/і <  0.
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Тоді для довільної пари функцій f , g ,  що аналітичні у U » / ( ± 1 )  =  
/ ' ( ± 1 )  =  0 (± 1 ) =  0, мас місце двократний розклад(ЗТ) ,  що збігаєть­
ся у просторі  С п[-у о , Уо) © C n[i!A),!/o] для довільних у0 Є (0 ,1 ) « а  
п — 1 ,2 .......  '

Р озглян уто  питання про справедливість гіпотеои Релея в з а ­
леж ності від величини п ар ам етр а  6 > 0 , який задає відхилення кривої 
Г =  від прямолінійного торця х  =  0, І у  |<  1. Нехай функція 
/(у) =  61.\(у), де / і - анал ітична в деякому околі V  відрізку [—1,1] фун­
кція і / ц і ї )  =  /J (d tl)  =  0 , 1\(у)  >  0 , 1 у  |<  1 , а  6 > 0  - парам етр.

Т  е  о  р- е  м  а  15 . Знайдеться таке 6о >  0, що для усіх 
значень 6 Є (0,6о) для довільної пари функцій f , g ,  що аналітичні у 
V  і / ( ± 1 )  =  / г(± 1 )  =  ^ (± 1 )  — 0, мае місце двократний розклад (37) 
з 1(у) =  6 /і-(у) (у  сенсі збіж ності із твердження теореми Ц ) .

Р озглян уто  приклад на застосування теорем и 14.. А саме, не­
хай функція

І(у) =  6(1 +  cosffj/), І у  |<  1 (38)

з  п арам етром  6 >  0. Тоді використовуючи результати , які отрим ав 
R .F .M illar, м ож на довести, що функція І задовольняє умовам теорем и
14 при 6 Є (0,6о), Де пбо =  2»/(«/2 — І ) - 1 , a t /  - єдиний корінь рівняння

In v  =  (v  +  1 )(і/ — I ) - 1 , v  >  1, (39)

і пбо «8 0 ,448. О бласть U — {/< із  теорем и 14 описується нерівностями

6 ( 1  +  cosh n r  cos пн) < | г  |, /і =  s +  »r, | « |<  1 .

Таким чином, аналогічно відповідним результатам  для рівнянь Л ап­
ласа і Гельмгольца о граничними умовами Діріхле або періодичними 
граничними умовами на сторонах у  =  ± 1  (R .F .M illar, ІІ.А .Ч ебанова 
т а  інші) отрим ано, що при аналітичних у U — Ut функціях f , g  о 
ум овам и (33) для р о зв ’язку и граничної задачі (32) має місце розклад 
(28) для всіх х  > !(у),  І у  |<  1, якщ о 6 Є (0, бо), пбо 0 ,448.

У § 6  р озглян уто  питання про необхідні умови справедливості 
г іпотези  Релея для задач і про відбиття гармонічної повздовж ньої 
хвилі Релея-Л емба від криволінійного торця напівскінченного пруж ­
ного ш ару X  > Hl(Y/d)r I Y  ]< d, де / - парна аналітична фун­
кція експоненціального типу з  /(± 1 ) =  0. Безліч застосувань  задач 
про  розсію вання хвиль р ізної природи на поверхнях неканонічної
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форми зумовлю є неперервний . інтерес до таких задач. Як вж е від­
мічалося, припущ ення про те , що відповідні ряди іза власними фун­
кціями зо б р аж у ю ть  р о з в ’язок вихідної граничної задачі аж  до кри­
волінійної ділянки границі, прийнято в задачах  м атем атичної фі- 

'оики н ази вати  гіпотезою  Релея. Значний внесок в теорети ч н е до­
слідження про застосуван ня  гіпотези  Релея до різних задач  акуст іки 
і електродинаміки внесли так і вчені як R .F .M illar, R .P etit, M .Cadilhac,
В.П.Апельцин, Р .Г .Б аран ц ев , О .Г .К ю ркчаи  т а  інші.

При певних умовах на функцію  / у § 6  отрим ано р езу л ь та т  про 
те , що зн айдеться таке 6q > 0, що для значень Н / d  >  бо г іп о теза  Релея 
в розглянутій  зад ач і тео р ії пруж ності не є ’справедливою. З асто су ­
вання цього аб страктн ого  р езу л ь тату  до конкретного прикладу фун­
кції (38) (з  6 =  H /d )  приводить до значення л-̂ о *  0 ,448, яке ви з­
начається з  рівняння (39); Це твердж ення принципового характеру  є 
аналогічним відомому твердж енню  (R .P e tit, M .Cadilhac - 1966) про не­
обхідні умови справедливості г іпотези  Релея у задачі про розсію вання 
електром агнітної хвилі на синусоїдній поверхні.

А .Г .К остю ченко і М .Б О раоов (1981) показали, що за д а ч а  про 
нормальні коливання пруж ного напівскінченного циліндра з  закріпле­
ною границею  у випадку розділення зм інних зводиться до дослідження 
спектральних властивостей  самоспряж вного квадратичного ж м утка 
операторів

A /(A,w2) =  Х2А +  АЯ +  1 -ц > 2Я  (40)

У гільбертовом у просторі трьохвим ірних вектор-функцій І 2 (І1 ), де 
Q С R 2 - обм еж ена область, яка є поперечним 'перер ізом  циліндра. 
В (40) А €  С  - спектральний п арам етр , a w  >  0 - ч аст о та  коливань 
циліндра. Нехай N ( u )  - к ількість дійсних власник значень ж м утка 
М ( A,w2), тоді

N ( u )  > a w 1', ш > 0

(А .Г .К остю ченко, М .Б .О раоов). У §7 розділу 3 отрим ано точну  по 
порядку и  оцінку зверху

N ( u )  <  a iw 2 +  6 , u> >  0,

де a j , b > 0  - деякі постійні.
Я к  відомо, б агато  п и тан ь  теор ії граничних задач м атем ати ч ­

ної ф ізики  приводять до зад ач і визначення власних значень і власних 
функцій диф еренціальних т а  більш загальних ф ункц іонально
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диф еренціальних операторів  і до питань розкладу довільної функцї в 
ряд з а  власними функціями таки х  операторів, У §$ рооділу 3 роогля- 
нуто  спектральні питання для функціонально-диференціальних опера­
то р ів  на скінченному відрізку о інтегральним!! храповими умовами. 
Для таки х  операторів  вивчено базисні властивості їх  власних фун­
кцій у иросторіїх  Lp , 1 <  р  <  оо, асим птотика спектру, побудо­
вано резольвенту . Раніш  подібні питання в різних випадках, але в 
основному для простору L i ,  розглядались в р о б о тах  таких вчених як
В .П .М ихайлов, Г .М .К есельман, М .А.Наймарк, В.О .Ільїн т а  його учні, 
А .Л .Ш каліков, ll.E .B enzinger, N .D unford, М.КгаІІ, т а  інші.

Розглянем о спектральну задачу

у<">(*) +  ( F » ) (x )  = \ у ( х ) ,  х  €  [0 ,1], А Є С , г» >  2,

Ui(y) =  )(0) +  +  £  (aijy('i) (°) +  bi j y U)( i ) ) +  , . . л
і=  о і41)

+  /  y(k,\ x ) d a j ( x )  =  0 , / =  1 ,
о

де цілі невід’ємні числа кі < п і функції обмеженої варіації о /(х )  
неперервні в точ ках  х  =  0, * =  1. Лінійний оператор F  неперер­
вно діє із  простору  Гельдера (Т^О, 1] у простір  £ і[0 ,1 ]  і у  <  п — 1. 
Припускаємо, що крайові умови Ui(y) =  0, І =  1 ,.. . ,п  є регулярними. 
В ираз у(пЦ х)  •+ ( F y ) (x )  т а  умови Ui(y) =  0, / =  1, . ..,п  визначаю ть 
у п ростор і L \  лінійний оператор  С. Встановлено існування такої 
дійсної послідовності

R n  =  2 т N  +  0 (1 ) ,  N  —  оо, 

для якої визначені скінченновиміриі проектори Pica

|А |= Я *

Т  е  о  р  в  м  а  16» Знайдуться такі постійні <у, 1 <  р  <  оо, 
що для довільної ф ункції g Є Lp :

II 9 ~  Pn 9 IU ,<  cp{N -°'(\nN ) И g ||t „ +u; , ( * - ' , » ) +  
+(m ax<= , .... n var(T,)uip( N - l f '’,g )} ,  N  =  1 ,2 ,...,
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де число п \  — п і і п ( п - у  — І ,  І )  і *)/,((<,д) • і нтегральний  модуль неперер ­
вності  ф у н к ц і ї  у  €  Lp,  яка вважаєі і іьсй /ньною нулю iioja в ідр ізком  
[0 , 1].

О значим о проектори

Я/v *  Pn -  /  V  - 1 . N  =  1 ,2 ...... Ро =  0 '.

Тоді а теорем и 16 ниплнвас, що скінченновимірні підпросторн

Pn Lp , N  =  1 , 2 .....

що н еоалеж ать  під /> і < лінійними оболонками власних та приєднаних 
функцій задач і (41) о класними значениями А * :

« N - 1  < 1  А* І< « 0  =  0 ,

утворю ю ть базис о підпросторін простору Lp< Vp Є ( 1 ,сс ).
У §8  доведено також , що у випадку н -  у >  3 /2  підпросторн 

P f/L  з утворю ю ть базис п п ідпросторів, який ек ви валентний ортого­
нальному. У випадку, коли /■’- диференціальний оператор порядку 
п —2, таке твердж ення раніш було встановлено А.А Шкаліковим (1982).

Ч е т в е р т и й  р о о д іл  дисертаційної роботи  присвячено інте­
гральному перетворенню  К опторович^Л ебсдїна. Це перетворення 
було введено М .І.Ксінторовичем і М .М .Лебсдсвим у 1938 р. в зв 'я зк у  
іо розглядом зад ач і про дифракцію  плоскої електром агнітної хвилі 
на напівскінченній щілині і в подальшому знайш ло широке застосу ­
вання до ріпних граничних задач  м атем атичної ф ізики (М .М .Лебе­
дев, Г.А'.П>і'нберг, Ц .С .У флянд, А.Ф .УлІтко, A .Ben-M enahem  га інші). 
Однак, еф ективне використання перетворення К онторовича-Л ебсдсва 
в граничних зад ач ах  статики  і динаміки пружних тіл нотребус подаль­
шого роовитку м атем ати ч н о ї тео р ії цього перетворення. Труднощі 
т а  важ ливість вивчення властивостей  перетворення К онторовича- 
Лебсдсва зумовлені також  т к ю  обставиною , що це перетворений з в ’я­
зан е  о розкладом  оа узагальненим и власними функціями звичайного 
сінгулярного диф еренціального оп ератора 1„:

(Іі>9){р) -  Р > 0.

у просторі L j ( R +;#»“ ') ,  де ^  0  із  Jfyu >  0  - парам етр  перетворення. 
У випадку К /j =  0 для визначення оператора задасться тасож  ум ова 
н а  вескікченності у‘(р)  +  ftg(p)  *  о (р~1/3), р  оо.
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Ін т е гр а л ь н е  п е р ет ію р ен н я  К о н т о р о в и ч а -Л сб єд єва  А*,, т а  ного 
о б ер н ен н я  А’" 1 м а ю т ь  вигляд

1 ^ 9  -  /  Л'.тUtp)g[p)dp, т Є ї ї ,
Jo

де А’іг (г)  - циліндрична функцій Макдональда. Класична теорем а 
Конторовича-Лебєдєпа стверджує, що якщо число /і = |  /і | е>а ф 0
0 І а  |<  л / 2  і /  - парна аналітична н смуоі | O r  |<  6, 6 > О/функція, 
що задовольняє умону

1 / ( в  +  нт)(„ +  >(Т) і <  с(<т,) <  оо.Уєг, є  (0 ,6),  (42)

т о  тоді для /  при т о I O r  |<  6 має місце інтегральне зображ ення

f ( r \ = ( K J < ; l / ) ( r ) .  (43)

У §2 рооділу 4 дається поширення оображення (43) при дісшіх г  
па суттєво більш ширший клас функцій, ніж у теоремі Конторовича- 
Лебєдєпа. Для формулювання відповідного твердження введемо деякі 
означення. По дійсному числу є» G [—ж/2, jt/ 2] ооначимо функцію

= їмїйї совІ,(*/2+ І ° І)1’ 1є

Для довільної функції u(<), І €  ї ї  нехай її друга ріонмця

Д £ и ( < )  =  и(< +  /і)  -  2 u ( t )  +  ti({ -  Л), А >  0.

Введемо до роогляду банахів функціональний простір  Никольского о 
вагою Va(t )  - прост ір  Н \  а =  Н \  e (EL; ^о(<)), ™  и>° норма у Н \  а має 
вигляд

II « llwr =|| <Р*и |Ц, + лир І Л Г^Н ||І1(
|Л|>0

де число г =  * +  / ? і і > 0  - ціле, а  0  €  (0,1].

Т е о р е м і »  17. Н н а й  число ft = |  ц  | е,а ф 0, | а  |<  тг/2
1 п а р н а  J Уунхц» /  €  И \  „ ,  г >  1. Т о д і  д л я  /  мац м іс ц е  і н т е г р а л ь н е

\2 / ° °
К ~ ' / = - —  / rsinli лтІ\,т(іір)/(г)(Іг, р >  О,

ж Р Jo

:і!



зображ ення (48) при всіх дійсних г  ф 0. Якщ о показник г  >  2, то 
зображ ення (43) має місце для всіх г  Є ї ї .

М етодам и тео р ії аналітичних функцій доводиться, що, якщо 
ан ал іти чн а у см узі | O r  |<  6 ф ункція /  задовольняє (42), т о  тоді 
/  Є Н І  а , Vr >  0. Я к  додаток до теорем и 17 в роботі приведено 
твердж ення про  спосіб регуляриаації інтегрального зображ ення (43) 
у випадку функції /  Є Z-i>в. то б то , коли на /  відсутні будь-які умови 
гладкості.

Р еоультати  п р о ’’пряме” інтегральне зображ ення

були раніш  о три м ан і лише у випадку дійсного ц  > 0 (М .М .Лебедев, 
С .Б .Я кубович і By Кім іу а н ,  A .H .Zem anian, R .S .P athak  and J .N .P an - 
dey). В наступній  теорем і із §3 розділу 4 даю ться умови н а  функцію 
д(р), при виконанні яких має місце зображ ення (44) у випадку Sfyi >  0.

Т е о р е м »  18. Нехай число ц  = | р  | е '°  ф 0, | а  |<  т /2  t 
ф ункція д(р) ан а л іти ч н а  у се к то р і

S c  =  {р £  С  : агдр  Є .(-2є»,0)}

і неперервна в його замиканні, причому вірш  оцінки

Тофі для д(р) при р > 0 мас місце інтегральне зображення (44)-
П ідкреслимо, що (44) дає розклад в  інтеграл Ф у р ’є з а  узагальне­

ними власними, функціями сінгулярного диференціального оп ератора 
І,,. В ум овах  теорем и  18 у §3 також  єугримано твердж ення, яке з в ’я­
зує поміж  собою  інтегральні перетворення К онторовича-Л ебєдєва і 
Ф у р ’е. Доведено також , що ум ова аналітичності д(р) при f  0 о 
теорем и  18 в певному сенсі с необхідною для справедливості зо б р а ­
ження (44).

У |4  рооділу 4 р озглян уто  питання про сумовність зо б раж ен н я 
(44) при ц  >  0 у сенсі середніх Абеля. Наведемо один о отрим аних

9ІР) =  (А '" 1 Л '«^)(р), рЬ> о (44)

Jas„
І *<*>(р) І їо ' I dp  |<  оо, * =  0 ,1 ,2 ,3,

! |»(aW *  | e1/2|̂ »in2e| I r fp  | <  o o .
J a s .
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р езу л ь та т ів  (достатн ьо  розглянути  випадок /і =  1). Нехай для д €  
L i(R + )  і f Є (0, я-) функції

Т е о р е м а  19 . Нехай функція д Є Z -i(R + )f)Z ,p( R + ) з 
деяким р  Є (1,'оо). Тоді

для довільної точки  го >  0, яка належить до множини Лебега фун­
к ц і ї  g(r).

Основні р езу ль тати  дисертаційної роботи можна сформулю ва­
ти  таки м  чином:

1. Р озроблено методику дослідження існування т а  асимпто­
тичних властивостей  р о зв ’язк ів  інтегро-алгебраїчних систем рівнянь 
м етоду суперпозиції.

2. Здійснено м атем атичне обгрунтування використання методу 
суперпозиції при дослідженні плоских задач  теор ії пруж ності.

3 .Встановлено нові р езу ль тати  про розклад з а  власними фун­
кціями в зад ач ах  теор іі пруж ності з  зазначенням  оцінок і асим пто­
тик коефіцієнтів розкладів т а  оцінок швидкості зб іж ності відповідних 
рядів з а  власними функціями в різних функціональних просторах . У 
випадках розб іж ності рядів з а  власними функціями зазначено спо­
соби їх  регулярияац ії з  доведенням до розрахункових схем.

4. Встановлено важ ливий в теоретичном у т а  прикладному зн а ­
ченнях з в ’язок  між  м етодам и суперпозиції т а  власних функцій.

5. Розроблено еф ективні алгоритми для розрахунків  гранич­
них зад ач  те о р ії пруж ності, які грунтую ться н» з в ’язку м іж  м ето­
дами суперпозиції т а  власних функцій і асим птотичних властивостях 
р о зв ’язків інтегро-алгебраїчних систем рівнянь методу суперпозиції.

6. Проведено аналіз використання гіпотези Релея до задач  те­
орії пруж ності, виявлено, що м аю ть місце результати , які аналогічні

ff((r) =  f  (A:lSr ) ( r ) r s in h ( i r  -  t ) r K , T(r)dr.  
T r Jo

Іігп И (/(r) -  gt (r)  |U ,(.,»]=  0

для довільних  0 <  о <  6 <  оо і

l i n W r 0) =  з ( г 0) .
t—>0

зз



відповідним твердж енням  про гіпотеоу Релея в задачах  акустики і 
електродинаміки.

7. Д ано зведення задачі Діріхле в класичній постановці для 
однорідного бігармонічного рівняння у півсмузі з  криволінійним то р ­
цем до систем и інтегральних рівнянь на відрізку. Встановлено, щ э ця 
гранична за д а ч а  f  однозначно р о зв ’язуваною .

8 . О три м ан о  нові р езу льтати  про базисні властивості власних 
функцій зви чай н и х  функціонально-диференціальних операторів  з  ін­
тегральним и краповими умовами на скінченному відрізку, отрим ано 
оцінки ш видкості зб іж н ості спектрального розкладу в терм інах  інте­
грального модуля неперервності функції, що розкладається.

9. Р озш ирено рамки використання інтегрального перетворення 
К онторовича-Л ебедева щодо граничних задач  м атем атичної ф ізики.

А втор  висловлює щиру подяку член-кореспонденту АН Украї­
ни В .Т .Грінченку, доктору ф ізико-матем атичннх наук В.В.Мелешку, 
проф есору Г .В .Радзієвськом у з а  постановку ряду задач т а  плідне нау­
кове сп івробітництво.

О сновні р езу ль тати  дисертації опубліковано в таких  роботах :

1. Гомилко А .М . 0  спектре, примыкающем к вещ ественной оси 
в одной зад ач е  теори и  упругости  / /  Ф ункц. анализ и его прилож.- 
1982.- 16, вып. 1 . - С - 70-71.

2. Гомилко А.М . О ценка сверху числа собственны х значений 
пучка оп ераторов , зависящ его о т  п арам етра / /  И зв. АН А зерб . С С Р, 
сер. ф из.-тех. и м атем . наук.- 1982.- 4 - С. 19-23.

3. Гомилко А .М ., Мелешко В.В. Гармонические волны в  полу- 
бесконечном упругом  слое / /  Докл. АН У С С Р, сер. А.- 1985 - N 2.-
С . 28-32.

4. Гомилко А.М . З ад ач а  Дирихле для уравнения Л апласа в о б ­
ласти  т и п а  полуполосы / /  Успехи м атем . наук.- 1985.- 40, вып. 5.- С. 
22S-226.

5. Гомилко А.М . А сим птотика неизвестны х в задаче о ж стко 
защ емленной пластинке / /  Т̂ >. 11  научн. конф. молодых учены х Нн- 
т а  механики АН У С С Р . Ч .2 .- 1986.- С . 290-295,- Рук. деп. ВИНИТИ 
28.07.86, N 5507-В86.

6 . Гомилко А .М ., Гринченко В .Т ., Мелешко В.В. О  м етодах
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однородных решении и суперпоаиции в статических граничных За­
дачах для упругой полуполосы / /  Прикл. механика.- 1986.- 22, N S.-
С. 84-93.

7. Гомилко А .М ., Мелешко В.В. О методе Ф айлопа разложения 
функций в ряды по однородным решениям в задачах  теории упруго­
сти / /  Иов. АН С С С Р . М еханика тв . тела.- 1986.- N 4.- С. 48-53.

8 . Гомилко A M. Закон асимптотических выражений в тео ­
рии функциональны х уравнений в Л’® -пространствах / /  Укр. м атем . 
ж ури ,- 1987.- 39, N 5.- С. 551-554.

9. Гомилко А .М ., Мелешко В.В. Задача Дирихле для бигармони- 
ческого уравнения в полуполосе / /  Докл. АН С С С Р .- 1987.- 294, N S.-
С. 1045-1048.

10. Гомилко А .М ., Гринченко В .Т ., Мелешко В.В. О возможно­
стях м етода однородных решений в смешанной задаче теории упру­
гости  для упругой полуполосы / /  Теоретич, и прикл. механика.: До­
нецк. - 1987.- 18.- С. 3-8.

11. Гомилко А.М . А сим птотика коэффициентов разложения по 
однородным решениям в смешанной задаче для упругой полуполосы 
/ /  Тф. 13-й научн. конф. молодых ученых И н-та механики АН УССР. 
4 .2 . - 1988.- С . 332-335 - Рук. деп. ВИНИТИ 27.12.88, N 9072-В88.

12. Гомилко А .М ., Гринченко В .Т ., Мелешко В.В. А сим птотика 
неизвестны х при решении методом суперпозиции плоской оадачи о 
продольной деф ормации упругой полуполосы / /  Прикл. механика. - 
1988- 24, N 7. - С . 77-83.

13. Гомилко А .М ., Гринченко В Т . М етод однородных реше­
ний в случае негладких нагрузок / /  Теоретич. и прикл. механика.: 
Донецк,- 1988,- 1 9 ,-С.111-116.

14. Гомилко А .М ., Диденко Ю .Ф ., Ковальчук В .Ф . Точное ре­
шение оадачи пространственной теории потенциала для двух сфер,- 
Киев, 1988.- 40 с.- П репринт /  АН У С С Р. Ин-т м атем атики; 88.44.

15. Гомилко А .М ., Гринченко В.Т. О сходимости разложений по 
однородным реш ениям в плоской задаче для полуполосы с негладкими 
нагруокам и / /  Прикл. механика.- 1989 - 25, N 4.- С . 76-82.

16. Гомилко А .М ., Гринченко В .Т ., Мелешко В.В. М етод одноро­
дных решений в смешанной оадаче для упругой полуполосы / /  Прикл. 
механика.- 1990.- 26, N 2.- С. 98-108.

17. Гомилко А .М ., Радзиевский Г.В. А сим птотика по пара­
м етру решений линейных функционально-дифференциальных уравне­
ний / /  Укр. м атем . журн.- 1990 - 42, N П .-  С . 1460-1469.
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18. Гомилко A .M ., Городецкая Н .С ., Мелешко В.В. П родольные 
волны Л эм ба в полубесконечном упругом слое / /  Прикл. механика.- 
1991. - 27, N 6 .- С . 53-59.

19. Гомилко А .М ., Городецкая Н.С. Краевой резонанс при вы­
нуж денны х колебаниях волновода/ / Тез. докл. 11 Всес. акустической 
конф. М осква, 1991.- С. 127-130.

20. Гомилко А.М . Об интегральном  преобразовании К онторо- 
вича-Л ебедева / /  Укр. м атем . журн.- 1991.- 43, N 10.- С. 1372-1377.

21. Гомилко А .М ., Радзиевский Г.В. Базисны е свойства соб­
ственны х функций регулярной краевой задачи  для векторного функ- 
ционально-дифференциального уравнения / /  Дифференц. ур.- 1991.- 
27, N 3.- С. 384-396.

22. Гомилко А .М . Об обращ ении интегрального п реоб разова­
ния К онторовича-Л ебедева / /  М атем . зам етки .- 1992.- 51, вып. 5.- С. 
27-34.

23. Гомилко А .М . Гипотеза Рэлея в задаче о б  отраж ении волны 
Рэлея-Л эмба о т  криволинейного то р ц а  волновода / /  Изв. РАН. Ме­
ханика тв . тела,- 1993.- N 2.- С. 61-66.

24. Гомилко А.М . Об одном классе бесконечных систем  линей­
ных алгебраических уравнений / /  Ж у р н . выч. м атем . н м атем . 
ф изики.- 1993.- 33, вып. 7.- С . 979-995.

25. Гомилко А .М . И нтегральны е уравнения м етода суперпози­
ции / /  Годичный о т ч е т  И н-та гидромеханики АН Украины. Киев: 
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