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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ'
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Актуальяіоть теми. Серед різноманітим* проблем, що ш ш >  

ють в біологічних, екологічних, економічних системах, важливим

* дослідження динаміки процесів. Зокрема, для моделювання дина­

міки біологічнії популяцій, що складаться з декількох гідів, 

традиційно використовуються звичайні диференціальні рівняння. 

Проте, подібні моделі мають два основних недоліки; по-перше, во­

як не враховують випадкових факторів, притаманних кожній такії 

популяції, а по-друге, природній дискретній фазовий простір при 

ньому замінюється неперервним.

Для дослідження подібних еволюційних процесів зручною * мо­

дель схеми урни з куляьи М*{ / М ъ І /  кольорів, для якої ха­

рактерна багатогранність граничного стану концентрацій /  пропор­

цій /  куль, який може залежати ях від властивостей детермінованих 

функцій, ідо задають зміну концентрацій в середньому за один ярок, 

так і від початкових кількостей куль в урні. Крім цього, вказаній 

схемі урни притаманна пряродня стохаетичність, ж визначається 

правилом додавання куль в »алежн ості від часу та поточних концен­

трацій. Стохаетичність •  невід'ємною рисою навколишньої природа. 

Це і випадкові флуктуації параметрів середовища /  як абіотичні - 

фізичні характеристики середовища, так і біотичні - характеристи­

ки Інших популяцій / ,  і випадкові варіації екологофізіологічнжх 

характеристик окремих представників популяції, і навіть випадко­

вий характер взаємодії мій ними. г*

Актуальною проблемою е розробка методів дослідження стійкості 

рекурентних послідовностей схеми урни з кулями U* 1 кольорі*. 

Привабливим в метод асимптотичного аналізу рекурентних процесів, 

запропонований В.В.АнісІмовим, що на основі принципу осереднення



та дифузійної апроксимації питання оті Якості рекурентних послідов­

ностей вводить до дослідження відповідних детермінованих та сто- 

хастичних диференціальних рівнянь. Теорія стійкості стохастичиих 

диференціальних рівнянь розвинута в роботах І.І.ГІхмана, А.В.Ско- 

рохода, К.Іто, М.М.Красовського, B .C .Королюка, В.Б.Колмановського 

та багатьох інших математиків.

Актуальною для екології та економіки задачею оптимального ке­

рування в класі диференціальних рівнянь с задача оптимального зби­

рання врожаю, запропонована Р.Бежаиом і досліджена ним для випад­

ку детермінованих автономних систем, ця задача привернула увагу 

К.Уатта, Ю.М.СвірІжева, е.Я.ЄлІзарова, 0 .Б.Горстко, Г.А.Уголышць- 

кого та інших вчених. В дисертації проведено дослідження моделі 

оптимального вбирання врожаю для випадку динамічних та стохавтич- 

нях систем.

Мета роботи: І / побудова та асимптотичне дослідження стійко­

сті стохастичиих моделей росту, -що описуються рекурентними послі­

довностями, шляхом зведення їх до детермінованих та стохастичних
л*

диференціальних рівнянь;

2 /  дослідження спеціальної динамічної та стохастичної задачі 

оптимального керування в класі диференціальних рівнянь /  модель • 

оптимального збирання врожаю /  з метою встановлення достатніх 

умов «диності розв'язку та його алгоритмізації.

Наукова новизна результатів дисертації по ляпе:

- в отриманні системи рекурентних послідовностей для осеред- 

неної та дифузійної складових щ узагальненій схемі урни типу По­

лів з кулями А/*і’ кольорів і дослідження їх асимптотичної 

поведінки;

- в узагальненні моделі Айгеиа еволоці ї полінуклеотвдів на

- 2 -
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стохастичии" випадок; і ■

- в отриманні достатніх умов Існування единого розв"язку ди­

намічно]! задачі оптимального збирання врожаю;

- в синтезі адаптивної оптимальної магістралі задачі оптималь­

ного збирання врожаю з кусково-сталим стохаотичним параметром.

Методи дослідження. Математичним апаратом, що використовуєть­

ся в дисертації, с теорія ймовірностей, теорія диференціальних 

рівнянь, методи нелінійного програмування.

Практична цінність. В дисертації наведені результати якісного 

дослідження конкретних математичних моделей:

- досліджена асимптотична поведінка розв*язк1в.стохастичної 

моделі еволюції полінуклвотідів в реакторі діалізу;

- зна-'їдені достатні умови єяиності розв"язку динамічної моде­

лі оптимального збирання врожаю.

Результати дисертації можуть бути використані для досліджен­

ня еволюції біологічних популяції в стохастичних уіювах зовнішньо­

го середовища.

Апробація роботи. Результати дисертації доповідались і обгово­

рювались на таких конференціях та семінарах: Українській науковій 

конференції "Моделювання та дослідження стійкості систем" /  н.Київ, 

1991 - I9S3 p p ./ , 'зимовій школі молодих вчених Інституту математики 

та механіки РАН /  м.Єкатериябург, 1992, 1993 p p ./ ,  науковому семі­

нарі я математичних методів дослідження операцій Інституту кібер­

нетики АН України /  н.к,- акад. Єрмольєв D .M ., 1990, 1993 p p ./ , 

науковому семінарі кафедри прикладної статистики Київського уні­

верситету /  н.к. - про?. Ані сі мов в .в .,  1993 р . / .

Публікації. Основні результати дисертації оіг'бяігсвпні в 7 
роботах. V '
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Структура та обсяг робота. Дисертація обсягом ICO стор. 

складається з вступу, двох глав, висновків та описку літератури 

а /20 найменувань.

ЗМІСТ РОБОТИ
І '

У вступі обгрунтована актуальність розглянутих в дисертації

питань, визначено мету дослідження, зроблено огляд результаті*, 

пов"язшшх з темою .дисертації. Стисло викладено зміст дисертації.

Перша глава дисертації присвячена дослідженню рекурентних 

послідовностей узагальненої схеми урни і складається я трьох па­

раграфів.
В § І розглядається рекурентна послідовність схеми урни з 

кулями /V+/ / Іїгі / кольорів, коли в кожний дискретний моїиент

часу в урну додається лише одна куля, ця схема досліджена в ро­

ботах В. Артура, Ю.М.Єрмольева, Ю.М.Каніовського /1987/.

Маймо урну нескінченого об"вму, яка може містити пулі N *1 

можливих кольорів. В кожний момент часу О . і  Д , . . . . ї . . . .

/ іс = 0 ,1 ,2 , . . .  / в урну додається одна куля одного з М+і можяшк 

кольорів. Вектор

? . .  = 0 . ' . , Є ........ О

оімсув пропорції / концентрації / куль кольорів від 1 до ^  від­

повідно в момент часу к / тобто після того, як к куль додані

* урну /. В початковий момент в урні знаходиться дґ*. >, і куль. 

Нехай *

L ( f ) *

послідовність вектор-функцій / функцій урни /, кожна з якжх про­

порції \ куль в урні ставить у відповідність ймовірність дода­

вання кулі кожного з кольорів 1 , 2 , . . . ,  М  в момент часу к . 

Вводимо сукупність незалежних випадкових величин



ДчіШ - f a d i ) ,

І є S ' = { x ;  хж(х; * ї „ . іХҐ)'  x S o ,  

fit (t) - (  ^  '  й*юв1риІ0ТЮ 9 І »  ( t ) > ° ,
~ X  o  » ймовірністю i - t i K ( t ) > 0 i

г/ .

Г г (0 ,...,0 .1 ,0 .......0) . о  - нульовнй в*ктор, і .

Еволюція пропорцій куль я урні оплсувться р«кур«втшш еиїв-

ВІДЯОМНЯЯ*

fi~ (L)- L
’ " ' VV' , /X /

- 5 -

що нами приводяться до вигляду

t -1 і ~ Чи*(ї»*)ї"*(кї) и , і
(г„+КН)/п ’п (ггя+к+і)/л '

•д*

(f)] -[ JUr (f)> • ■ v  ? л*г

діагональна шгтріця; <£,*({) - граве поноваииЯ вектор /  вектор-отро­

ка /j - незалежні вектори, що володіють властивостям

п [ % .И .] - о ,  r i [ t . % : / L ] ‘ 7c' я ,

L  = (L ,h ....../ L )  * 7  - одинична Діагональна матрица.

Відшукуємо £яж у вигляді

= 5/4/

причому -XUo = , ^ О=»о •

Рекурентне співвідношення /8 / еквівалентне системі

*  ? •« *  +  О - п к ( З С л к )  “  » 3^10 - £ к а ,  y g !

* £п« + * %,*(**•,X*.)Y-KK t £ .„ = о, / 6 /
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д*

г , .  ( * , , ) .
d ( r„ +K + l)/n.

( In + * + і)/п.

Користуючись методикою В.В.Анісімова, досліджуємо асшототяч- 

иу поведінку розв'язків / 5 / . / 6 /  при п - * 00 , коли

Застосовуючи принцип осереднення до / 5 / ,  приходимо до теоремі. 

Теорема І. Нехай S„>o , Функція fy(t,x) рівномірно по xeS1* 

неперервна по і є Г°,Т /« задові льняв умові Лі шпиця

І$/*,*7)-р&,хх)\ &С ІХі-Хіі.
Тоді І*'

мах | х , «  ~х(£)І
кг £ пТ г» -» оо

X# а: ft,) - розв'язок яадачі коні

Ых = хґс) = Хо. П /
So +і

Застосуємо до / 6 /  дифузійну апроксимацію. Нехай ,

їПк(х,у) ~ иевипадкові функції, ^„(4)

*  и * )^ к  • ?-(*>*)= яр*  И<-б<££-' . -ft
ступіняаті Тункці ї . Приходимо до теореми.

Теорема 2 . Нехай S„>o , виконуються всі умови теореми І .  

Крім цього, $(і,х) - неперервно даїеренціяовна по *  пр*



Xt S *  • іе (°г т] '  Тоді скікчскловимірйі розподіли процесу Чь(*) ,

1 1 [о,т] слебо збігаються ло розподілів v f O  стандартного віне- 

рівського про (всу в R "  , а послідовність процесів U -

збігаяться в просторі % >'co,tj до процесу # (і) , що в роз­

в'язком стохостичного диференціального рівняння /  задачі Коші /

4 J * m , а < ч -о . /в/

Яауватенкя. У випадку S0 = o /  Гп -І /  для існування розв'язків 

задач / 7 /  і /В/ додатково необхідне виконання такит умов

tim  ^ .( 6 ,х )  = ^ Ґ С ,х )  ■= X ,

-ь-++о

tim { сг (*>*>] -1(і'х) і (ь>х)} '  5 /10/
* -*■ •*0  *-

В § 2 розглпдрр.ться узагальнена схема урни типу Поліа з кулями 

N+1 кольорів, то додаються порціями випадкового об'єму. Б роботах 

В .Б . Артура, !Р.М.Єрмольява, Ю.М.Квдіовського досліджені питання про 

умови, при яких можлива збіжність з ймовірністю І до деяких конст­

руктивних мнотан, про існування граничного вектора, про характер 

вбіжнвсті при п -*• т&> . Ал* при цьому залишаються язвивченими пи­

тання динаміка збіжності /  тренд, ди’ узія, стійкість / .

НвхаЯ в кс-нн' мокент часу к = 0 , 1 , 2 , . . .  в урну додається

* / ’ • • *  ; » М )  . - у  *’>♦
і-и* *  І *-лх ,  ^ я к  і • • • ,  /  , 4-л* Є  І—  +  і

£.« + І-и» + " • + *"•» *  №я*\ ~ 

куль кольорів від 1 до & +  /  , а

L -(£х..... о . д . . іL І

*

- 7 -

’п*

відповідно кількості куль кольорів від І до /V+< та загальна кіль­

кість куль, що знаходяться в урні в момент к /  коли порція £#.« 

ще не додана в урну /.



Позначимо ^

s *  9 / «• • ■5и* *-'** ! 7
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З змінній Гп« 1 а *«  виберемо Н + і незалежних

Введемо

Тоді к-,

У- <
<и.к -

Р~п к (і,а .) т (Р т г ( ! і° - )г  P * " ( S>a' ) r " ' t  fin* ( s*a 0 '  к ^ °

-незалежні по к випадкові вектори, St * 7  , a t £ | ,| S | j a ,  твкі.щр

Р [ / й  (»7a) = t j r

х ■* £ £
”  >=-о

Рекурентне співвідношення для SnK мав вигляд 

$ик-ц - + /*"« ( Sn«,A««) » *«*0.

ПОСЛІДОВНІОТЬ $кк ■ К ї О  породжує монстошті ПОТІК &  - 

алгебр F „  , де s ., е ^  - втаірні.

Припустто, шо для всіг м  R *  , « f  ^  , (S/‘ a  існу* вектор- 

Функція

/ / [ / 5 »  « - « A .j  (’■•>■

З перших У  компонент векторів fi„K(s ,a )  і ^„K(s,a) утво­

римо вектори fi^,(s,a) і 4пк(*,о.) розмірності /V  .

Припустило, по сиг’етрична матриця

•/7 />« /С/fj - с = с  сь*;
в додатньо-визнэтеноя.

Відтукугчя 5«„ у вигладі

и
г ^  ̂ 0 ; Х«о = , н̂о — О,

прігсодал© до системи рекурентних співвідношень >,



* .
+ fit* ( * « , °«г) — » * *0  , = -І ,

Л»к« * (f„,.0*«« + +
І

♦ 6*к (**« * 7д*> *«.») Yj,* , *>,о, о ,

де

*в.к *  • ( Рнк ~ f „ , ) ( к  jf.O

- незалежні вектори, що володіють властивосттая /З /.

Дослідимо траєкторії & »*  , зі, ,  • при ,*=[*>♦].

Hem ’  для простоти

W s  ?,?>,*! £ ( я ’ / ' 5' ‘9 -
Згідно підсиланого запону великих чисел отримуємо функціонель- 

не співвідяояення

а =  s.+ iIL lclta’c's’a)- /І2/
ь е  Z  +

і
Застосовуючи до рекурентних послідовностей / I I /  принтап осе- 

реднення та диїТуяІЯну алрксимацію, приходимо до таких теорем.

Теорема Я. Нехай при *  оо буде fc s„ > о  , функції ур-V И
га 5>а?Ъ о , де i f  Z f  , ус , 0 .( ^ 1 ,lsl( а такі,що

X  <Ь,*(<-,*,а)= і , £  /ІЗ /

U Z j "  i e z ^

існують граничні функції s,a.) такі, що відповідні їм

дунітіТ рівномірно по St R* , a.e#l ,is4a  неперерв­

ні по ^  1 для всіх t i ' T  вадовільняють умові Ліптаця по змінній

S . Тоді

■ • тя X. І ЗС*1К — ^  ( R  Н  *  f* ’
* < « Г

де X (і) - розв"ячок зацрчі Коші

- 9 -
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dx  * f(t*x.a.)elt, x(o)*s0,

CL визначявться ?ункц1ональним співвідношенням /12/.

Теорема 4. НвхаЯ виконуються всі умови теореми 3 . Крім цього, 

для всіх $е , 1*1*4 виконується нерівність

$2  Ull tnK(£,S,a.)4 Clt  /15/
і £ Z * "  .

матрично-значна 'т ч п ія  Єп* ( s>°-) е додатньо-визначеною, а

(s,a) зедовільпяе умові ЛІшииця по змінній S . Векторно-

значна грєнгчнп і^ункція °-) при | з | іа  неперервне

диїТеренціЗовна по s при * еГ о ,Т / .

Тоді скінченно-вимірні розподіли процесу 
Спі]

%М « Z
t 1C г о

crprto збігаються до розподілів vr(t) стандартного вінерівсько- 

гс пронесу в R "  , а послідовність

+ . ( » •  ^  при £  < * <  * £  ,

1 7  -зйігачться в просторі & с о ,т ]  Д° процесу у (*) , шо е 

розв"язком стогпстичного диференціального рівняння

dy +G(i,x,a)clur(t), $(о)=о, /16/

д* х. -  розв'язок задачі Коші /И /, О. визначаються ч іїунк- 

пі опального співвідношення /12/.

В 5 3 розглядаються детерміноване модель Аїїгена динаміка р«п- 

лізсочіх пояінуглоотідів при ідеальних експериментальних умовах в 

реакторі діалізу

X L - 2  l,ly Xj  /17 /

J-1
де ar£ -  концентрації полінуклеотідів, »



= Z  xs ,

x e - S M= f x :  x = (x „x t,.../ x j i X ^ o ]  = { ) ,

поточне значення 'f /  знесення’/  задається та*

/18/

u v = Аі Q v (Lltj)’ / и /

4- > 0  “  швидкість синтезу полінуклвотідів типу « а - > 0

-  швидкість розклану, -  ймовірність того, що копією моле-
d

кули типу j  буде молекула типу і /  для і/</ це швидкість

мутації / ,  Q . ? О , Т  Qc ~i .
/  /'-< У

Вводимо матриці ,

Для моделі Айгана встановловться достатня умова

&  *(Q A - 2> )< 0  ш

* асямптоткчної СТІЙКОСТІ в цілому розв’ язку X  .

Модель АЯгена узагальнюється яа сто* ас т и  їй випадок. Для ньо­

го вводяться Лґг незалежних випадкових величин

рс. - J б  J 8 Ймовірністю Qy' ^ °г

/ О  * ймовірністю У-  Q CJ  і  о,

хе - квадратна матриця И/-го порядку, у якої елемент (t,j)

рівняй І, а Інші елементи рівні 0, О - нульова матриця.

Нехай

t > ( Ґ  Ґ  Г )  ')пре \ / 'nit > **•; ,*»г /

- кількість /  в натуральних одиницях /  полінуклеотідів кожного та­

ну в момент часу к . Тоді баланс полінуклеотідів за яромікок

(к , к *-і) буде

= £ «  + п ’ /2 1/

-  II -



Якщо перейти тут до векторів одиничної нормі /  цропорціа no-
і

лінуклеотідів /

I .т 12 -
I .

я*  11 І ' t /22/
і

іLI
отримаємо стохастичнж? дискретний «налог моделі Айгеиа

/  = *  j  /23/
А**; і _ 7^  " і і 'Wo •

Відповідний неперервний аналог мас вигляд

І = z  - I (рЛ-2>)г) В , гґо)-Ва . м

Відшукуючи Р03В"Я80К ї„к рекурентного співвідношення /21/ у 

вигляді

** /25/
та яастосовуючи принцип осереднення та дифуаійну апроксимацію,от­

римаємо дві задачі Корі

бій. = ( Q A  ~2 >)и- сіі , иСо) = И . , /26/

c/v = ~2>)vcU + 6{u)d*r(i), іГґо) = 0, /2?/

де v>~(t) - стандартний вінерівсьий процес в к * , •

« r v . , .  f  і  ( v e - Ж С .  / » /

- діагональна матриця.

Друга глава диоертаці І присвячена дослідженню моделі опти­

мального керування - моделі оптимального вбирання врожаю 1 склада­

ється я трьох параграфів.

В І І  розглянуті п'ять наЯпростіша детермінованих моделей 

для автономии* систем, рів» популяції яких

фк*Ч>с*), х(о)-Зе /та/
cU



- ІЯ -

описується такими Функціями: І/ лІніЯний ріст»11 W x) ; 2/ лі­

нійний ріст з врахуванням дихання культури, ,Р/х)-а~вх  ; З/ лі­

нійний ріст а врахуванням ефекту внутрішньовидової боротьби, Ч>С*)- 

-CL-вх1 і 4/ експоненціальний р іст , YYx)=a.x і 5/ експоненціаль- 

ний ріст з врахуванням ефекту внутрішньовидової боротьби, Ф (х ) -

- а х  -вx L / модель Ферхюльста /.

Ставиться задача визначення оптимального керування даною ©во- 

темою виробництва біомаси 1 величини часового кроку к  мі* двома 

послідовними збираннями при умові, июб сумарний врожай, зібраний 

за фіксована!-:! відрізок часу [ о ,т ] , був максимальним. В кінце­

вая момент часу Т  процес припиняється шляхом повного відбору біо­

маси. Застосовуючи метод рекурентних співвідношень динамічного про­

грамування, в явному аналітичному вигляді отримані розв'язки цієї 

задачі. Максимальний доход буде при неперервному культивуванні 

f  (аг0) = а,0+Та в випадках 1- 3/, 

і  1̂ й с 0Є Уі в випадку 4/,

* ( * . ) « * .+ Я Г  в випадку 3 / ‘

В § 2 розглядається задача оптимального збирання врожаю для 

динамічної системи, коли ріст популяції описується аадачоп Коші

* Го?=:Го- г ,  / Ю /

Дема І . НехаЯ в області (5 = fo*ac.- х - х г]

Функція YYх,і) -  неперервна, диференційовяа тю -f , х , хх і  опук­

ла вгору по ж . Тоді розв"язок задачі Коші /ЗО/ « монотонно зро­

стаючою та опуклою вгору Функцією від початкового значення ха .

Лема 2 . При виконанні умов леми І "стійкість" оптимальної стра 
те г ії задачі оптимального збираная врожаю для моделі /ЗО/ забезпе­
чується, ЯКЯО!

а/ в дискретному випадку / К >о /
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Х (х*. >,0 , С = 0,п-4 ; /З І /

б / в неперервному випадку /  А = о  /

олг  ̂ max *Р(Х,і) - Х*(і) О. /3 2 /

Теорема. Задача оптимального вбирання врожаю при виконанні 

умов яеш  І 1 леми 2 нас єдиний рочв"язок як в дискретному, так 1 

в неперервному випадках. При неперервному культивуванні одержуєть­

ся максимально можливий доход.

В § 3 розглядається задача оптимального збирання врожаю для 

етохастичної динамічної системи, коли ріст популяції описується 

задеяою Коші

ЧСх, і, Є ) ,  х(о)*Хл, /3 3 /

де х  - концентрація популяції, в - стохастичниЯ параметр.

Розгл'дається параметрична задача оптимального збирання вро­

жаю, що полягав в відшуканні такоТ адаптивної стратегії оптималь­

ного керування ^  (і, е )> ,о  , що максимі зув функціонап доходу 

т

(  и (і, e)At + X  СТ, Є) —► / "«*  ,
/34/

де ха,е) - розв’ язок задачі Коші

Й  , х(6)̂ Хе. ■ /35/

Реалістичною постановкою задачі в умовах кусково-сталого па­

раметра 0  , цо змінюється дискретно в 3 іксоемі моменти час$г,

в те, що Інформація про величину параметра в- в к поотупав ли­

ше в момент / точки контролю /. В цей же момент 1 прий­

мається рішення найшвидшого переходу на нову оптимальну кягіетраяь 

X * (і ,в к) ♦ < е [iK. t,t „ )  . при цьому ці апостеріорні далі да- 

” ть «їглкїіеть прийняти адаптивне рішення немов бц б детермінова­
ному вкпяяг?.



Оптимальна адаптивна стратегія при цьому полягав в тому, що:

А / при t< Т J

І / якщо х (і)> x*(t,e) , то відбувається одномоментна част­

кове вбирання врожаю, щоб попасти в цей же момент на оптимальну 

магістраль; 2 / якщо , то відбувається неперервне

вбирання врожаю з швидкістю %*(*,*) і З / якщо х(і)< я*(і, в), 

то відбувається нарощування біомаси популяції і врожай не збира­

тьс я  /  ^  = о  / .

Б / при * *  Т відбувається повне збирання врожаю.

Функціонал доходу описується інтегралом Стілтьеса
,  т

ІС*с,е)-- J  Ф * « , е ) , ( і , в ) ,  /36/
Г. о

- 15 - *

де

= *а х  ( х (і,В ) -Х % ,6 ); o )f /3 7 /

х(і,е) - траєкторія росту популяції; 7» - множина проміжкіи із 

[o,rJ . де Xft,e)Z ос*(І,в) , тобто = #*(*>*) .

Отримані результаті ілюструються на найщюстіших п'яти моде­

лях із § І , коли ft= ©  . В  цьому випадку одержуються явні аналі­

тичні виразі для функціонала доходу.
•
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