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ЗАГАЛЬНА ХАРАК2ЕРИЗТИКА РОБОТИ

Актуальність теми. Теорія наближення - це напрям мате­

матичного аналізу, який бере початок ? класичних робіт К.Вей- 

ерштрасоа і П.ЛЛебишова. У зв'язку з потребою математики та 

її застосувань апорія наближення інтьлсивло розвивається пра­

цями багатьох матем"*яків протягом декількох десятупіч.

До числа основних задач теорії наблшешя відноояться 

задачі характеризування та едш.зсті елементів найкращого на- 

блкїення з тих чи інших апроксимую іих мнохіш. Шрші _іезуль- 

тати в цій проблематиці були одержані ще П.ЛЛебишовим, який, 

знайшов критерій поліномів найкращого рівномірного наближен­

ня для функцій, неперервних на відрізку, і довів единість по­

лінома найкращого наближення в і”} для будь-якої функ­

ції ^

добре відомо, що рциніать полінома найкращого наближен­

ня в при 1 <р < оо забезпечується строгою

опуклістю Lj, -норми при l^j><£oo . у просторі Ljri,!"] 

сдиності алгебраічногс поліном найкращого наближення для 

функцій L ^t l ,її, взагалі кажучи, немає. Разом з тим, 

Джексон довів є.даіоть поліномі, найкращого L 1-наближен­

ня для будь-якої неперервної на L-і, і} функції. За остан­

ні десятиріччя, зокрема у зв’язку з впровадженням у теорію на­

ближення такого апарату наближення як ошіайни, особливо ак­

тивним стало вивчен* ч пртьнь единості елементів найкращого 

наближення для бльш загальних, ніж сукупність поліномів, ап- 

роксимуючих множин. 7 роботах М.Керролла, В.М.Поропинка,

Н.К. Рахметова вивчалися питання уиності елемента найкрг цого 

1_±-наближення (в тому числі і поліномів) для функцій, які 

мають одну або декілька точок розриву. Hes*ясованими загаша- 

ютьоя багато питань, які пов*яг ні з сдшістю елемеага най-
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кращого одностороннього і̂ -набл^ж^ння.

Тому актуальною е тема ц іє ї дисертації, в як ій  розгля­
даються задачі характеризування елемента найкрмого односто- 

ро.̂ яього L ̂ набл.аення та характерну ан__я просторів еди- 
ності елемента найкращого одностороннього L ± —наближення
для функцій £  Є ( I і  Lo l, S3 , а також визнаються питання еді»- 

ності елс .іента найкращого одностороннього L 1 -наближення з 

чебишовського підпростору для функцій з розривною похідною.

Мета роботи. Знаходження критерію елемента найкращого 
одностороннього L д-наближення для скалярних і  векторнозная- 
нях функцій. Дослідженій лроблеми единое т і  елемента найкращо­
го одностороннього L наближення з чебишсвських просторів 
д ія  вектор-функцій та для неперервних на відр ізку функцій з 
розривними похіднимг. Характеризування просторів единое " і  еле­

мента найкращого 1_ 1 -наб. шження та елемента найкращого од­
ностороннього L ̂ -наг'таження.

Методи дослідження. В робот: викориотчні сучасні ме­

тоди теорії наближення функцій, зокрема методи характеризу­
вання елемента найкращого наближення -а методи дослідження 
питань единоет.і елемента найкращого 1_4-наближення.

лов,.зна резул.' та тів та їх  наукова ц інність. Основні ре­

зультати дисертації е новими. їх  зміст полягає в наступному:
-  доведені хграктерчзаційні теореми для просторів єдинос- 

т і  елемента ныЬсращого неси зтричного L -̂наближення діисно- 

значншс неперервних на відр іьку функцій;
-  знау -ений критерій елемента найкращого одностороннього 

L -̂наближення для скалярних і  векюрнозначних функцій;

-  доведені характеризаційні теореми для просторів є дикос­
т і  елеменіа найкращого одностороннього -наближення д ій -



'їнозгачних неперервно-диференційовних на відр ізку функцій;
-  знайдені достатні умови един ості елемента найкращого 

одностороннього L*_-наближеная дл.. неперервних на відр ізку 
Функцій з розрив-таю похідною у вигадках, коли наближення 

здійснюється алгебраїчними поліномами "-а елементами чебишов- 
ського підпростору;

-  знайдений односторонній ранг чебшг вського підпростору 

для класу функцій, похідна я к е : має задану (скінченну) к іл ь­
к іс ть  ’очок розриву.

Результати дисертації мають теоретичний характер і  мо­

жуть *ути використані д ія  подальшого вивчення питань единог- 
т і  елемента найкращого наближоння, а також "ри розв'язуванні 
ьадач теорії наближення та обчислювальної математики.

Апробація роботи. Результати дисертації доповідались 
на 6-й Всесоюзній Саратовській школі по теор ії функцій т^ 
ньблігень (1992 р .), на Міжнародній конференції "Тг орія на­

ближення та задані обчислювальної математики" (м.Д_:ілропет 
розськ, IS93 p."), на науковому сем’гарі відд ілу теор ії набли­
ження і  комплексного аналізу Інституту математики АН У краУ- 
е на наукових семінарах і  підсукав их конференціях Дніпро­

петровського державне го університету.

Публікації. По темі дисертації опубліковано 4 роботи, 
описок яких наведено в  к ін ц і автореферату.

Структура і  об’єм ъоботи. ДисертеДя обсягом И4 сто­
рінок машинопису. Складається і' вступу, двох р о з д іл ів  та 
списку літератури, що містить 61 найменування.
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ЗМШТ ХОБОТИ

У першому розділі дисертації вивчаються питання едьшості 

еле мента найкращого -наближення для функцій, я к і зада­
н і на відр ізку і = [а , £ 1 .

Якщо оі, > О та ^ iC x ^ rm a x  {± -| (х> ,0 ^  , тс

покладемо . Нахай Я Є Ц ( і) ,

C c L 4( i ). Величина

E W . G - ) ^  " ^ - С И - и ^ г ц б С . }  fc

назгаається найкращим («4 ,̂ >)-наближенням функції £  мно­
жиною С в метриці L ^ C I)  . При <&-£>ї=± одержуємо

звичайне лайоаще L  -̂наближення функції мі'ожиною

С -: EC ^ G O , . функцію з £  , яка реалізує в
( І ) .  називають елементом найкращого (оі, jO -наближення 
функції в метриці L i  ( І )  (при o^=jb = 4. -  елемен­
том найкращого L ̂ -наближення } •

Нехай G-±’C:? ) - - tu € 0 -  ;i-U C x )^  ±  -£(:>0 для май­
же вс іх  ссе .  Тоді ВЗЛИЧИГ7

називають найкращим L ̂ -наближенням знизу (+) аЛо зверху

( - )  функції 'Ф множиною С- • а функцію, яка реалізує 
ЇП .£  в (2 ). -  елементом найкращого одностороннього L ^ -  
наближення Ф із  Q .

В.Ф.Бабенко д о віт, що спрямовуючи в ( і)  <U. до + оо ,
одержуємо а̂йкррще L ̂  -наближення зверху, а спрямов-'*ни



£ ГЭ + °о  , -  наї--ращв L  ± -нгЛлиження знизу функції ^ .

Перший розділ дисертації складає' іся  з 4 параграфів.

У §1.1 доведені характер..зг ц ііін і теореми для просто­

р ів единое т і  елемента Н£':кращого (cif В)-наближення в метри­

ц і L iC i) .
Г. Штрауосом в 1980 р. була знайдена необхідна і  достат­

ня умова того, що скінчені:сларний підпроотір ( ї  е простором 
единое т і елемента найкращого L ^ -н ігакенн т длх неперерв­
них на відрізку функцій. Доведена ним теорема дозволяє зву­
зити клас функцій, для яких перевіряється єдиність елемента 
найкращого L наближення з 0- . Згідно з твердженням
теореми, для того щоб з’ ясувати, чи буде С- простором іс­
нування та един ості елемента найкращого -наблинення для 
неперервних на X  функцій, достатньо перевірити единість 
елемента найкращого І—*-наближення для тестових функці* 
з класу U t =-^-?i.€CCI) ї *3 С- ^Сх))=\^(х)|>У х Є і}.

У §ї.1 теорема Г.Штраусоа поширюється на випадок найкра- 
* щого -наближення в просторі L * ( l) .

Тестема Ї . І .  Нехай 0- -  скінченномірний підпроотір 
С С і') - Кожна функція С (Х ) ма̂  єдиний елемент найкра­
щого С°і,у)-на6лтетя в С в метриці L i  ( І )  *оді і  лише 
тоді, «‘оли гтжна функція 'ft .t  має єдиний елемент найкра­
щого -наближення в G- в метриці

Основним результатом § І . Ї  є наступна теорема характери ­
зування підпрос торів єдиності елемента найкращого -
наближення в 1_^(.Х).

Нехай - довільний базис в С ;

Ц с .= ^ € .С С і) : 

s j ) ,  * * 1 }  . »

- 7 _
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Теорема 1.3, Нехай G- -  скінченномірний підпростір 
С С І4). Кожна функція £ є С (І) має єдиьий елемент найкращого 
(°1,£>-набліс::ення в G- в метриці L i ( I )  тоді і  лише тоді, 
коля кожна функція й.€ має едлний елегчнт найкращого 
(ot^-наближення в G- в метриці L 1( X ) .

У теоремі 1.3 в порівнянні з теоремою 1.1 зменшується 
різноманітність функцій, для лких треба перевіряти единість 
елемента найкращого -наближення в Q- . функції з
будуються одностс'їно.

У §1.2 розглядаться татакня найкращого ( ,̂|,)-каближен- 
ня і  найкращого одностороннього L ̂  -наближення векторно- 
значті*. функцій та доводиться кр"терій елемента найкращого 
од .осторочньот'о L  ̂  -наб.піження, який в. .юристовуеться при 
а о в є д є н н і  інших резул:. татів дисертації, але є ідудгчм і  с ел  

п о  собі.
Для *,/нкцій %: X  —* він формулюється так.
Неслідок 1.2. Нехай G- -  скінченномірний підпростір 

О ( І ) .  Для того, щоб функція ^ (£ )  була елементом най­
кращого одностороннього -наблк*ення функції ^ t t - ACX) f 
достатньо й (у випадку, коли Q- містить коне—шти) необ­
хідно, щоб існувала функція така, що

І) функція ±  Я 5” -  незростаюча на X ;

й О для будь-якого u e G 'C ft
X

3 ) $ С ? - ^ Д < Р * = 0 ;

4) 1  S ttfcO cbt +  S Ц ~  °  для будь-якого Ц&0-
Г  І

У §1.3 доведені хараятеризаційні теореми для просторів 
единості елемента найкрчщого одностороннього L  ^ наближення.



У випадку найкращого одностороннього L  ̂  -наближення 
неперервних на відр ізку функцій Г.Штрэу-ic довів характери- 
ваційну теорему, в яг:їй множиною кетових функцій с клас

Uj=tu.fcC(.lV3g€& «W=tl3lx)l,3ceXll
-  для найкращого L^_-наближення зниз*, -  для най­

кращого -наближення зверху). У випадку, коли підпростір 
С- містить константи, можна довести хараї; те риз аційьу теорему, 

в як ій  множиною тестових функцій е клас U g- -■{u .fe C C D :

UCx).= гаяв ^арактериза-

ційна теорема дозволяє зг зншити різноманітність функцій, для 
яких треоа перевіряти сдиність елемента найкращого односто­
ронньою L̂ -̂наблікення.

Але питання единое т і  елечанта найкращого односторонньо­
го L^-наближ-ння природно розглядати для неперервно-діфе- 
ренційовн-іх на X  функцій. У цьому випадку множина тестових 
функцій не була відома. Теорема 2.ІЗ  вирішує пр проблему.

Покладемо 2^  —"[х е  X :  =  4  0 *-) - 0  » кшш

Са, 4 ) , і  £ (.х)=  О , КОЛИ ХЄ\<Х,-€ ^  . Нехай 

. . .  -  довільним базис в G- с С Ч Х ) ;

ш ’(* )1 м іа х  lu t f s / t t  • ’ - і» 3 V *1 ”0 ,ю ’“ 0

найменший відр ізо к, який містить множину 2 .  СяєС) .

а через С °£ )  -  склепові інтервали множини
^  / Г О .І і  ч <j q

Нехай М о р  Щ  \J С 2 °^  J  )  * ПоклайеМ°

Н І  = І < и е ‘ ( Г ) І * и * > о ( х € т ї )  і

9 ae t  ( * * ! > }  •

^>t _ сукуш.ість елементів дайкращого одностороннього
G-

-9 _
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L ̂  -наближення для функції в С- .

Основним результатом §1.3 е
Язоре; а І . ІЗ .  Нехал (J -  скінченноміршій під простір 

с Ч і\  який містить константи. Кожна <$ун",ці'~ єС ^ і)  мав 
єдиний елемент найкращого одностороннього L A-наближення

тоді І  лише тоді, кета кожна функція "f\.€ Hg, 

мг о єдиний елемент найкращого одностороннього L  і -набЛіаен-

ня а ) .
У §1.4 наводят: ія застосування результатів § § І.І, Ї.З .  

Шжазано, як одержані в цих параграфах теореми продають при 

вивчег d питань единості елемента найкращого (о/, J i) -н а й 'і- 
жгчня та елемента на":кращого одностороннього набли^еіля в

Н і теорзми особливо зручаі при доведенні не единое-  
т і  елемента найкращого І  1 -наблікеьая. Наводяться при­
клади пі-прос тор ів, я к і не будуть просторами единое т і  еле­

мента найкращого (о(, j^ -наближеши та елемента найкращого 
одностороннього наближення в L ^ C I)  . Крім того, показано 
як, користуючись ;;арактеризаційними теоремами Ї.З та І . ІЗ ,  
можна одержати рад вже відомих результатів.

У другому розділі вивчаються питання единості елеі̂ нта 
найкращого одностороннього L ^ -наближення для функцій з 
розривними похідь їми. Він складається з 4 параграфів. У §2.1 
розглядається наступна задача. Нехай

знайти всі такі X , що для кожної

функції ^еСС-1,І^ПС.Чїг1,і\\)()миогочлен найкращого одно­
стороннього 1_ і  -наближення єдиний. Символами

^  и і> т позначимо многочлен, степеня 

Yl-vVvl з vw фіксованими старшими коефіцієнтами •
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я к і найменш відхг^яютьоя в*д нуля в метоиці L jC l) .

Теорема 2 .1 . Нехай £ е С Г -1 ,іЗ  Г»С1С С -1,іЗ\ К)
Я"ТЦО ДЛЯ У̂ДЬ-ЯКОГО YVt ( .i &  Y n & V n iw ^n ^K ^l) І

якого набору { б ; ; ( Є сЄ ^ і ь І ^ п ^ ' + о)

НІЯ1.І VW ТОЧОК розріжу % ' не мсяуть бути разом нулями

^  П + т . c ^ u t , o  , то поліном найкращого одностс: онньо- 
г  наближення степени Н  для ф ункгії 4  в , і]  єди­
ний. В противному га з і ''дияості, взгта л і кахучи, нема*..

У §2.2 вивчається пи-гачгл единое т і елемента наякращого 
одностороннього L ̂ -наближання з чебишовсы иго підпростору
Д)ія неперервних на X  функцій, .тохідня яки., має розриви 
в К  точках інтервалу (Q-, 4 ) .

Нехай V + -  множина чс іх кеспа’"ш х, неперервних спра­
ва на X  функцій. Якщо "tU iV u e - ч^бишовськ» на І  слс- 

. тема функції:, то простір Л ^ 1=;{е =  (Є,, С*4/ Н |

С^~  ̂W vC*t)ciS(4r), О, М.  ̂ L '^ e V  називають мо^ент-

ним простором відносно
Відомо (д и в. Карлин С , Стадцен В . Чебы іевские систе­

мы и ті ; прикенсиие в анализе и стадасчаке. -  м. ■ Наука, Ї9 7 6 .- 
5G8 с .") , що кожг.а С Є JJ мохе бути зображено у формі

Значення "t*  , я к і входять до ( з \  називаються коренями
О

зображення.

Індекс зображення -  це к ільк іс ть кої знів зобгчжешл з 

умовою, що кінцеві точзи X  рахуються як і / 2. , з. внут­
рішні точки І  рахуються як ї .

Через позначимо множгчу наоорів коренів



всіляких зображень момениої точки С€ з індексом р .

Нехай -  скстпма неперервно-ди^еренційошшх
на І  функцій. Якщо пре"tip  G -^  CchA U o.U i , . 
містить констпт7, то можна BBdsa® =  ^ . Покладемо

\Гл (4г> =•[ 1  '  =

и ± ^ ± .

Нехай ^ ІА ^ о , \Гі? де Л і с К.
af'o W— 1 . Наприклад, Vn=. A-dL . якщо U0^b)= 1  *

U iW e - t .
Ч^бишвоысу систем/ \ U  - неперертло-диференц-’-

йозних .re' X  функцій називають диференційовнов небк-двсь- 

ЕОЮ на X  системою функцій, якщо цростори І  (г ̂

ЧебШЮВС'ГСІ.

Теорема 2.2. Нехай + е С С Х ) Л С 1С Г \ К ) ,Х Ч їі ^ 1,  
1^0 -  диференційовна чебишоьоька на

X  система функцій, G-= £ гп  *{.1^0, ^ t , ___ ,

с = С £ , Ч - - - Д - > >  c W S m t £ Ш , и о Д .

<йщо сойЛ б Ш - І для будь-якого М.
(± 4 * ^ 4  1 ЗУДЬ-якого Рібору

то елемент найкращог- одностороннього L  ^-наближени для Ф  
в Q- єдиний.

Г-ОЦО для деякого ^i£VYl4 з найде ІЬ-

ОЯ UfJip К ( с ,  J ТВКГЙ, ЩО £ОЛ_с( 4 . / »  І

система •Щи \ U o  може бути розширена до диференційогноі 
т- . .  J*|, IW-t-fVV

9̂б”шовсько1 на X  системг з Н + Ш 1  функцій •
единості, взагалі крту-іи, немае.

- 12 -
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У §2.2 покачрло, що ієотзема 2.1 е окремим ьипадком тсо-. 

реми 2.2.

У §2.3 доведений аналог теореми 2.2 для зекториізначних 

функцій ^  X  -т К

У §2.4 оде^ана огыка зверзсу вимірності многогранника 

поліномів найкращого односторонні хто -наближення для пв- 
перервних на X  функцій г з розривною похідною.

Як поке:.ано в §2.2, у випадку, коли» функцід 4  має 

розриви на (ft, € ) , для функції Ф  можуть існу^ам де­

кілька поліномів найкращого одностороїшього L ^ -наближоння. 

ТСді ці поліноми утворюють опуклу множину, яку називаюсь 

многогранником найкращого одчостірошг ого L ^ -набл«г зкня 

для Функції ^  .

Вимірністю иногогранні^а називають максимальне число < , 
при якоцу існую-"і такі Kv± .поліноміз 

з цього многогранника, що поліноми , . v <

лінійно незалеьлі. Максимальну вимірність многогранника най­

кращого одностороннього L t -наближушл в чебкловсы ому 

підпросторі для деякого класу функцій називають чсбшозськгм 

одностороннім рангом підпростору ВІДНОСНО ІІЬОВД КЛГ'їу.

В §2.4 розглядається питання про односторонній ранг 

диференційовної чебиновськоі сисюми для класу функцій, по­

хідна яких має задану (скінченну) кількість точок розриву.

Теорема 2.5. Нехай - множина в просторі U C O ,

яка складається з неперервішх функцій, похідна яких мав не 

більш ніж К точок розриву на (ft, €>) ; т Д̂ фе-

ренційовна чебишовська на X  система функцій. Тоді чеби- 

шовськиіі односторонній ранг К1 підпростору &  =

..., U  в ідносцо клаоу не перевищує *н£п.-£>сД>/2]^.

Якщо система може бути розшіїрен- до дгЪреч-



пійовьоі чейш'овської да І  системи a >v+l функцій 

то Г -  IrvU.vv.̂ .Vc, і* - / * З ІJ -

- 14 -

Га закінчення висловлюю щир7 вдячність науковому керів-  
ніжу Владипаву Федоровичу Бабенкузя постановку задач, по­
стійну у агу та підтримку ь роботі.
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