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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальність теми. Створення та вдосконалення передових 

технологій, розвиток різних областей сучасної техніки вимага­

ють вивчення різноманітних процесів і явищ, які можна описати 

за допомогою рівнянь математичної фізики. Теоретичне розв"язан- 

ня відповідних крайових задач має велике значення через надан­

ня можливості уникнути проведення багатьох експериментів,що до­

рого коштують, та відшукання найбільш раціональних шляхів ви - 

рішення конструкторських чи інженерних проблем. Тему опрацюван­

ня і розвиток методів розв"язання задач математичної фізики за­

вжди є актуальним завданням. У більшості випадків згадані зада­

чі доводиться розв"язувати наближено за допомогою аналітичних 

чисельно-аналітичних і чисельних методів. Нині наближені метода 

розв"язання задач математичної фізики досить глибоко досліджені 

в роботах А.М.Самойленка, О.М.Гузя, Г .М.Положого, О.А.Самароь - 

кого, Г.І.Марчука, I . I Ляшка, М.О.Перестюка, Д.І.Мартинюка, 

МЛ.Ронта, І.М.Ляшенка, П.З.Лугового, М.Молчанова, В.Л.Макарова 

Б.П.Довгого та ряду інших вчених. У більшій частині написаних 

робіт досліджуються стаціонарні задачі. Значно менше робіт /при­

чому Монографій/ присвячено нестаціонарним задачам.

Нестаціонарні задачі математично! фізики при розв"язаня1 

їх чисельно-аналітичниш і чисельними методами зводяться до яв­

них або неявних рекурентних обчислювальних процесів. Через це 

відповідні різницеві методи при їх  побудові вимагають досліджен­

ня на стійкість, тему до лише стійкі методи - практично придат­

ні. Явні різницеві схеми простіші з обчислювальної точки зору, 

одначе мають жорстке обмеження на співвідношення кроків мережі. 

Неявні методи такого обмеження здебільшого не мають, але більш 

складні, через що на кожному кроці слід розв"язувати відповідні 

алгебраїчні системи.

Звичайні схеми невисокого порядку точності в даному разі 

стають малоефективними через значний об"єм обчислень та зроста­

ючий при цьому вплив похибок заокруглення. Отже, виникає настій­

на потреба у побудові різницевих схем високого порядку точності. 

Підтвердженням практичної придатності такої Ідеї отав ряд науко­

вих праць О.Ф.Катайди, серед яких вагоме місце посідають матричні
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алгоритми чисельного диференціювання.що надали можливість про1- 

цес побудови різницевих схем довільного порядку автшатизува­

ти на ЕОМ.

Мета роботи. Метою дисертаційної роботи є побудова та до­

слідження різницевих схем високого порядку для загальних неста­

ціонарних задач математичної фізики /зокрема, для рівнянь пара­

болічного та гіперболічного типів/ за допомогою матричних алго­

ритмів чисельного диференціювання. Комплекс питань, пов"язаний 

з даним дослідженням, містить в собі таке:

1 . Побудова і обгрунтування різницевих методів високого 

порядку /в  роботі вони називаються матричними методами/ розв"н- 

зання одношшірних крайових задач для рівняння теплопровідності, 

хвильового рівняння та загальних нестаціонарних задач матеМа - 

тичної фізикиі

2. побудова і обгрунтування методів прямих /в  роботі вони 

називаються диференціально-матричними методами/ високого поряд­

ку для розвнязаішя тих же /згаданих вище/ задач;

3. створення пакету прикладних програм, які реалізують ал­

горитми побудованих методів.

Наукова новизна отриманих в роботі результатів полягає в 

тому, що побудовані якісно нові матричні і диференціально-мат­

ричні метода високого порядку точності розв'язання поставлених 

одновимірних /на просторовій змінній/ задач /в  основному, ліній­

них/, доведені теореми про існування і єдиність наближеного ро­

зв'язку, стійкість та збилість методів та отримані апріорні 

оцінки похибок методів.

Достовірність стриманих результатів підтверджується дос - 

лідженняш практичної збіжності чисельних результатів при роз­

в'язанні конкретних задач на ЙОМ, а також узгодженням отрима­

них розв'язків з відомими точними значеннши.

Практичне значення роботи. Одержані в дисертації теоретич­

ні результати і опрацьовані алгоритми мають цінність в тому, 

що можуть бути використані для чисельного розв'язання як ліній­

них, так і нелінійних поставлених вища задач математичної фізи­

ки.

Апробація роботи. Основні результати дисертаційної роботи 

доповідалися і обговорювалися на нараді-семінарі зав.каф.вищої 

математика шщлх с.-г. навчальних закладів СРСЕ /м.Хиів,І984р</,
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на Всесоюзній конференції, "Методи і засоби розв"язання крайо­

вих задач" /м.Казань, 1984 р . / ,  на X науково-методичній міжву­

зівській конференції /м.Хмельницький, 1983 р . / .  на Республікан­

ській конференції "Досвід застосування композитних матеріалів 

в с.-г. машинобудуванні" /м.Ки'ів. 1985 р . / ,  на семінарах кафед­

ри теоретичної і математичної радіофізики КУ ім.Тараса Шевченка.

Публікації. На матеріалах дисертації вийшли в світ 12 дру­

кованих робіт.

Структура і обсяг дисертації. Дисертація складається із 

вступу, трьох глав, висновку, додатку і списку вживаної літерату­

ри з 74 найменувань. Обсяг дисертації налічує 184 сторінки дру- 

крвїного тексту, 9 рисунків. Додаток налічує ЗІ сторінку.

У вступі обгрунтована актуальність теми і наукова новизна 

отрз.аних результатів, поставлена мета роботи та основні задачі, 

наведено короткий огляд літератури з питань, пов"язангх з наб­

лиженням розв"язанням рівнянь параболічного і гіперболічного 

типів та загальних нестаціонарних задач математичної фі?лки, 

иоротко викладено суть методів чисельного диференціювання та 

Інтегрування.

У першій главі виконується побудова і дослідження матрич­

них і диференціально-матричних методів наближеного розв"язання 

крайових задач для лінійних і квазілінійних параболічних рів­

нянь.

Розглянемо крайові задачі для лінійного одновимірного /на 

просторовій змінній/ рівняння теплопровідності

де аС, Сон- it ,  і - і і Z ;  Ул, -  задані дооить

гладкі функції. Матричні однойлокові методи,Дяя наближеного 

розв"язання поставлених задач застосовані матричні колокаційні 

формули чисельного диференціювання нульового рангу /тобто формули

Зміст роботи

/2/

ь Л о  ■

(^£/ + Z.U*)L,f



з простиш вузлами/. Для цього в області Д t  = д х С £ о,^кі З 

вводиться прямокутна мережа вузлів /х^ , " ^ '/ .  і = 0 ,п , J = о. Ж 

і шуканий розв"язок задач /і/-/з/ апроксимується многочленом 

типу Лагранжа л. v

^  / 4 /

/V А

де

- нормальні матриці базисних функцій, побудовані на заданих 

системах елементарних базисних функцій та відповідних системах

вузлів Х і  , і = ^ т с ;  ^  4  *  о ^л ь  K ) ~ ( L L ( X it ij))~  
матриця значень розв"язку ц,. ( у ^1) У вузлах 

( 5^', t =  ■oJTb'j J - o ; m . ,

За рахунок /4 /  наближення задачі / і /  - /з/ набирають та­

кого змісту

& м ( й в г - * * е г і ї ) а г & = № , у  ы

i . ( y ) C L  ’  ■ /в/

С C L ,  -  Y l  ^

(5 , 0 * *  -f cu  e h*  0 )  w *  ( t і ,

де - матриця значень наближеного розв" я-

зку Сі (у,-і) у ву&дах мережі, &, &  - диференційовані мат­

риці відповідно на змінних х і ~t ^

©  --- ( i W * ; ) ] ,  U o ^ i \  0 ~ ( S L ' ( t t ) l U o T ^ j
r .̂ /V-* /ч (

- (J - & колонка, U і,у ; О ^ —  £ -ті рязки матриць

0  , Є  . Для відшукання матриці 0  найбільш доцільно зафік­

сувати змінні X і "t  певним чином у вузлах мережі, а саму 

матрицю поділити на клітини

4



/ о \ 5
l /о о ' ' 'W  j

V v o  0 )с/ =

\Uno V**/
Де дає змогу систему / 5/  - /і/  перетворити в одне матричне 

рі вняння ^

йг-^Пи--^ *
л л  ̂ л

де матриці Г , II I R обчислюються на підставі вхідної ін­

формації задачі /і / - /з /. Рівняння /в/ трансформується у вектор-

не

K V  = / 9 /

де к = /- с/г Г і /  ® E lrv'1' / ю /

V = / ІЛН... ^ h - i ^ /ш

/ &  - символ кронекерівського добутку двох матриць/. Р03в"Я~ 

завита рівняння / 9 / .  знайдено на підставі /до/ матрицю 0  , піс­

л я  чого - (J і наближений розв’язок и / X , ~t /  задач /і /  -

/з /.

Багатоблокові/оплаіїнові/ матричні методи.

У деяких вкладках застосування цих методів раціональне, бо 

одноблокові матричні методи мають ряд істотних недоліків, зокре-

ма, ( і_
1. розміри матриць о  <- Ь ' різко зростають на великих від­

тинках зміни X ; „

2 . модулі елементів матриць &  l G прямують до о о  , а це 

сильно впливає на похибки заокруглення при відшуканні наближено­

го розв"язку ;

3 . втрата точності методу, якщо функції LL(X )t)  —

кусково-гладкі на змінній X,

Розглядаються сплайнові методи без умов спряження і з 

умовами спряження. Для їх побудови область Д розбиваємо на від­

тинки. Р0зв"язок задачі / і /—/3 /  шукається у вигляді
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ІЦ Су ) Ч; Л І  ( i j , /и/
£9)^ К~ -і^ґ, -і б Din, і ж і

Зазначимо, що умови спряження розглядаються у формі різностей

Не повторюючи громіздких досліджень, які зустрічаються на да­

ному шляху, скажемо, що вдалося побудувати матричне рівняння 

тилу /  .$ /, перетворити його у векторне і знайти наближений 

розв'язок. задач /і /- /3 /.

ДлОЛ ІДЖ8ННЯ МЄТОДІВ.

Доведено такі теореми.

Теорема І, Дня єдиності ррзв"язання рівняння /в /  необхід­

но і досить, щоб матриці /  ~ л Я  П  І і Г на мали однакових 

власних чисел.

На змінній •£ рівняння /в/ можна перетворити у рекурент­

ний процес

Теорема 2. Дії я стійкості рекурентного процесу /їй / необ­

хідно і досить, щоб власні числа матриці К В за модулем бу­

ли менші за одиницю /кратні/ і не перевищували її /прості/.

Теорема 3 . За достатньої і’ладкості вільних членів задач 

/І /- /3 / стійкі сплайнов і методи без умов спряження і достатньої 

кускової гладкості вказаних вільних членів ті ж методи з умова­

ми спряження вбігаються. __ _  .
і l?~ j л т

_  Швидкість збіжності має порядок 0 /  К  /  ,

К  - максимальний крок мережі вузлів на змінній X, £L= ,y|H* V*

УЬ, *  І - кількість візлів на відтинку Дк.
к.

Підкреслимо, для матричних одноблокових методів їх збіжність, 

взагалі кажучи, можлива лише за умови аналітичності вільних 

членів задач / і /—/3 /  та рівномірної обмеженості уеіх частинних 

iu/хіднвх шуканого розв'язку. Наприкінці наведено чисельний 

експеримент і обговорено його результати.

U- (сік+о) -  и (оьк- -oj =  о,
і - - / . . ____  /1 2 /

( C< K + 0 )  -  о/ ( с/* - oj = І ^ с ( t )) J -Щ  <
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ДиФФеренціально-матричні методи належать до методів пря­

мих з використанням багатоточкових формул чисельного диферен­

ціювання високого порядку точності.

ОітНоОлокові методи шукають наближений розв'язок задач 

/ 1/ —/ з/  у вигляді

EC < * А ) ~  -й- М  ^  / и /

д . а ’ ( і )  =

- J  - 0} tv

- шуканий вектор значень точного розв'язку t/f't/i) на пря - 

мих X = Х^ . Це дає змогу на "внутрішніх" прямих одержати зада­

чу Коші для системи звичайних диференціальних рівнянь

— и 'л_> і

U  = * 0  +  Р  ( t ) j  * /1 5 /

V ( 4: о) ^ 0 о - ( у М  - . /  ( * v J ) )  / к /

— ? — °

де U  =  У ц - і ( * 1 )  . а матриця П  І
вектор Р  обчислюються на підставі вхідної Інформації задач 

/ І /  - /З / .

Похибка апроксимації задачі / і / —/з / при цьому має величину 

порядку 0 /  fvT'1 / ,  де Т ь  - максимальний крок мережі вузлів змі­

нної X.

Багатоблокові методи мають сенс з причин, які наводилися 

вище. При цьому апроксимація шуканого розв"язку тих же задач 

на блоках набуває вигляду

й к ( У , і ) - £ к ( к )  и7< ( і ) ,  к - ІГ г , /1 7 /

/ є  £ ),. , 4- £



ДдЯ методів без умов спряження і  з умовами спряження вдалося 

побудувати задачу Коші, аналогічну задачі /І5 /- /І6 /. ДцЯ 

квазілінійних рівнянь

8

рівшшня /1 5 / перейде в таке

'u-jpGo+FH, Н
— ?— 9 л

іатриця (у  і функція т и )  Мі

ІІ П Р .Ф О П І  W Y I  1THMY TIAHW Y-

/18/

де матриця G ' і функція І'де матриця можуть бути знайдені

на підставі вхідних даних.

Для розв"язання лінійних задач /і5 /„ /і б / або задач 

/і 8 / , /і б /  пропонуються матричний метод чисельного інтегрування 

Калайди і метод інтегральних перетворень Лапласа.

Дослідження методів. Існування і єдиність розв"язку вип­

ливав з задачі Коші.

Теорема 4 . Для стійкості диференціально-матричних методів 

необхідно і досить, щоб дійсна частина власних чисел матриць- 

коеффіціентів рівняння /1 5 / була недодатньою.

Теорема 5. Стійкі багатоблокові диференціальн - матричні 

методи збіжні.

Для одноблокових методів цього, взагалі кажучу може і 

не бути.

Наприкінці наведено чисельний експеримент і обговорено 

його результати.

У д р у г і й главі виконується побудова і дослідження матрич­

них і диференціально-матричних методів наближеного розв"язання 

крайових задач для лінійних і квазілінійних гіперболічних 

рівнянь.

Розглянемо крайові задачі для лінійного одновішірного /на 

просторовій змінній/ хвильового рівнянн
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f б  W'i 4  /19/

H ^ ’ u\k^-tryPM і * с >̂ /2oy

c £>±U-t ё^У'у )/x=c? -  Ліґ^Ь ~iy,^a ^
! ^  U I y ~ J  -  y 2 W )  *.

№ CJ €  -CDkiir) " С • ! .2i  f , ^ -  ааАаиі
достатньо гладкі або кусково-гладкі функції, йдучи тим не

шляхомs що і в першій главі, у пошуках наближеного розв'язку 

у випадках побудови одноблокових і багатоблокових /без умов 

спряжения і з умовами спряження/ задачі /І9 /- /2І / вдається 

звести до матричного рівняння, алалогічного рівнянню /Є / ,

а саме

яке від рівняння / 8 /  відрізняється лише конструктивно. Підходи 

до його розв“язання та відшукання наближеного розвиязку

Існування та єдиність наближнего розв"язку диктується 

теоремою І. Аналогічно теоремі 2 , але конструктивно інакше 

розв"язане питання стійкості методів. Проаналізований ще один 

підхід до питання стійкості, а саме

Тверження. Багатоблокові матричні методи за достатньо 

малого кроку к, на змінній X стають стійкими.

Це, взагалі кажучи, для одноблокових методів невірне.

Теорема 3 теж може без особливих ускладнень перенесена на 

задачі /19/- /21/.

Наприкінці наведені чисельні експерименти і обговорено 

їх результати.

•*- /V

U A - & U ~ f c , /22/

и  / у  А / лишаються ті ж самі.

Диференціально-матричні одноблокові методи перетворююїь 

задачі /19/-  /2 1 /  у задачі Коші для відповідних систем 

диференціальних рівнянь



де коефіцієнти рівняння /2 3 /  обчислюються на підставі вхідної 

інформації задач /І9 /- /2І /.

Баратоблокові дифференціально-матричні методи перетворюють 

поставлені крайові ̂ задачі Коші, аналогічні /2 3 / , / 2 4 / .  Такі зада­

чі теж можна розв'язувати з використанням матричного методу 

чисельного інтегрування Калайди та інтегрального перетворення 

Лапласа, відшукавши дня цього корені характеристичного рівняння

de.b{ир̂ ЧііфВ-t (ущ-лУ) -  О. /2 5 /

Стійкість разв"язків відповідних задач Коші визначається саме 

характеристичними числами цього рівняня.

Як показали наші дослідження, у в и п а д к у р о з в ^ я з к и  задач 

Коші стійкі щодо початкових збурень, а також щодо стало діючих 

збурень.

У випадкуJ?7t? і першої крайової задачі розв"язки відповід­

них задач Коші асимптотично стійкі щодо початкових даних і щодо 

стало діючих збурень.

Для решти крайових задач необхідно у багатоблокових методах 

кількість блоків, кількість і розташування вузлів на кожнім з 

них вибирати так, щоб власні числа матриці /-Ц/ були дійсні і не­

від" ємні, тобто, щоб ця матриця відбивала властивості власних чи-

Сказану думку можна поширити і на нелінійні задачі Коші.

Теорема 5 і висновок - актуальні для викладених тут проблем.

У третій главі виконується побудова і дослідження матричних 

і диференціально-матричних методів набліреного розв'язання крайо­

вих задач для загальних рівнянь параболічного і гіперболічного 

типів.

Розглянемо спочатку задачі
.і  „  /■ . і . 4  # /  4* . / 1 . Г ґ ,  УІ и J  \ 4  -ЗІ .

U і ~ A ( v , V U і)“ 1с +3v ,0 *  *7, /26 /

сел відповідної задачі ІІІтурма-Ліувілля для оператора

їласних чи

( - ( I n

{. СХІ С/Ч Т cZ. І Г/ и  jc/ / ж- » — F _ {' -п і*—**
для рівнянь параболічного типу, де А,В,С, т» ° і  l i V '  7 — 

достатньо гладкі функції в області Д х С -[0 Т1 J , ’ ' ‘

У  І1=іо *■)> X ^  J 

Ш Ь ) и + г 2( ї ) 0>У > /х- / ~42.lt-)>

/2 7 /  

/  28/

--------5> •— ?  10  ____у

0  Jf SU'-f ( у Е - 6 )1/ - Ш ,

=  /2 3 /

— О о ~  С’/і  'Рн-ї) V) /24 /
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Матричні одноблокові методи зводять задачі /26 /- /28 / д0 досить 

складного матричного рівнення 0

О г - ( § А - . ,  L 0 ^ )  - p . ™

Розв"язуючи у цій глаьі задачу нестаціонарного нагрівання, ми 

вказали на оригінальний метод його розгортання у векторне

К  V7  «  _  /ЗО/

де матриця К і вектору принципово відмінні від поданих у рівнян­

ні / 9 / .

Матричні бьгатоблокові методи без умов спряження і з умова­

ми спряження також зводять задачі /26 /- /28 / до рівняння виді'

/2 9 /  з конструктивно іншими елементами. У цьому разі перехід 

від рівняння виду /2 9 /  до рівняння виду /ЗО / значно укладнений

і нами знайдений.

Розглянемо крайові задачі для рівнянь гіперболічного типу

і і ' ^ t  р (<і < - і 4  ~~ A  ^  0  ̂  у ^ І}  it  {-

-trail
ч і t--4 ■ у с * ь  <' w і ч ,

(Т ,lt)Q 4iVo^'*yx-3-  -й/М ■
де А,Б,С 4 ' У, (г 1 ,2 , - такі ж, як і в задачах /26/-

/2 8 / .  '  '
Матричні одноблокові і багатоблокові методи без умов 

спряження і з умовами спряження різними шляхами зводять задачі 

/31 /- /33 / до одного матричного рівняння

у .
\ Ом-*,* 1 и-і/ 

яке можна перетворити до рівнянн у формі уЗО/.

Доведені такі теореми.., ,

Теорема 6 . За достатньо густої мережі вузлів = 6 , ^

наближні разв"язки матричних рівнень /2 9 /  і /3 4 /  і , отже, відпо­

відних крайових задач існують і єдині.

Теорема 7. Для стійкості матричних методів розв"язання 

задач /26/- /28/ необхідно і д^ить, щоб прості власні числа 

матриць К 5^/3 за модулем не перевищували одиниці, а крайні були 

менші за неї.
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Теорема 9. Стійкі матричні багатоблокові методи розв'язан­

ня задач /26/- /28/ і /ЗІ/- /33/ в збіжні.

Щодо одноблокових методів мають місце висновки, наведені 

в двох перших главах.

Диференціально-матричні одноблокові і багатоблокові методи 

розв'язання задач /26/- /28/ і /31 /- /33/ перетворюють ці задачі 

у відповідні задачі Коші, а саме, у першому випадку

0 ; - 2  f t j j T +  ? ? * ) ,

£ ) ( + * ) - 0о =  ч^и-j) >

у другому випадку А — ? — >

с Г М -  о  о - .и  ^ и -і  ) Іі

S i g h ' d і
Доведені такі теореми.

Теорема 10. Якщо коефіцієнти і вільні члени крайових 

задач /26 /- /28 / і /31 /- /33/ з неперервні, то розв"язки задач 

Коші /3 5 / ,  /3 6 /  і /3 7 / ,  /3 8 /  існують і єдині.

Проблеми стійкості побудованих методів розв'язується ана­

логічно тому, як це зроблено для відповідних задач у попередніх 

главах. Визначимо на підставі рівнянь /3 5 /  або /3 7 /  матрицю

* ? =  /3 9 /

Теорема I I . Якщо власні числа матриці /3 9 / від"ємні, то 

розв'язки відповідних задач Коші асимптотично стійкі.

Теорема 12. Стійкі диференціально-матричні сплайнові мето­

ди збігаються.

У випадку задач /26/- /23/ і/31/- /33/ швидкість збіжності 

методів має порядок 0/ \ \ 1 /• Щодо збірності одноблокових мето­

дів висновки, зроблені у попередніх главах залишаються актуаль­

ними і тут.

Для підтвердження наукової цінності запропонованих методів 

разом з вченими Інституту електродинаміки АН України розвязана 

задача контролю і прогнозування нестаціонарного нагрівання 

стрижнів обмотки статора турбогенераторів при змінному наван­

таженні [12,3» Математичною моделлю задачі в мішана одновимірна 

крайова задача для рівня'їня теплопровідності із змінними 

коефіцієнтами.

/3 5 /

/3 6 /

/3 7 /

/3 8 /
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результати, отримані на підставі проведеного чисельного 

експерименту, застосовані на практиці.

У додатку подані тексти основних фортран-процедур.

Основні висновки.

1. У дисертації виконана побудова, проведено обгрунтуван­

ня і дослідження баг&точкових матричних і диференціально-матрич­

них методів розв"язання одно вимірних крайових задач дня рівнянь 

теплопровідності і хвильового, а також загальних нестаціонарних 

задач математичної фізики.

2, Знайдено умови існування і единості наближеного розвяяз- 

ку, умови стійкості методів, асимптотичні оцінки похибки набли­

женого розвиязку.

3. Опрацьовані форт ран-програми методів і проведені необ­

хідні чисельні експерименти.

4 . На підставі запропонованих обчислювальних схем розв'я­

зана задача контролю і прогнозування нестаціонарного нагрівання 

стрижнів обмотки статора турбогенераторів при змінному наванта­

женні .
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