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ОБіЦАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность темы. Одним из фундаментальных методов ис­

следования различных свойств динамических сист м является 

Еторой метод или метод функций А.М.Ляпунова, предложенный им 

в харьковский период научной деятельности. Суцественное раз­

витие этот метод получил трудах П.Абетса, Е.А. Барбадіина,

Р.Беллмайа, С.И.Гораина, Н.П.Еругина, В.И.Зубова, Н.Н.Красов- 

ского, К.Ла-Салля, И.Г.Малкина, Б.М.Матросова, А.А.Марткныка, 

К.П.Персидского, В.Е.Румянцева, Н.Руша и других авторов.

Развитие метода функций Ляпунова связано, прежде всего, 

с изучением важных динамических свойств, основанных на поня­

тии устойчивости по Ляпунову, таких как устойчивость при по­

стоянно действующих: возмущениях, устойчивость в целом, абсо­

лютная устойчивость, устойчивость относительно части перемен­

ных и т.п. Оно стимулировано тем, что основной метод исследо­

вания устойчивости - второй метод Ляпунова - or .залея приме­

нимым к широкому кругу сложных систем благодаря использованию 

векторных функций Ляпунова. Б этой связи следует отметить ра­

боты Ф.Н.Бейли, Р.Беллмана, Л.Т.Груйича, Б.М.Матросова, А.А. 

Мартынюка, Г.И.Мельникова, А.Н Мишела, Б.В.Румянцева, В.Д.іу- 

расова, Д.Шильяка, В.А.Якубовича и др.

Наиболее эффективным оказался метод функций Ляпунов; 

применительно к качественной теории сложных'крупномасштабных 

систем. Оуцественные результаты в этом направлении содержат­

ся в работах Л.Т.Груйича, А.Н.Мишела, А.А.Мартынюка, Д.Шиль­

яка, Л.ш.Анапольского и других авторов.

Крупномасштабные системы могут рассматриваться как сово­

купность динамических компонент, составляющих в определенной 

комбинации устойчивые субансамбли (подсистемы), которыми мо­

делируется систеуп более сложной конфигурации. Представление 

системы как иерархической структуры обладает рядом преимуществ, 

основными из которых являются: возможность расчлг ения рас­

сматриваемой системы, обеспечение исследования решаемой про­

блемы по частям, повышение адаптивности и надежности системы 

в целой, возможность выделения и стандартизации модулей, орг,-: 

ентированных на решение упрощенных задач, и коор нации та­

ких задач в единой системе. Следовательно, исходя из этого.



многие ученые использовали иерархическую декомпозиции для оп­

ределения устойчивости крупномасштабных систем. Б работе 

Д.Шильяка описан способ вертикальной декомпозиции К!ЛС и ука­

зан путь построения вектор-функции Ляпунова на основе локаль­

ных функций для подсистем первого и второго уровня.

А, А.Мартынюком дало определение иерархической '.атричной 

функции Ляпунова и указан подход к применению скалярной функ­

ции Ляпунова, построенной на основе иер рхической матрицы- 

функции. Использование этого подхода в теории устойчивости дви­

жения в известной степени облегчает построение подходящей ска­

лярной функции Ляпунова, так -ік в качестве элементов иерархи­

ческой матрицы-функции могут быть выбраны функции, которые 

у^влетьоряні-.1 значительно менее жестким требованиям, чем в ме­

тоде скалярной или векторной функций Ляпунова, В то же ьремя 

вопрос о способах пос.роения и применения иерархической матри­

цы-функции остается актуальным.

Особый интерес . этом направлении представляет вопрос о 

способе полного учета связей между иерархическими подсистемами, 

что должно найти отражение в способах построения вне диагональных 

элементов иерархической матрицы-функции. При этом достаточные 

условия устойчивости состояния равновесия формулируются в тер­

минах знакоопределенности специальных матриц.

Цель работы. Разработка критериев устойчивости (неустой­

чивости) решений крупномасштабных систем с помощью скалярной 

функции Ляпунова, построенной на основе иерархической матри­

це-функции. Приложение полученных результатов к задачам абсо­

лютной устойчивости IMG типа систем Лурье.

Метод исследования. Ь диссертации разработал прямой метод 

Ляпунова, основанный на иерархической матричной функции для 

исследования динамических свойств систем: уетойчиьости и неус­

тойчивости решений систем, моделируемых КМС обыкновенных дифь 

ференциальньк-уравнений.

Научная новизна результатов состоит в следующем:

1. Для крупномасштабных систем с конечным числом степеней 

свободы установлены достаточные условия устойчивости, асимпто­

тической устойчивости неустойчивости при определенной модели 

горизонтальной иерархической структуры.

2. Для ЮЛС с конечным числом степеней свободы установлены
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і
достаточные условии устойчивости, асимптотической устойчивос­

ти и неустойчивости при определенной модели вертикальной 

иерархической структуры.

3. Установлены достаточные условия абсолютной устойчивос­

ти КМС типа систем Лурье-Постникова при горизонтальной и вер­

тикальной моделях иерархических структур.

Научная и практическая ценность. Для широкого класса ме­

ханических систем, моделируемых крупномасштабными системами, 

найдены новые достаточные условия асимптотической устойчивос­

ти и неустойчивости. Для систем автоматического регулирования 

типа систем Лурье-Постникова г лучены различные достаточные 

условия абсолютной устойчивости.

Апробация полученных результатов. Основные результаты ра­

боты били доложены на ХУЇЇ научной . .нференции молодых ученых 

Института механики АН Украины (г.Киев, май 1992 г .) ,  на ХУ ill 

научной конференции молодых ученых Института механики АН Укра­

ины (г.Киев, май 1993 г .) ,  на Украинской конференции "Модели­

рование и исследование устойчивости процессов" (г.Киев, май 

1993 г .) ,  на заседаниях семинара "Теория устойчивости и ее 

приложения" на} ного Совета АН Украины по проблеме "Общая ме­

ханика" в Институте механики АН Украины (руководитель - чл.~ 

корр. АН Украины, проф. А.А.Мартыник), на семинаре по направ­

лению "Теория колебаний и устойчивости движения механических 

систем" в .Інституте механики АН Украины.

Публикации. Основные результаты опубликованы в работах 

(I  - 7J. Автор выражает искреннюю благодарность чл.-корр. АН 

Украины, проф. А.А.Мартьиюку за постановку задачи и постоян­

ную поддержку в ра?" те.

Объем аиасертации. Диссертация состоит из вг ^ения, трех 

глав, заключения и вписка использованной литературы, содержа­

щего 121 наименовали*. Общий объем диссертации - 106 страниц 

машинописного текста.

СОДЕРЖАНИЕ ДИССЕРТАЦИИ

Во ввеиении диссертационной работы обосновывается акту­

альность разрабатываемой темы, приводится краткий об?ор (ч'~ 

вользованной литературн и содержание диссертации-
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В первой главе рассматривается КМС, допускающая опреде­

ленного типа горизонтальную иерархическую структуру. Получены 

различные достаточные условия устойчивости и неустойчивости 

состояния равновесия рассматриваемой системы на основе иерар­

хической матрично? функции Ляпунова.

В первом параграфе проводится определен -э КМС

ЄГ dx/dt * $ (t ,x ), х  є ffn (I)

и излагается известная декомпозиция на взаимосвяэные подсис­

темы

6К: dx/dt>gK(t,xKnhKU,xr ..,xm), (£)

Такая декомпозиция названа в диссертации декомпозицией перво­

го уровня.

Предлагается развитие способа декомпозиции KMC ( I ) ,  за­

ключающееся в том, что из KMC (I) выделяются ( і )-пары 

взаимосвязных подсистем в вице

'  * I  < 4 / м  ж 9i(t’xi • V f

Формально вектор-функции А* определяются по формулам

Такое развитие декомпозиции КМС названо декомпозицией второго 

уровня.

Во втором параграфе вводится определение иерархической 

матричной функции и ее знакоопределенность. В конце парагра­

фа приведены общие теоремы об устойчивости и неустойчивости 

КМС на основе иерархической матричной функции Ляпунова.

В иерархической матриц-функции

функции U-t (t,-) построен ; для независимых подсистем перво­

го уровня, а функции Ut̂ Ct,-) > і построены для неза­

висимых подсистем второго уровня. С помощью матрицы-функции

(4) и вектора вводится функция



V(t,x,o) « ffr U Ci.x)?
1 (5)

Далее определяется полная про! водная матрицы-функции U(t,£) 

в следующем виде:

(t .x i . Xj)] ; (7)

D+U(t,x)» [Dr i . j 'W .  -.'n, (e)

где D *U (.t .X ) (B +  UCt.X)) - верхняя (нижняя) правая

производная Дини функций Uq  о гносительно { £ , Х{- ,Xj ).

Третий параграф посвящэн получению достаточных условий 

асимптотической (равномерной) устойчивости (в целом) состоя­

ния равновесия Х - 0  системы (I ) .  Для этого вводятся неко­

торые предположения, которые дают возможность оценить функцию

(5) и ее производную D * V  (£, X.'l ) в силу системы (I ) . 

Лемма I . I .  Если выполняются условия а), а ') предположений

I .I  и 1 .2  (см. диссертацию, стр. 31 ), то функции

V(t,x)*fu<t,£)' i ,  q>0
удовлетворяют оценкам

ЧтЧ/ІІ>а х і ) ' і  *  V (£,Х ) ± { < » ш  с  I t X I I ) -1,

где

V ‘« .  [ « . « » ]

5

_ <«>/')€ і
и является положительно определенной и убывающей.

Лемма 1 .2 , Если выполняются условия б ), в), б ') ,  в') 

предположений 1.1 И 1 .2 , то ДЛЯ ПОЛНОЙ П4 ИЗВОДКіуЙ функции

(&) справедлива оценка

D V (t ,x ) 4 <Рг(ЦхЦ) Я «ЧИЯII),
(9 '

гае

<Р(ЦТЯ)’‘ (Ч>і1/г(П.ТІ\1)> (W-T^Y ,}Г: Л = 1  (В* ВГ >.



и элементы Blf матрицы 3  определяются с помощью постоянных, 

которые участвуют в оценках компонент Л и ..  it,-) и вводят­

ся в предположениях.

Теорема 1 .1 . Пусть выполняются условия предположений I .I  

и 1 .2 , а также

1) матрица /) €, R 171 в оценке (9) отрицательно полуоп- 

редоленная;

2) матрица Є R ткт в оцєі..-<є (9) отрицательно опреде­

ленная.

Тогда невозмущенное движение системы ( I )

1) равномерно устойчиво;

2) асимптотически равномерно устойчиво.

Если дополнительно в условиях предположений 1.1 и 1.2 

А' . = R /V, = R nJ функции <Ри , <РІЗ , Ц  , ,

- принадлежат классу Хана, то состояние равновесия

1) рівномерно устойчиво в целом;

2) асимптотически равномерно устойчиво в целом.

В конце параграфа приведен численный пример системи 

^оетьего порядка.

Е четвертом параграфе вводятся предположения, которые 

дают возможность оценить снизу производную элементов <їункции

(5) и установить условия неустойчивости нелинейных КМС.

Теорема 1 .2 . Пусть выполняется:

1) условия а), а ) предположений І.І и 1 .2 ;

2) условия предположения 1 .3 ;

3) матрица Д & R mxm ъ оценке (1 .3 .2 ) положительно опреде­

ленная.

Тогда невозмущенное движение системы (I) неустойчиво.

В пятом параграфе рассмотрен общий случай линейной KMG. 

Здесь элементы матрицы-функции (4) строятся в виде:

6

uij U . * , ■ v  - «и  а  *1  ■ v  * ц  рч Ш хч

і - і ,

где Pti (t) , P t,(t) - непрерывные, симметрические, положи- 

трльно-определенные матрицы для всех t £ R+ • Применяя
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общие теоремы главы, получены достаточные условия асимптоти­

ческой устойчивости в целом состояния равновесия линейной не­

стационарной КМС. Численный припер иллюстрирует технику ис­

пользования матриц-функций в данной задаче.

Вторая глава посвящена исследованию задачи об устойчи­

вости (неустойчивости) крупномасштабной системы, допускающей 

"вертикальную" иерархическую структуру. Получены различные 

достаточные условия устойчивости к неустойчивости состояния 

равновесия рассматриваемой системы ка основе иерархической 

матричной функции Ляпунова.

В первом параграфе приводится определение KMC (I) и де­

композиция на взаимосвяэные подсистемы

f  • и - непрерывные вектор-функции с о о т ЕЄ'' і т вуккцих раз­

мерностей. Эта декомпозиция названа декомпозицией 1-го уровня. 

Здесь

независимые подсистемы, а Л- (£,Х) функции связи.

Далее, каждая из подсистем (II) декомпозируется к с.”■'ду­

ющим

Построение системы (12) по системе (II) будем называть верти- 

клльной декомпозицией второго уровня.

Второй параграф посвящен определению иерархической матри­

цы-функции Ляпунова. Здесь приводятся предположения, позволя­

ющие оценить иерархическую матрицу-функцию Ляпунова и ре пол­

ную производную в силу системы (I) .

Построение иерархической функции Ляпунова для системы 

(I) основано на применении матрицы-фунпц/ш

dxL/dt = hi (t,x),

ns =  n, L ‘ {.2,...,S,

(10)

d X ;/d t  = f. i t .X ;)
(II)

(12)

UU,x),\Uu U. n , o, . VKl, (13)

где



Vu : % *R n‘ - R ,  < °a ...s .  ии :$с *И'*АП* - k >

Явный ВИЦ фуНКЦИЙ U ^  следующий

Ой (t,JC.)= £ r 8l ( t ,- ) f ,  і = 

где Є fZ+‘ , >0  и субматрицы-функции

£( и .- ) - { и £ и ,- Л .  p .q

8

с элементами

u £ : ? T y R n*  -~fi. u “ }p . £-1.2....s ,

Upef : %  x в П‘р~ПЧ  —  л

функция

V (t,X .p *  чги и ,х ) '1  (14)
прі подходящих пред: ложениях является иерархической функцией 

Ляпунова для всей системы (I ) ,  построенной на основе матрицы- 

функции (13).

Предположения 2 .1 , 2 .2 позволяет оценить функции (14), а 

предположения 2 .3 , 2.4 позі ляет оценить выражение D^YCt.X,^), 

Третий параграф содержит изложение достаточных условий 

устойчивости.

Теорема 2.1 . Пусть вектор-пункция f ІХ) в системе (2 .I .I )  

непрерьп. л на R xN  (на х /V  ), а также

х) выполняются все условия предположений 2.1 - 2 .4 ;

2) в оценках (2 .2 .6 ) и (2 .2 .10 );

а) матрица А - положительно-определенная;

б) матрица В - положительно-определенная;

в) матрица S - отрицательно полуопределенн&л или тож­

дественно равна нулю;

г) матрица S - отрицательно-определенная.

Тогда соответственно:

а) условия I ) ,  2-а}, 2в) достаточны для устойчивости сос­

тояния .71 * 0  системы (2 .I .I )  (на !ГГ к N )?

б) условия I ) ,  2tw - в) достаточны яля равномерной ус­

тойчивости состояния £ * 0  системы (2.1,1) на ( х N  ' і
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в) условия І ), 2а), б), г) достаточные для асимптотичес- 

кс равномерной устойчивости состояния £  = 0  системы 

(2 .1 .1) (на ).

В конце параграф.! рассмотрен численный пі мер.

Четвертый параграф посвяіцен получению достаточных усло­

вий неустойчивости крупномасштабной системы. Здесь вводятся 

предположения, которые ’t-'-'iT возможность оценить снизу выраже­

ние 0 V  ( t, Я. ?).
Теорема 2.2 . Пусть выполняются:

1) условия предположения 2.2 ;

2) условия предположения 2.5 ;

3) матрица S e R  8X5 в оценке (2.2.І0) положительно опре­

деленная.

Тогда невозмуіценное движение системы (2 .І .І ) неустойчиво. 

В пятом параграфе рассмотрена линейная неавтономная сис­

тема. Здесь матрицы-функции U (t ,X )  имеют вид

U (t ,X ) =
(t,xp U3 (t .x f  

U3 (t ,x ) Ue (t,jci )
(15)

где

^ ■Єйг , Pl (t) - произвольная непрерывная матрица, 

u £ (t ,X i) u ^ a ,x is) (16)

Здесь

ини>хі?‘лирі,м*и’ '
РізСІ)*іі > L - 

где (t) , P-„(t) - симметрические непрерывные и положитель­

но-определенные матрицы при V t fc' к + ; - произволь ­

ные непрерывные матрицы.

Теоре№ 2.3 и 2.4 содержат достаточные услої і устойчи­

вости в целом и асимптотической устойчивости в целом состоя-
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ния равновесия линейной неавтономной системы. В конце парагра­

фа привечен численный пример.

В третьей главе диссертации прямым методом Ляпунова, ос­

нованным на иерархической матричной функции, исследуется абсо­

лютная устойчивость нестационарных систем Лурье-Постникова, 

описываемых уравнениями

dx/dt - /?(t)x і- B(t) I С O'). ( I7 ,

Первый параграф посвяіцен установлені®) достаточных усло­

вий абсолютно” устойчивости системы (Г<) при горизонтальной 

иерархической структуре. Здесь ИМФЛ построена в виде (5 ), а 

элементы иерархической матрицы-функции в виде (8). В теореме

3.1 получены достаточные ус. вия абсолютной устойчивости не­

стационарных систем Лурье-Постникова.

Во втором параграфе исследуется задача абсолютной устой­

чивости системы (17' при вертикальной иерархической структуре. 

В этом случае ШйЛ построена в виде (14), а элементы матрицы- 

функции выбираются в следующем виде

где ^  Є £ П‘ , Р^ (t) - произвольные, непрерывные матрицы.

)  - Г ufy  ] ,  р , д * м , . . . ,м г

Здесь

и а) = .хг Р  X . и (i> = и с‘} ~ л г Р
РР tp РР tp ’ pq, uqp ^ip pq *

^pp (*) - симметрические, непрерывные и положительно опреде­

ленные матрицы при V t Є  Р+  , Р (t) - произвольные

непрерывные матрицы при &  R+ . В  теореме 3 .2  подучены

достаточные условия абсолютной устойчивости системы (17).

В заключительном параграфе главы рассматриваются числен­

ные примеры, иллюстрирующие технику применении теорем 3.1 и 

3 .2 .
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З А К Л Ю Ч Е Н И Е

Основные результаты, полученные в работе, заключаются 

в следующем:

1) установлены достаточные условии устойчивости и асимп­

тотической устойчивости, равномерной устойчивости в целом и 

равномерной асимптотической устойчивости в целом и неустойчи­

вости нелинейных КМС при заданно# модели горизонтальной ие­

рархической структуры;

2) установлены достаточны» условия устойчивости, равно­

мерной устойчивости, равномерной асимптотической устойчивости 

и неустойчивости нелинейных KMC npv заданной подели верти­

кальной иерархической структуры;

3) установлены условия устойчивости е целом, асимптоти­

ческой устойчивости в целом линзйной КИС при заданной модели 

вертикальной иерархической структуры;

4) установлены условия устойчивости в целом, асимптоти­

ческой устойчивости в целом линейной КМС при заданной модели 

горизонтальной иерархической структуры;

5) установлены условия абсолютной устойшьости нестщио- 

нарных систем Лурье-Постникова при заданной модели горизон­

тальной иерархической структуры;

6) установлены условия абсолютной устойчивости нестацио­

нарных систем Лурье-По с тни ко ьа при заданной модели вертикаль­

ной иерархической структуры.
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