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Актуальность темы. С середины 60-х годоь, после появления ра­

боты С.Смайла о множестве регулярных значений фредгольмовых отобра­

жений, было начато активное исследование Фредгольмовых отображений 

банаховых многообразий и связанных с ними фредгольмовых структур.

Эти объекты позволили естественно расширить многие понятия и мето­

ды конечномерной дифференциальной и алгебраической топологии: харак­

теристические классы фредгольмовых расслоений и многообразий; теоре­

мы трансверсальности; теорию степени; различные Аормы двойственно­

сти Пуанкаре и Албксандера-Ііонтрягииа; теорему ДеФшеца о совпадении 

/К.Д.Злворти, А.Дж.Тромба, У.Кошорке, Ф.Куин, Дж.Морава, Дж.Калла­

ган, Н.Крикорян, К.К.Мукерджи, Дж.Иллс/.

Однако сами понятия фредгольмовых отображении и фредгольмовых 

структур возникли существенно раньше. Так, фредгольмовн структуры 

появились в ранних работах А.Д.Михаля ( А. ТЗ.МісЯд̂ )/І926,І939 гг., 

при изучении аффинных связностей в локальной диффервнциальнои геомет­

рии ьекоторых банаховых пространств. Нелокальное изучение фредголь- 

мовых отображений нулевого индекса было начато впервые, по-видимому, 

в SO-e годи в работах Каччиополи, посвященных теории неориентирован­

ной степени таких отображений. Появлении этих работ тогда способгт 

вовала главным образом теория нелинейных 'эллиптических уравнении я 

частных производных /в первуь очередь работы С.И.ВврнштвЙна/. За­

тем, в связи с прикладными успехами более простой теории степени 

отображений Лере-Шаудера /отображений вида [ *■ к , где I - 

тождественный оператор, а к -вполне непрермвннй/, интерве к 

гольмовым отображениям ослаб и возобновился лить в 6С~е годы. Од­

ним из первых, кто в с-ти годи обратил е>нймчяи« на вро̂уодиуаст» 

равйития stoa тематики,бнл А.С.Швпрц /І9ЙІ г,, 4-й Впвсогамн* г*те- 

матичеокнй <уьеэд/.

К настоящему Времени теория ФгрЛГОЛМ/ОРНУ 01‘(’ярЛ*Р!>»!Й стиле



восьма развитой и её прикладная значимость общепризнана: появляются 

новые топологические инварианты Лредгольмовіа отображений, удойные 

для исследования конкретных задач, проводится их вычисление /Фицпат­

рик, Пебсахович, Рабир/, осуществляется расширение класса іїредголь- 

мовнх отображений и построение для расширенных классов теории степе­

ни /Ниренберг, Мовен, Хетцер, Петришин, Борисович Ю.Г./, с помощью 

теорем трансверсальности и теории степени удалось исследовать струк­

туру множества решений ряда задач математической физики, ди̂ерен- 

циальной геометрии, оптимального исчисления /Темам, Фояш, Со, Куит- 

нер, Мотройки/, с её помощью проводится локальний я глобальний ана­
лиз задач теории бифуркаций /Треногин, Логинов, Сапронов, Иллинг­

ворт, Борисович А.Ю./, нашла она своё применение в в топологии чэ- 

тырёхмерннх многообразий /Дональдсон, Фрид, Тлеябек/ и теории ми­

ндальных поверхностей /А.Дх.Тромба/.

Целый работы является распространение теории степени на различ­

ные классы возмущений фредгольмовнх отображений, вычисление тополо­

гических характеристик для ряда классов вквивариантных отображений 

и отображений, возникающих в теории нелинейных эллиптических крае­

вых задач. Установление на ктой основе существования собственных 

функций, глобальных и локальных бифуркаций, исследование собствен­

ности фредгольмовнх отображений, возникающих в теории нелинейных 

яллимтических краэвнх задачей исследование на втой основе, с исполь­

зованием теории трансверсальности и теории стевени, структуры мно- 

решений г.-тит задач,

Обьект исследоііания-.чалячейниа фр5дгсуіг,мовн отоорякенмя и рая- 

личине классы возмущений ртих отображений.

Огітяя методика кссладоі>ан'пя. В дисс»рт«иіав иопольаовянн и?<голн 

repj»*i> лпфвФронциру «задет многообркриД, теории ті«иеда»р<л.чм»«»т*, тйо- 

ъ«'и от05ртж<Н;ий, м&тночяя кра̂ вчх задач.
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Научная новизна. В диссертации получены следующее новые резуль­

таты:

1. Дано построение и исс..эдование топологических характерис­

тик типа степени для класса вполне непрерывных возмущений множест­

ва собственных фредгольмовых отображений индекса Ц. * 0  /коротко 

класса Ф,СгВН -отображении/.

2 . Проведено вычисление І.ТЕХ характеристик для различ их под­

классов вквивариантных Ф0 ~ 1М  -отображений.

3. Дано приложение топологических характеристик ФС̂ В̂Н - 

отображений к исследованию глобальных ветвей бифуркаций и собствен­

ных функций нелинейных эллиптических краевых задач.

4. Введены и в ряде случаев вычислены топологические характе­

ристики для класса £  -компактно сужаемых возмущений собственных
J

фредгольмовых отображение индекса Ц. > 0  /коротко класса Ф^С КС~ 

отобтажений/.

5. Исследованы примеры Ф*С£КС -отображений, асэкикащи-з 

в уравнениях с частными производными.

6 . Установлена собственность отображений, индуцированных нели­

нейными зллиптическими краевыми задачами,и на этой основе, с исполь­

зованием теорем трансверсальности и результатов вычисления степени, 

исследо'.ана структура множества решений ьтих задач "б общем положе­

нии" ,

Теоретическая значимость. Получение в диссертации результаты 

имеют теоретическую направленность. Топологические характеристики, 

введённые в работе, могут быть использованы при исследования ранре­

шимости и изучении структуры множества решений нелинейных ираеьыл 

задач, в теории глобальвой и локальной бифуркаций решений ьт st- 

дач. Результаты диссертации могут быть использованы я ионогра̂гя,: 

й спецкурсах по бесконечномерной топологии и нелинейное fvaratj" *



пальному анализу.

Адробаиия работы. Отдельные результаты диссертации докладыва­

лись на международны! топологических конференциях в Ленинграде 

(1982г.) , Баку (1987г.) , Киеве (1992г.) , на всесоюзной топологи­

ческой конференции в Минске (1977г.) , во всесоюзной школе по теори? 

операторов в функциональных пространствах Минск (і982г.) , в Кеме­

ровской всесоюзной школе "Оптимальное управление, геометрия и ана­

лиз" ( 1986г.) , на республиканской конференции в Донецке (1981г.) , 

га совместных заседаниях семинара И.Г.Петровского и Московского ма­

тематического общества (1987г.) , на совместны?, заседаниях семнка- 

П.С.Александрова и Московского математического обществе, обиего- 

одском семинаре имени П.С.Александрова /декабрь 1990г./, на семи­

наре академика АН Украины И.В.Скрнпника, в Московском госуниверси- 

■?те нр семинарах профессоров А.С.іпишенко и Ю.П.Соловьёва, в Воро­

нежском гос„ ниверситете на семинарах профессора. Ю.Г.Борисовича, в 

,‘Ъппнежских матетатичеекпт школах (і98І-І992г.г.)

Яубликааии. Основнке результата диссертации опубликованы в 

1 1 -22]  .

Объём и структура работы. Диссертация изложена на ki85 страви- 

очт состоит и? введения, списка предваритеПЫТЯ понятий, трёх 

глея и списке литературы из 129 наименований.

ОСНОВНОЕ СОДйШЖЕ ДИССЕРТАЦИИ

Пеоаея глэгд тоезяївва построении и цсследованкет тг»по’;от,и»ео- 

Г.7Х хар»чктс{>исгтк «’Я» степени для класса отображений вила: собст­

венные С *главкве «̂дгольморы неотрипателн'ото индекса л, плюс 

яп. „пае непрерывны? /класса Ф ., С*8 Н -«тоор-легий/. В петом ла-
Гм

parp-jjte- т?во;*.итл" и £ ариек* г ованио>* стелен» г теt q  класса ,
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отображении. Отметин, что метод, арименённый С.Смейлсм для опреде­

ления неориентированной степени фредгольмэвнх отображений и связан­

ный с использованием теоремы с  илотности множества регулярных зна­

чения таких отображений, для класса сР ПгС 1&Н -отооранений не 

работает в связи с тем, что отображения из этого класса не явяяют- 

ся гладкими. В случае исследуемого класса отображен"4 оказалось 

полезным развитие метода определения неориентированной сте ани для 

фредгольмсвых отображений нул' того индекса, состоящего в сведения 

исходной ситуации к конечномерной. Идея этого метода была предло­

жена итальянским математиком Каччи' поли ещё в сороковых годах, но 

обоснована для фредгольмовых отображений нулевого индекса лишь в 

восьмидесятых годах Ю.И.Сапроновым и несколько позднее С.А.Иснардом. 

Развитие ьтого метода для случая неориентированной степени ФС̂*ЙН 

-отображению было осуществлено автором диссертации в работе [IJ , 

которой мы к следуем в этом параграфе.

Пусть Е  -вещественное банахово пространство и Л  -ограни­

ченное подмножество метрического пространства Л , на котором 

задана структура_банахова многообразия с модельным пространством 

£  . Че£03 Л обозначим замыкаше X в X , а

ЭХ - Х \ х  . Пусть j- ; X  F -собственное, непрерыв­

ное отображение со значениями в вещественном банаховом пространст­

ве F  , сужение I X Г которого является Сг -глад­

ким фредгольыовым отображением индекса И. > О , 1 > ft,*- і . Пусть 

(с :X F  -вполне непрерывное отображение. Рассмотрим 

-отображение (Ц ж j .  + k  ?Х-*“ Г  , Предполагается, что Q(u.)f 0 , 
И.«ЭХ ■ где 0 -нуль пространства F , т.е. О рассматривает­

ся как отображение пар ( X, дК) ( F, F\0l .  Для определения 
неориентированной степени вначале предположим, что вполне непрерыв­

ное отображение If •X-*’ F  является ко. січкомерилм, т.е. существу-
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ет коне-ш.мерное пространство F s  F тагов, что 

Пусть в этом случае L в £  ( 0) Iі  Ф . Известно, что существует 

открытая окрестность 0  £  Л компакта L  и разложение F  *  

* Р % Ґ  ? где такие, что сужение Л  трансверсально

myj пространству F ^  . Положил F ^ F f .  Тогда ^  j g таия*

Трансверсально F . Обозначим Г V l(F*M 0 . Это -мер­

шие С г-гладкое многообразие, содержащее компакт L . Пусть
. і u*-*m- _ и ►и-т. ,<1 9? iq - открчтая в М окрестность компакта L  , замыкание

которой Л/ такле является компактом. Пусть * 6  =  inf {if M l .  

ш  9 Х }  .  A n n T O K C h w . j^ a r t  отображение А ,  =  ( f +  к ) | £ г  « < » , » ) ’ * •

—  F m'\ 0) С -гладким отображением F ^  »

ч которого 0 является регулярным значением и таким, что 

^  (м.) (I < 6 , U-Є  И . Тогда прообраз V T -
.лете, с7 -гладки»' К- -мерным многообразием̂принадлежащим Л/ 

Класс наориеьтарованг.нх бордизмов L W К J многообразия W  ̂  в 

;льце неориентированных бордизмов Рохлина-Тома и называется в этом 

■учае неориентированной степенью отображения $  *  £  + к относи- 

' льно точки 0 и обозначается символом ((j, X , б) . Fr-те-

сгвеїшо следующее добавление: еслиg  ( 0 ) * ^ ,  то P£fc(, f yX/ d) рав­

но нулевому элементу кольца Рохлина-Тома.

В том случае, когда вполне їіачрврчвнсв отображение к не 

является конечномерным, Для определения і к,Х ,0 ) использу­

ется г-прокситция (< конечномерным вполне непрерквчкг" ат.̂ра-

гением, Доказывается корректность всех приводимых построений я иссле­

дуются O C H jB H K e  C B O /iC ^ E a  с тэг. єни.

Приводился результат вычисления неориентированной степени 

Ф0СА8Н -отобраг.екай, мелящийся аналогом известно*} тзогемы Борсу- 

к •.: -.'v.«T ̂р»!ика-Шйирельм5иа. о нечетности степени нечётного отобраке- 

гшя сферы говвчиомерного пространстве.



Пусть Е . Р -вещественные оанаховы пространства, 0£ , 0 р - 
нули соответственно пространств £Г и F .

Теорема I . I . I . Пусть D -открытая симметричная область прост­

ранства Е  . содержащая нуль 0£ . Пусть : D - P  -собственное, 

непрерывное, нечётное отображение, сужение которого £  j ц является 

С ̂ -гладким фредгольмовым отображением нулевого ш экса, a t - 'D ^ P  

нечетное, вполне непрерывное отображение. Предположим, что 

^ + k X 3 D )  S  F \ 0 p  . Тог^а d .e ^ (^  + k ,  D , Op ) -• і .
В качестве следствия отметим обобщение одного результата П.Ра­

биновича на случай ф и С^&Н -отображений.
іСледствио І . І . І . Пусть -собственное, нечётное, С -

гладкое фредгольмово отображение положительного индекса Ц. , а 

J c E - P  -нечётное, вполне непрерывное отображение. Тогда для 

каждого г>0 существует решение уравнения j~(U- ) f  k(W-) -0  о нор­
ной .

Приводится обобщение известного результата Биркгофи-Келлога-
Роте.

Теорема I . I . 2 .  Пусть £  : ( B , 9 D )  - Н Р , Р \  о р )  -собствен­

ное, ограниченное, С * -гладкое, фредгольмово отображение яеотргща- 

чвяьного индекса f t  ,  ,  замкнутой области 1 5  бесконечно-

арного банахова пространства £ . Предположим, чт степень

отлична от нуля. Тогда, если для вполне непрерывного 

яервЭ'ора : 0 D  -♦* F выполнено условие

уз уравнение j- (u .)  + d - k ( i t ) = 0  имеет по крайней мере оді.о реюе*ше 

соответствувдее положительному yt~ Л £і п одне решение 

соответствующее отрицательному Х ж Я%  •

Дтвоаштся приложение теоремы 1.1.2 к проблеме собственма 
фуиздяй иелянейннх вллиптичееккт 1,г«евш задач.

В следующем параграй’е гтоіі главы рассматривается ситучция та­

кого типа: пусть А -открытое подмножество iwiuecf вейисгс бяряяо-
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на пространства Е  и j -7 к  ■ A E  -  соответственно С г-гладкое
и вполне непрерывное отображения X в ведіествениое банахово про­

странство F  . Огязнвает'-я требование условий собственности и фред- 

гольмовости £  ка всём X можно заменить предположением компакт­

ности множества решений уравнения ^  ( n ) ^ k ( U .) ^ 0  , Ц .Є  X , и ус­

ловием Фредгсльмовости ^  на этом мно*вогве. В этой ситуации вводит- 

л топологический инвариант решений этого уравнения 

-индекс его решений, являющийся аналогом степени, '-̂санной в нервом 

параграфе. Из его свойств отметим свойство гомотопической инвариапт- 

■ости. ґ

Пусть IV -открытое подмножество f*ro,£] . £ : W-*- F - 
Сг.-гладкое, а |( : F -вполне непрерывное отображения. Пред­

ложим , что L " (f * к) ̂ (ОІЄ W  является компактом, отображение

является фредго1 ьмовнм индекса Ц 4  і  на L /если І ,  ^  $  /, 

» 0 ,  І  > п *  і  . Ііоложлм ^  ( U ) -  £ (  U - , i )  , к ^ ( и ) ж  k ( U , { )  , 

( u , l ) e W  и Vt  = w n ( £  x l t j )  . f e e ГЦі.1 . Тогда справед­

ливо

Свойство 1 .2 .2 .  і и d ^ ( , f a  ♦ k4 , Wi ;  o )  «  b u M f o *  k ot We ;0 ) .
В третьем параграфе ьтой главы вводйтся редуцированная степень 

ФЛСТВН -отображений. Как известно, з.чворп; и Тромба построите 

два варианта ориентированной степени для С -гладких фредгольмовнх 

отображений ицдекса К. ? О , • Первый вариант обознача­

ется пимволом ) и в этом варианте степень & (j-) принима­

ет свои значения в ^ } (Х ф ) -отгогествэ классов & hc  -оснащённс 

бордаитянх трсек в ориентированной структуре , согласованной

с отображением j , . Отметим, что ^  (Х )̂ является группой. Вго- 

вариант ориентированной степени обозначается символом & (.£ ) , 

>-»*чрается редуцированной степень») я в ?тг# варианте степей?. &(£■)

П; внимает свои значения в \ і% ) , которое является фаятср-унохест-
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вой множества всех РЦ. -оснащённых троек S^C Х )̂ для ориентиро­

ванных Ф  -структур Хф , согласованных о Ф  -структурой, опре 

делаемой отображением , по отношение с -оснащённой бор­

дантности в ̂ииссе £ , где £ -класс согласованных с h  *  -

структур. (I) .вообще говоря, не обладает групповой структурой. 

Эти варианты имеют преимущества и недостатки в с pat нии друг с дру­

гом, однако их совместное использование позволяет компенсировать их 

недостатки.

Здесь определяется аналог редуцированной степеня для ФГ1,Сг&Н 

-отображений ) , изучаются его свойства и приложе­

ния.

Определение fT(^+k,X,o) основано на развитии конструкции 

первого параграфа.ТЗак се как и там, вначале рассматривается С І ЗЯ 

-отображение { &■ + k ) : ( M X W E , £ ' 0 ) , где к -конечномернт-' 

висл е непрерывное отображение. 'Р -структура { X , j .\  лредподага- 

ЄТСЯ орнентируеиом И фИКСИруеї'СЯ её ориентация X ф . иусть L ~

= {f *k) <о)**0 и О —  такая открытая окрестность Li , что

І̂ІО ^  ̂  ’ ГД0 ^ _ Р -верное подпространство Р , сояер*р"ее 

uCpaa k ( X )  . Пусть М ' ’= j .  1{ F ^ ) P  0  я К -открыта,-, ог­

раниченная окрестность L а с С̂-ґяадкш' краем SiV . Су-

ашше it + :Н F p сколь угодно близко г проксимируется 

С1"-гладким огобрнютиви Р, для которого 0 являл?-

ш  рвгулвр&т значеніa m . %сть ~-9~ X -ЄС-
' К-

теегаенное аяокеняе. C ite -оснащение Г пары { W  9 І ) в 

структура задаётся следущим образом: вначале строится конеч-

жшфшее оеаш*ега*> в $  , а затеи оно “достраивается" frur

-осаямююж МВйГ!ЮЄ|>аЗИЯ и  ъ «гдояурв X  , Класе тройки

І,*) я , ime І» -кярос свгласовввнчх «

Ф -eijer«tryp, я называется в угон случае редуцвроваянэЗ 'виеяь&.
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£ < / + М ,  о) отображения f  + к относительно точки 0 .

Общий случай рассматривается аналогично тому как это сделано в пер­

вом параграфе.

Отметим, что вариант ориентированной степени Щ )  на класс

Ф ^ С Ч Н  -отображений был перенесён Н.М.Ратинер, которая такте 

сяеловала схеме, предложенной в Cl ] .

В качестве приложения исследуется глобальное поведение ветви 

биіуркатіии следущей эллиптической краевой задачи;

4*1- ц®**'"*

Bj*(x,B)!Kx) = 0 ; , (2)

где f?. -ограниченная область евклидова пространства Ш с С
•ладкой гра. йцей 3(2 , -комплекснозначная Функция, принадле-

гмч..
уащая еоболевскому пространству Wp ut), р >Н- , и А -коин­

дексный параметр.

При исследовании этой задачи приходится применять обе ориенти­

рованные степени -отображений с ноложительтмм индексом

П. , а именно с п . - і  .

Проблема ілегального поведения ветвей бифуркации задачи (I) - 

{ 2 1 эквивалентна аналогичной проблеме для операторного уравнения

j ( u )  - Л и  ( иД), (з)

-оторое в дяльгейг'ем и исследуется. Ядесь.

<ц'иу Я ) *  G (j и , А )  . Дп# Т> 0 определяется ото̂ражр

10
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ll

К пусть ~  [ (Uf Я ) t ij llH 2 + 11 ~  X 0 I£ ^ 1 * *  p "  }.

Теорема Ї.З.2. Пусть выполнены условия I.3.1-І.3.3. Предполо­

жим, что собственное значение %0 оператора А “ £  (0) имеет 

кратності. Иг . Тогда существуй1 сколь угодно »шше положительные 

константы 1 и р  такие, что степень 2 < Ф г, В г , г , 0 )  ФАСДВН- 

отображения одределена к имеет место сравнена

{ £ ( %  , 8 г ^  ( 0 ) я т  ( т ОСІ2 ) .

В качестве следствия теореми 1.8.2 приведём аналог теоремы М.А. 

Красносельского о бифуркациях с нечгтяократпык собственным значени­

ем.

Следствие 1.5.I. Пусть выполнены условия теоремы 1.3.2 и крат­
ность собственного значения Х 0 оператора ^ ( О) нвч̂гна- Тог-

да точка (о, Л ) является точкой бифуркации решений уравнения (3) , 

а зі :чит;и задачи ( l } - ( 2 ) .

Пусть А0—собственное значение оператора А =  £  (О) нечётной 

кратности. Обозначим через У  замыкание множества нетривиальных 

решений (м., Д.) /т.е. решений ( И, I  ) , и  Ї  0 / уравнения (3) а 

значили задачи . Иу̂ть W  -связная компонента ююаестьа

W  . содержащая ( о, Д,е) .
» А'

йз теореш 1.3.2 и свойств степени d  я d  длх Фл,С г ВН ~ 

щоП|«— «И вытекает следуащил факт.

Двосема -1.3.8. Ирадыожяпм, что а ш т т т  условия 1.3.1-І.3.3. 

Itopssa, либо a j компонента W  неограниченна в £ ^ *  С  ; либо б) 
W *  содержат яонечное тасао точек в*»а ( S i «ij) , где Д-J  -собст- 

ашш лшмми* oeegecr-ope А = <f fl) , яря этом число таких точек, 

«мэтеетсзадтадах собетведами атчшиш начетной кратности /считая я 

точку w n m .

Отметда, что впервые аодобдай факт для уравнений с or гатором



дере-шаудеровского типа был впервые установлен П,Рабиновичем. В по­

следующем этот факт обобщался многими авторами как с топки зрения 

охвата более широкого класса уравнений, так и более полной информа­

ции о ветвях решений.

Последний параграф первой главы посвящён вычислению ориентиро­

ванной степени Ф„С*ВН -отображений, гоммутирующкх с действием 

групп , р -простое число, S 4 и тора Т’ . Приводимые Форму­

лы выражается либо через индексы Смита р -периодических операто­

ров, соответствующих образующей группы Z p  и суженных на ядро и 

лояяро произв'''г.ной фредгольмова отображения, вычисленной в неподвиж 

ной точке действия группы ~2- р , либо чег>ез инварианты представле­

ний этих групп на ядре и коядре этой производной.

Пусть £і, е2 -вещественные банаховы пространства, в которых за­
дано линейное представление групп ^ , т.е.заданы гомоморфизмы 

\  і 2р ) , 1 =  1,2 . Предполагается, что FtX Tj = { 0[ } ,

где 0[ -нуль пространства Е [ , L * l tSL . Положим 7^ (ft)~ А ,

, где Д. -образующий елемент группы .

Пусть Ъ -открытая, 2"р -инвариантная, ограниченная область 

банахова пространства Е } , £  ■ Ег -  ~J_ р -эквивари­

антное Ф„ С ' -отображение, сужение j - которого является 

собственным отобрггхзнием И к : 1) £ , -вполне непрерывное,
я

Х р -эквивариантное отображение.

Теорема I.4.I. Пусть 0, є Jj . Тогда для ~£^ -эквивариант- 

ного Ф0 С 1ВИ -отображения р  k ; I] — Г с условием 

(f  f к ) ( ? Л )  с Е?\о2 в некоторой ориентации Ф -структуры j V j j  

имеет место формула

-dty + k, В,ог) 3  Іп4  Bjj (таір)?
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ІЗ

где uut A |5> , m d  & t%, -индексы Смита сужения оператора

на единичную сферу пространства Кет 0|Л 0 І) и <}актор-отображе­

ння Ь отображения В на единичную сферу Sa пространства 

Саквг (0f ) .

Предположим теперь, что задана линейные представления Ті , 

Т» груш» S ~ соответственно в пространствах 2* » Ё,£ 3

множество неподвижных точек S 1 -действий в пространствах 

состоит только из нулей ссотви.ствущих пространств. Пусть Б

- 5і -эквпвариантное <Ро Q *-отображение. Тогда определены ко­

нечномерна линейные представления х'руппы S *

> s ' s< * “ fe‘  V m >  • 

t& “ {  T,(S> ( S 6  5 і  ]  В Cohz Щ (Oj) .

Л
Здесь Tg (S) : Сокег В^(о^~*~СокегЩ((1^-г}актор-отображение отображения 

T2( S) .Представления tj , можно записать в комплексной фор­

ме б следующем матричном виде;

г$ІЇ , g3HkLt  г.і'ік Л  (4)
fci.Се ) ~  ctau jC e ) ,

&Jfii £Sl rti і
) *  diaqu , e * ),(5)

где itl'j. (tj_ » 1 * 1 ,...,^ .-положительные целые числа, однозначно 

определяемые представлениями , t* соответственно.

Пусть Ц -открытая, S *-инвариантная, ограниченная область 

банахова пространства £ ^ . Будем предполагать, что сужение * 1» 

является собственным отображением. Пусть к - В ~ f д -вполне 

непрерывное S* -эквивариантное отображение.

Теорема 1.4.2. Пусть 0£ V . Тогда для 5 і -ьквигари нтного



Ф6 С І ВН -отобрэгения (j-  * м: ( О.'ЭВ) ^ N o J  в некоторой

ориентации структуры имеет место формула

<і( >а Д о г) =п  ^  (е>
cest *<• У

гає k-L L = ,-числа, участвугвдее в Й) и/5) ,

Отмстим, что для С ̂ -гладких отображений области пространстве

R-3* ,  котутчрутят с двум? представлениями груїтн .формула,

аналогичная ( 6 установлена Д.Ниренбергом. Отличие состоит лишь .в

том, что Л,Ниренберт’пм использованы представленій группы S во

всем простра. „теє И ^  , а не на подпространствах Kez Щ  (Of)

Coke? 0,) і как в теореме 1.4.2.

toлее, в теории конечномерных отображений известно, что сте-
с  І-

пень отображения, коммутирующего с одним и тем :~е действием о 

равна единице. Для 1  -эквивагиа нтннх Ф0 С~ВН -отображений 

это на таг. Приводятся препятствие, возникавшее для справедливости 

соответствующего аналога теории конечномерной степени. Для просто­

ти предположим, что Е является вещественным гильбертовым простран­

ством. Имеет место разложение Е ~  2 L ®  Г:̂  , где Е ц . -  S £
ІЬ’О

-инвариантное подпространство. соответствующее неприводимому предс­

тавлению, заданному матрицей / CCS - s in -  d frn t S

\ sin- «?.Гнг cos Sfrd I ,

Пусть Д  : £  — E - S* -вквиваривятнкй линейный Фредгольиов 

опегчтор. Тогда S  E fv* Следовательно,определено сужение

Дн = А|,- : Е^~*~ £ц.оператора Д на подпространство . Оче~ 

видно, чю̂хажлнй оператор А,, является также #редгольмовнм и,rtr
следовательно,определён его индекс Lnd ,4^ - (Цт, Кеъ Аи “

~  dim Соке?. А и.
Набор индексов ( if-ігі A n. ]■ обозначаете? символом М, ( Д, 5 * )

и япзколется S -мультгшщексом оператора А
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Итак, пусть линейное 5^ -действие на t имеет единстввнкуп 

не эдвижнуи точку 0 -нуль этого пространства к * Е~*~ £

S -̂эквивариантное Ф„С* -отображение. Тогда ( О) также

-эквивариапткый оператор и, следовательно, определён S' -муЛь- 

тиивдекс jц . ( Щ . ( 0 ) ,  S * )  .

Пусть В -огранвче! ія область пространства £ . инвариант­

ная относительно действия 5 ія содержащая 0 . Предположим, что су­

жение $. является собственным отображением И пусть ІЧ •• 1] -**~Е

-вполне непрерывное S * -эквивариантное отображение. Кроме того, 

предположим, что ( j* + к )(  З Ю £  Е N ( о}.

В этой ситуации имеет место следующая

Теорема 1.4.3. Если /ц ,( Jjf(O)}, S i )~Q « некоторой ориен­

тации Ф -структуры I  V,& } справедливо равенство
*' ср

( 1 ( £ * к , Ъ г 0 ) - 4.

В последнее части параграфа приводятся формулы вычисления ин­

декса особо' точки Фа С *8Н  -отображений,эквивариантншЕ относи­

тельно линейного действия тора Тг  ,

Вс второй главе продолжено расширение класса собственны* фрэд- 

гольмовых отображений таким образом.'чтобы для элементов ра жранно­

го класса можно было определять аналог?» степени отображений.

В первом параграфе этой главы дано ряд обобщений понятии тео­

рій уплотняющих векторных полей, оказавшихся аолезчшяі в исследуе­

мой нами ситуаций. В частности, отображение а :Х  Е называет-
; <5 f

ся jf -компактно сужаемым, если из того, что миоме?' Q Ц£ X j

& ( u - ) - Q ( U - ) 1 не пусто, следует, что существует фундамен-
-J Ґ 1

тальное множество I парн | J r  о I , дл* которого сужение й I w _ t;
.-i.rpv с < 1 „ « I f  (Т/

.•ft- (!;— »- t является вполне непрерывным отображением.

Ясно, что вполне непрерывное.отображение является 4- -компакт-
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но еужаемвдг для любого Л- . Приводятся также два важных класса 

-компактно сужаемых отображений, а именно;класс -предель- 

га компакишх отображении и класс &  -уплотняющих отображений.

В этом же параграфе доказывается один из ключевых моментов 

для введения топологических характеристик новых классов отображений. 

Теорема 2.1,1. Пусть Т -фундаментальное множество пары 

и существует ретракция j> '• £ СО 

Тогда (£ r (0) =  ( J- ( 0 ) .

В следующем параграфе излагается метод распространения теории 

стегани С28Н -отображений на более широкий класс возмуще­

ний «ножедгза ФпС* -отображений.

Пусть X -ограниченное подмножество метрического пространст­

ва, .на котором задана структура банахова многообразия, В -вещест­

венное банахово пространство. Предположим, что задано непрерывное, 

собственное отображение { X Е такое, что сужение 

£|х ^ являетс-̂ Фц,СХ .тображением, ft > 0  , и пусть ( Ц Х ^ Е
-  j* -компактно сужаемое отображение. Отображения вида ) *

1 в дальнейшем называются Ф̂С̂КС -отображениями.

Далее предполагается, что индуцированная отображением на X

фредгольмова структура l * d L  ориентируема и из этой структу­

ры выбрана ориентированная структура X ^ . Пусть выполнено так­

же условие £(м.)-^(н.)*0 для всех Ц-6 ЭХ . В этой ситуа­

ции определяется редуцированная степень X, о) со зна­

чениями в £ ^ ( $ )  , где ё  €  а?м. (X) -класс согласованных струк­

тур, содержащих структуру Хф , следующим образом: если ty-gUO)? 

то выбирается какое-нибудь фундаментальное множество Тs E  для 

парн  ̂ и пусть j )  і Е СО Г.| ( £ 1 ( Т ) ) 1 - ретракция

на й> (Т))] . хогда для ФК С 1&Н -отображения

определена степе’’-s d ( j .  о).
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j , X , o ) «  Щ - p q X o ) -
X о) полагается разным нуле­

вому элементу К  И ) .
Для так определённой степени сохраняются все свойства редуоиро- 

ванной степепи ФКС1 ВН -отображений. Совершенно аналогично, ис­
пользуя ту же конструкцию, для <?к с 1 КС -отображений 

(Х,ЭЛ-^(£,Ечв) определяются ориентированная степень 

d t y - f y X f O )  и неориентированная степень ~£,Х, о) .яв­

ляющиеся аналогами соответствующих степеней для С ̂  $ Н -отобра­
жений .

Приведённая в этом параграфе схема определение степени ^  С *КС 

-отображений носит е определённом смысле универсальный характер. Ohs 

позволяет распространить теорию степени на отображения зида: 

где (J - -компактно сужаемое отображение, а Л 1 принадл ,/5ИТ 

такому классу отображений, который содержит свои вполне непрерывные 

возмущения и для которого уев встроена теория степени. К числу та­

ких классов относится класс отображений, удовлетворявших условию «Q 

Й.Б.Скрыпника. Мы применяем схему расширения области определения 

степени и к этому классу отображений.

Степень таких "расширенных” классов отображений позволяет ис­

следовать некомпактные возмущения известных краевых задач,

В третьем параграфе, рассматривая приложение ориентированных . 

степеней й. и СІ Ф0 С КС -отображений, и исследуется задача 

сйнзкомпактными воззрениями",' а именно аналог задачи ( 1 )  -(•.) » 

отличающийся от неё тем, что нелинейность Q зависит л от произ­

водных функции до порядка & щ.

P ix , ЧХх)г ..,Ъ  НО,t))~ X u X x)3 0 (x ,L i(x )r -4 1 и/х),Я), ХЄ-9.,

ЛНБ 1м. В. Стефакика  ̂
АН України I
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-0, а с е m-.

Решение зтой задачи изучается в вещественном соболевском про- 

страиетБб Ч!Тй , p>tv. Нелинейность (г н порождает "неком­

пактное возмущеі.'іе", что требует иснользования степени Ф.С'КС - 

отображений. Отметим таку.е, что все функции, участвующие в этой 

задаче, вещественные, что приводит к несколі :> иным результатам 

вычисления степени соответствующих отображений, чем в задаче (I) - 

(2) . В частности, для отображения

Л и  і ч ^ - г А \

где <$■(и ) -  р (J Л ) = Д), справед­

лив следушии результат.

Теорема 2.3.1. Пусть выполнены условия 2.3Л -2.3.5. Предполо­

жим, что собственное значение л-0 оператора T3j^0) имеет кратності 

rtv . Тогда существуют сколь угодно малые положительные константы 

X и J> такие, что степень 1<<р.ъ  6 г,р, 0 ) Фв с Ч е  -отс*

ражения Фг определена и имеет место равенство

^  I g если „х. нечётно ‘

1 0 , если пх чётно.

Получен также аналог результата П. Рабиновича о альтернатвшом 

поведении глобальной ветви бифуркации рассматриваемое задача.

В следующем параграфе этой глави приводятся призеры Фп С*&£ 

-отображении из теории краевык задач ЭАшдаячесж&го типа и началь­

но-краево задач для иараболотесжах уравйвяма с возмушенизш эа&аз- 

днваплего типа. Шитое трйруетса пратеешйве сїфяєий <сР^С^Ж! 

отображений к такоіге шла задаем.

В последнем, пятом л*лжгз®|е этой тлеет» реэдлетяти вычислений 

степени вквивариг ш  -от-оСракешй относительно деист-

18



вив групи Г̂р , р -простое число, и §* переносятся на слу­

чае Ф0 САКС -отображении /теоремы 2.5.1-2.5.З/. Кроме того, 

рассматривается ьквивариянтные <PBC J KC -отображения относитель­

но I  -мерного тора Т в следующей ситуации.

Пусть t L , Ег -вещественные банаховы пространства, на кото­

рых задано линейное действие тора Т \ и А ; £А - Т 

эквивариантныи линейный фредгольмов оператор индекса нуль. Пусть 

rL -множество неподвижных точек действия Тх на Е[_ , i~ lr2 .

Предполагается, что А |Гі: Fi Гд является Фредгольмовым опе­

ратором индекса нуль /условие 5.1.I/.

Фактор-представление

4. («):&? А/ *“*“ KezA / , IfCT*
1 т /ШгАОРі)  / ( K n M P j  '

представления Тц д в некотором базисе в комплексной форме

записывается в воде

d u q i i  г п? г ),

где k * s ( k j . , . . .  |Z) ' І -  I . . . .  (L -ненулевые целочисленные зекто-

р». Г і М , . . . , У Л ) , .....<r,>.

Аналогично,фактор-представление

Н ш * Р л\ ^ h m - b + F e ) 1 Т ’

представления Т2 также в некотором базисе в комплексной форме

записывается в ввде

iS l{ m \S )  2П ( т . а'Є )
diOJj i t  , • • • f Є ),
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где . . . .  ц%г ) j J =* і,... t-A f ~ также ненулевые целочислен­

ные векторы. Без ограничения общности можно считать, что норма в 

г 'странстзе Е1 Т  -инвариантна, {{усть fe -замкнутый шар про­

странства Е£ с центром в нуле радиуса ft,0 о границей д ь  I

пусть £  : ft-*" - Т г -вквааариантное, А -компактно су­

жаемое отображение. Будем предполагать, что для пара t*.|} су­

ществует Т’г -инвариантное фундаментальное множество Я

Теорема 2.5.4. Предположим, что относительно А и (j вы­

полнены приведенные визе условия . ( 4 - g ) ( d 6 )  £  E a \f М  .

Цусть сіил. « і . Тогда имеет место формула

где Ur urz) -некоторый целочисленный вектор.

Для приложений тех топологических характеристик, о которых «яэ 

речь выше, наряду с условием фр°ПГОЛЬМОВОСТИ необходимо И СВОЙСТВО 

собственности отображения . Третья глава и посвящена. й«с,*едов«- 

юго этого свойства и близких к этому вопросу для одного й&йЗояее ин­

тересного для приложений класса фредголшовых отображений, порожда­

емого нелинейными краевыми зацачами эллиптического типа. Б частност: 

это позволяет на основе свойства собственности и теорем трв.воиероак 

ности установить структуру множества решений этих зада» в сггуаяир 

"общего положения".

В первом параграфе третьей глава исследуется етуапяя, «й*а 

краевые условия общей келияейяой э&шттической аапачи

У { ж, « . 0  м «.(а ), Jce.fi i r  ,

& k(Sjи ( £ \ * > к*

20



флсярованн. „  „  „  » « » ' ч
Теорема З.І.І. Пусть rfcC (Л * It )?

к = і , £>г»п + [ у] + і,

выполнены условия З Л. I-З Л. З и p > d  > 0 , где (£ -фредгольмов 

индекс задачи С?) -(8). Пред пол дайм, что для решени£ задачи (У ) - (8 )

имеет место априорная аде <а § u S ^ i  С(И ^

где С ( t ) 1 t   ̂0 , вообще говоря, нелинейная, ограниченная на ог­

раниченных множествах функция. Пусть краевые условия ^  ,. • • > if ̂  

задачи (7)-(8) зафиксированы. Тогда существует открытое плотное мно­

жество такое, что для либгто Я е О множество

решений краевой задачи (7)-(8) с данными фиксированными ^

либо пусто, либо представляет собой объединение конечного числа связ-
Р

тшх, неперекаицихся мєїзд собой, С -гладких, компактных подмногооб­

разий пространства Н й ) размерности &
В следующем параграфе изучается конечность множества решений 

задачи Дирихле для общего нелинейного уравнения второго порядка, эл­

липтического на множестве решений при условия, что правая часть это­

го уравнения фиксирована, а именно рассматривается задача Дирихле 

для нелинейного уравнения второго порядка

F (z ,llix ) ,  Т к (л )? T fW i) )  *  К ( х ) 1 Х * 5 1 ,  (э)

w-U) = | (  X) , X е. д я  » ( 10)

при условии, что и- в X  -некоторому открытому подмножеству прост­

ранства С ' ’ "‘ С 51). .

Теорема 3.2Л. Пусть функция Р является элль.; гичеекой ка

решениях уравнения (9) из А . Предположим, что Я €  С  м ’ С П)
фиксирована, У К S- , и для любого £ € С (ОЯ.) имеет место

априорная оценка решений задачи ft*)~{Ю) из X  т.е. если м.6 А 

-решение задачи (У)-(Ю), то g « S ~ ч } , где с (в -

21
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положительная функция, ограниченная на ограниченных подмножествах 

Я  . Тогда существует открытое, плотное множество 0 в .С ' ( <Ш) 

такое, что для льбого | 6 0 множество решений задачи (9)-(Ю) 

из X состоит не более чем из конечного числа элементов простран-

Этот факт также основывается на свойстве компактности множества 

решений соответствующей задачи и теореме тр_псверсалъноети, которая 

является модификацией теоремы трансверсальности Абрахама. В качестве 

приложения исследуется множество решений задачи Дирихле для обобщён­

ного уравнения Монжа-Ампера.

Цусть Я. -строго выпуклая, ограниченная область пространст­

ва Я ̂  о С -гладкой границей дл . Рассматривается задача

2*и.(т)
4 * 4 — ) ж  l ( z ,  «■(*), О Д , х е  я, си)

a ix )  “ ( f ix ) ,  sc є  дЯ. , <I2>

Пусть f  -минимальная из 1'лавных кривизн поверхности dSL 

Предполагается, что О-'-’)*. S(X,U,  р )  t  V(ipi) , где ОД) 

неубывающая функция, причём W  t), ? } связаны соотно­

шением ^  л

й  ■ >1 І »  > Ч'сїт ■ ■
Предполагается, что &е С , где т .ш{ (£ ,и ,р Ц

X * Я , н.е (ft , р 6 ft  ̂ , т. , Решение ищется в X s

-С"І™ЧЛ )А  V T  , где W  -множество выпуклых ВНИЗ (функ­

ций.

Тосрэма 3.2.3 . Существует открытое, всюду плотное множество $ 

в пространство С ' { 9Q) таксе, что для кал-дого 0  з&-

№Ч* (Іі)-(І2)ів»ет нечётное числе ре̂няй, пршадлюидайх К



В последнем параграфе этой главы исследуется собственность 

#ре„гольмовых отображение, порождённых общей нелинейной .эллиптичес-
к А. —

кой краевой задачей, в гёльдбровскнх пространствах С ' (Ю . Пер­

вая попытка в этом направлении была предпринята Элворти и Тромба, 

доказавшими абстрактное утверждение, из которого следовала собствен­

ность обсуздаемых отображений в некоторое подпространствах гёльде- 

ровсклх пространств, а именно,в Л ^Ш ) -пространствах, являющих­

ся замыканием С -гладких функций по норме пространства С ‘ (SI) 
Здесь же собственность докапывается во всём пространстве С 
при минимальных условиях гладкости на функции, входящие в уравнение. 

Итак, рассматривается общее нелинейное вллкптичеокое уравнение

РГм-ЇЇ*) *  Р(х, и(х), В т*), . . . , Л б с »  -  0 ,  і е й ,

я обире краевые условия

rtlj
bj(£;u.iX)l Тісіх) , . . . , 1/ исх)) » 0, х *  dQ,

где Я -ограниченная область в с границей 9i2 класса 
к л

С ( К * 2 т. . Порядки граничных дифференциальных операто­

ров ttij , j * і,,.. і для простоты пусть удовлетворяют неравенст­

ву 0 а Ж. Г < й ИІ.
_ -  -  Mtfm) л -

Пусть и -ограниченное подмножество 51 * 8V Са =

“ Q П ( *  (Я ) , Укажем условия на функции P{ltwe, f }

и V і » * • » - ;  V i 1» і в i - - * > Ht :
Aj) функция Г имеет непрерывные частные производные 'О поряд» 

ка к ~ Д ич- включительно по всем переменным, причём оти производ­

ные на ^  являются фикциями класса Д0,А по переменным

( Х,^в, . . .  у у ̂  t ) и непрерывно дифференцируемы по перамешшм

w " U , » “ 2 w ' }  : _
к ^ д д я любых ( £, f0 лз (J оператор
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^ —  дР(зСіЦ) х
L W * ) - 2 _  - J T  U Кі) , x e f lv (із)

удовлетворяет условию равномерной эллиптичности;

функции Gj имеют непрерывные частные производные до поряд­

ка к - tit-j включительно по всем переменным, причём эти производ­

ные на 3 Я являются функциями класса Л й'*~ по переменным 

( * / , .,, , ,1̂  А ) и непрерывно дифференцируемы по переменным

W j 5
А̂) линейные операторы

удовлетворяют условию дополнительности по отношению к оператору L 

определённому в (13) .

ЮТ условиям AjV-A^ в некоторой окрестности Q множества Рд 

то отображение

Приводятся приложения к проблема существования и единственности

ftjK*)-2 1  , *еЭа, j т,

У**Ч %

Пусть U.6 C£lrv( i l )  . Обозначим через Гц, подмножество
Л —  і • .множества Jl* Bv , определяемое равенством I I J  u-ix) -

*(х, Ш г ч  D*"V*))t t e  я J .
Теорема 3 . 3 . Пусть В - ограниченное замкнутое подмножество 

из Ск,*(Л), к*Япи7 (Is Ц"' -ограниченная область класса С 

и Г- - U f|̂  . Если функции Г, j * 1,..., rrv , удовлетворя-

£ : В с с * 1 й >  с̂'Ы) * n
f c i t ]  С и .3  | 9 Й  )

является собственным на *
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решений краевых задач, основанные на свойстве компактности множества 

регенім этих задач, тотлогичэском принципе Ранаха-Мазура-Каччиополи 

и теоремо о нечётности степени нечётного отображения. А именно, рас­

сматривается задача

Р (х ,и (х )  , Ъ гг7их))  = fa x )  , х е  Q, ( И )

ЧІЧ ааe І е а й > І = М> l' <I5 >

где {l -огтниченная область с С°° -гладкой границей дО. 

-производная порядка j го направлению внешней нормали п к 

граище дй , к *  С* 2тЛ( .8 ) , <Л£ Ск ̂ Эй ) , \ =0, . . - ,  т -1 ,
rt п кк » г w . Предполагается, что Р является С -гладкой функ­

ций своих переменных и для F выполнено условие равномерной эллип­

тичности на "пбой функции иеС ( f t) . Кроме того, предполагается, 

чтс для згццачи (I4)-(i5) имеет место априорная оценка решений
W-' І.

М / К ' Ч * . *  "Vt-i,*.»» )- («»)

где С : И+ Я t --функция,"огранитяная на ограниченных подмноже­

ствах R, j. .

Таот.емв 5.3.4. Предположим, что вчполгены перечисленные выше 

условий. Тогдд, если для любого м_е С ' (Я) линеаризоваїшая крае­

вая задача

ZT Г Г" ( і 1) Их) - о , же!?

имеет только нулевое решение, то краевая задача (Т4)-(ї5) однозначно

резрешма при либо» правой пасти % ь С  ’ ( й )  и льбнх краевых
* tc J <̂L \

условиях ( Л  С (ЗР), причём навет место непре­

рывная эш'Роимость решений этой задача от краевкх 'условий и правых

'1? тей.
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Отмечается также, что при наличии оценки (16) из условия 

единственности задачи (14)-(15) следует ее разрешимость (теорема 

3.3.5).

Автор выражает приэачтельность профеисору Ю.Г.Борисовичу за 

постоянную поддержку и внимание к работе.
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