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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальність тели. 0дав & центральних місць в теорії функцій ио 

мдаговидах займає дослідження нваєіювв'язку між токологією много- 

видів та критичними точками функцій, що задані на них. Найбільш 

повно цей взаємозв'язок відображено у випадку функш з нааиродкани - 

ми критичними точками. Так, ще М.Морс показав 15І, що число кри­

тичних точок різних індексіь ДИфервНЦІЙОЕНйІ функції на многовиді 

пов'язане з гомологіями цього многовиду. Теорія Мороа була розвинена 

у різних напрямках рівними ученими. Так, Р.Том С73 довів існування 

на топологічному просторі структури клітинного простору, клітини 

якого відповідають критичним точкам функції ьа ньому. Це дозволило 

робити ВИСНОВОК про ГОМОТОПІЧНКЙ ТИП простору. С.СмеЙЛ [63 ВІДК{1 і 

"розкладання нр ручки", по однтй лучці на кожну критичну точку, щи 

дозволило отримати результати про диференціально-гомотопічний тип. 

Р.Ботт пов'язав структуру многовиду, на якому задано дицюренційовну 

функцію, " I I  невиродивними критичними підмноговидами.

В усіх цих дослідженнях важливу роль відіграє оцішса тісла 

сингулярностей функції на многовиді, головним чином, нижня .іежа 

числа особливостей Так, наприклад, а доведеної О.Смяйлом теореми 

пре точність нерівностей Марса випливала гіг-'t :а Пуанкаре у 

вимірностях, більших за п'ять, в також теорема про П-кобордичм, 

Люстернік і Шнірельмаи 111, Фролов і Ельсгояьц t21 розвинули теорію 

Морса. Вони ввели нові Інваріанти простор', що (озволило оціняти 

число критичних точок (в загальному випадку, вирощених) футошії і*« 

нтпттяі.. Р потреб доолінження вваямовв'язку топології многовиду я
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сингулярними підмноговилами заданої нэ ньому функції виникає 

необхідність оцінки Тх числа.

Uг*а рекеті. Головна мета дгсертвції полягає в розробці t 

застосуванні методів оці ш  числе вироджених сингулярних підмного- 

чидів диференнійочних функцій на многовидах.

МтоСииа ОссаіОхі .іь грунтуєтесь на загал- ах методах 

математичного аналізу, методах гомотопічної, диференціальної та 

вагальної топологїй.

Нсукоба новизна: введено поняття P-категорії топологічного 

простору, яке загальнює поняття категорії Люстернікя-Шнірельмана;

- обчислено Р-категорІп деяких многовидів;

- внвдено поняття p-довжини многовиду, яке узагальнює поняття 

(то)гомологічної довівши;

- обчислено р-довжину деяких многовидів;

- отрг !ЕНО оцінку Р-категорії многовиду у термінах його 

р-довжини;

- введено поняття F-функцІї, що узагальнює поняття функції а 

івольовзними критичними точками;

- дано критерій Існування P-функцій на многовиді;

- отримано оцінку числа сингулярних підмьоговидів P-функцій в 

термінах Р-категорії;

- введено поняття точної Р-Функції;

доведено Існування точних функцій на деяких многовидах;

- побудовано Р-функції на деяких многовидах.

їїратимча І теоретична ціннівть. Одержані результати можуть 

*ути використані в теорії динамічних систем, а також у суміжних 

галузях теорії функцій та топології.
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Апроасщія родити. Результати роботи доповідались на наукоь 

дослідницьких семінарах відділу топологічних методів аналізу 

Інституту математики АН України, на наукових семінарах Київського 

університету їм. Тарасе Шевченка.

Публікації. Основні результати .дисертації опубліковані в 

роботах СІ - 3).

Структура ш  аЗслз віюерпацИ. Дисертація складається аі 

вступу, трьох глав, кокне а яких має встун та три параграфи і 

містить сторінок машинописного текоту. Описок літератури 

налічує 40 найменувань.

аміот РОБОТИ

У вступі обгрунтовано актуальність теми дисертації, дано огляд 

найбільш близьких до цієї теми результатів, коротко викладено вміст 

дисертаці перераховано основні результати, що виносяться на sa 

хиот, введено деякі означення 1 позначення.

У першій плав І "р-категорія топологічного простору" дано

означення Р-катег''тііІ топологічного нроотору, введено поняття 

p-довжини многовиду, в термінах якого отримано їй іку Р-категорН 

многониду, наводяться приклади обчиоленни р-довжини та Р-категорії 

многовядів.

У SI.1 дано означення Р-категорії топологічного простору, 

розглянуто основні If властивості, а також ав*яаок Р-квг'-г,пр{! 

квтрroptsn Ліютеррікв Шнірвльмвна топологічного простору.
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означення (1 .1). Нехай А, В, Р - замкнені підмножюго 

гіпологічного хаусдорфового простору, причому Р с в та А с в. 
р игтееоріє» PoatBA множини А відносно множини В навивається

мінімальне число к заумних підмчожин А , . . . . ,  А в В, по мають

аччстивості:

1. Д е  їх об'єднанням

а - < y ,v

2. Кожна в підмножин Af стягується по множині В на Р. Це 

чаначяє. до для кожного 1-1, . . . , й Існує гомотетія

А{»1 ~ > В така, шо

а) Р{ (х,0) » х. т?А,;

б) Ft(x,t) ( В, X(Ar  0<t<1;

В) r t(X, 1) = Р( с В, ДО р Т-С’меоморіно Р. 

Окрема, якщо Р - точка, то поняття Р-категорІЇ топологічного 

аросгор> збігається а поняттям категорії ЛюстнрнткаЧИнІрбльманв 

Перед розглядуваних властивостей Р-категор1! слід відзначити 

можливість ТТ оцінки знизу за допомого!) введеного О.В.Фроловвм та 

ЯЕ,Кльсгольпем поняття довжини многовиду. Г

Наслідок в властивості 4. Якщо Р є замкненим підмноговидом 

«поговиду М, то
long М + 1 

PcatM * iong р ТТ •

де long М та long Р позначають довжини многовидів Н та Р відповідно.

Зокрема, якщо Р - точка, то вігома оцінка категорії Люстерніка-

чі**іррльмчна многовиду М

cat М <■> Jong М + 1 

■•41 гається в отриманою оцінкою.



У Ц .2  дана означення (ко/гомологічної р довжини ado р-доьаиш». 

многовиду, в термінах якої отримано оцінку на Р-категорію многовиду, 

йкаааыо на зв'язок поняття р-довжини многовиду а поняттям довжини, 

наведено приклади обчислення p -довжини многоьидів.

Означення (1.3) Нехай ія - вимірність многовиду U та р - невід’ 

ємне ціле 'шоло. Нехай Н*(Ы; А) - кільце когомологій .многовиду II, де 

А=* або R , якщо U е орієнтовним, та A=Jtg, якщо 11 не е орієнтовним. 

Будемо розглядати всі такі числа q, що в кільці Н*(М;А) існують 

елементи а а  в наступними властивостями:

1) dim ь{ > 0 , (=-1

2) добуток а( . . . а ч (множення в кільці Н*(М;А) відмінний від

нуля;

3) dim 'а( . . .а^) < и - р.

(Ко)гомологічні і р-Оовжинаю многовиду М називається максимальна а 

таюіл чисел q.

Якщо р=0, то третя умова виявляється зайвою, а означення 

p-довжини ібігається 8 овначенням довжини, введеним О.В.Фролоаим та 

Е. Ель гольцем [ ]. За допомогою р-довюши мокна оцінити Ркяте opt» 

многовиду.

Теорема (1.5) Якщо многовид М - без краю, то його Р категорія 

ве менше збільшеної на одиницю р  довжини многовид
р

PoatM > long U + і .

Якщо многовид м - а краєм, то його Р-категорія не менше р  довжини 

мвогоЕиду:

РсвШ > longPU.

Обчислено р довжину двовимірних мяогонидів та деяких миогошяів

а



іільшої вимірності. Відзначимо один а цікавте наслідків.

Твердження (1 .9 ). Р-довжина п-вимірного торя на р одиниць ментон 

!ів його вимірність:
р _

long Т" - п - р.

У 111.3 обчислено Р квтегорів двовимірних МНОГОБЯЦІВ тв наведено 

ПрЯКЛвДЯ Обчислення Р-К"ТЄГОрІЇ деяких МНОГОВИДІВ б * ’ ЬШОЇ вимір­

ності. Оеред важливих результатів відзначимо наступні твердження.

Твердження (1.11). Кругла категорія двовимірного компактного 

чв'изного многовиду дорівнює:

1) одияиг*, якщо многовид гомеоморфний Я1«І або стрічці Мебіуса:

2) двом - на інших многовидвх з краєм;

3) двом, якщо многовид гомеоморфний сфері S2 . проективній 

'тлощині ВРг, тору Та або пляшці Клейня;

4) трьом - на інших многовидах без краю.

ВасліД"К <1.1Б ?. Нехай Р - й-вимірний тор. Тоді Р-категорія 

п вимірного тора дорівнює

TkoatT" « п - И  1, т»к.

Зокрема, кругла категорія n-вимірного торе дорівнює п.

У flpy*(fl елпВІ "Оцінка числа критичних підмноговидів функції на 

мнгговмді" дано означення РнЦуикці* не многое д і , розглянуто умову 

!х існування, дано оцінку числа критичних підмноговидів функції на 

миоговвді У термінах Р-категорії многовиду, дано означення точних 

г функцій та доведено їх існування на деяких многовидах.

У ІР..1 дано означення P-функцій та розглянуто достатню умову їх 

'"Г ’яання >а гладких компактних многовидах.

("значення (2.1). Диферонційовна функція на жноговиді, множина 

критичних точок якої г незв'язним об'єднанням гладких підмноговидів
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без краю, називається Р--функцій, якщо ковен II критичний

пі.дноговид гомеоморфетИ деякому гладкому многовиду Р бея крав.

Зауважимо, якщо Р - точка, то Р~фувк-*я - це функція я

Ізольованими критичними точками, в загальному випадку, виродженими.

Теорема (2.6). Нехай И1" - гладкий компактней мпоговид a клеєм 

або бея краю тв нехай

М, с М2 с . . .  с Нк - М™ -

фільтрація М"1 компактними многовидами а краєм такими, юр

(в) М1 є многовидом в краєм, 1 = 1 , . . . ,к-1;

(б) Mj с int М1+(, 1=1........K-l; ,

(в) с?И™ с ( М ^ , ) ;

(г) для кожного 1, 1-і, многовид. (,MtOht M1_) ; , .ЛІ )

припускає покриття трьома замкненими мло», лами такими, як у 

твердженні (2 .4). Тоді на М™ Існує P-функція е числом кри'. іних 

підмногобидів, рівним 1с.

У iZ.Z сформульовано І де їдено основну теорему про нижню межу 

числа критичних яідмноговилів Р-функцІІ на многовид!.

Теорема (2.12). Нехай М - гладкий компактний зв'язний мног ид 

в краєм або без краю, /  - Р-функція на ньому, ко.ра у випадку 

многовиду в краєм приймає постійне максимальне значення на краю тв 

не має н« краю критичних точок. Тоді число критичних підмноговчдів 

функції /  більше або дорівнює Р-кятегорП многовиду Н.

У §2.3 дано означення точної Р-функцІЇ па многовид! тв круглої 

F-функції, наведено приклади побудови точних Р-функцгй.

Означення (2.13). Р-функцІя називається то’ ою на ипогозиді, 

ЯКЩО ЧИСЛО II крпІ.-ТТИИ ТТ+ гуя^г^яид ів є мінімум критичних 

підкнот-овидів, взятий по усіх Р функціях не МмГГОВИДІ.
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Означення (2.14). Р-функція називається круглою, якщо It 

ератичні пі.вмноговиди гомеоморфа і ефо pi 3 і.

Теорема (2.16). Нехай мклеэна Ik ........к. ) є підмножиною
І г

«шлшни { k , , . . . ,k  ) додатних цілих чисел. Нехай многовид
к к

Р - s s '

ь добутком к -вим*пншс сфер, J~l........г. Тод на многоадді

к, к 
№ =. S > ...«  S п

ісшуе точна Р-функція в числом ос ишъоотай, щи дорівнює ri - г + 1.

З цікавих аслідків слід .відзначити Існування на п-вимірному

торі точної кругло! функції а п особливостями, е також Існування на

иепараовимірній офері S2n 1 точної Р-функці!, де P=S“ .

У отій главі "Р-(Т акції на многовидах" побудовано Р-функції

аа двовимірних многовидах (які, до речі, є точними), наведено

приклади Р-функцій не тривимірних многовидах та на многовидах

більшої вимірності.

У /3.1 розглянуто P-функції на двовимірних многовидах.

Теорема (3.2). На маоговиді, гомеоморфному офері З2 ,

аровктивиій іощині ЯР2 вбо диску І)2, не існує круглих функцій, На

інша двоьямірних гладких компактних вв'яаган многовидах існують

круглі функції.

Тзорама (3.3). На будь-якому двовимірному глвдкому компактному 

аа’я, ,іОму многовид і, не гомеоморфаому офері 8а, пробк.аані* площині 

RP2 або диску Рг , існує точна кругла функція я числом осоо.ішвостей, 

«о дорівнює!

1) двом, якщо многовид омесморфний тору Т2 або шіяшці Клайва; 

й) трьом - на інших многовидах бея к^чш;
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•З) одиниці, якщо многобвд гомеоморфний кільцю S-І або стрічці 

Му іусв;

4) двом - на Інших мнопвипэх з крвгм.

У }3 .г  розглянута Р-функції на тривимірних многоаидах.

Теорема (3.4). На будь- якому тривимірному гладкому компактному 

вв'язному МИСГОВИДІ без крчіс існує кругле функція. Ite МЯ0Г0ВИДЇ, 

гомеоморфизму сфері S3, проективній площині RF3-, многовиду й’ »Пг або 

лінзовому простору. Існує точна кругла функція я дном» 

критичними кодпми. На Інаих тривимірний гладких комткгних зв'язних 

многовидах існує кругла функц(я в таалом особливостей, не 

більшим чотирьох.

Доведення теоречи грунтується на попередніх результатах роботи. 

Його можливо отримати тчко* в праць Білсона. Фр, ке. Франков (3,4,81

У (З.З розглядаються Р функції на ri-вимірних многовидах.

Теорема (3.5). На п вимірній офері S" не Існує Р-функція, да 

Р - (п-1)-вимірна сфера Sn 1 .

Теорема (3 .6). Нехай Зк - fc-виміряа сфера та п > 2к + 1. Тоді 

не п-виміряій сфері Sn Існує P-функція, число особливостей якої т  

перевищу? fn/21 + 1.
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