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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальніоть твій. Теорія хриль на поверіні важкої рідини ефо 
рмуввлась в самостійний розділ математичних досліджень в працях Ко 
ВІ 1 Пуассошще на початку XII сторіччя. В цих працях були складені 
загальні рівняння задачі, отримана їх лінеаризована форма для хвиль 
малої амплітуди та проведені дослідження поширення малих хвиль а 
поверхні при досить загальних припущеннях відносно початкових збу­
рень, що визначають процес хвилеутворення.

Найпростіша з задач теорії хвиль на поверхні рідшш формулює­
ться наступнім чином:

&р Эф С дц> р
Дш=0 в Q; — =0 на S; — ~ —  +0,6(v<pr+gx=0 на 2, (1)

вп An |vC| at
де ф(х,у,а,г) - потенціал швидкостей, п - орт зовнішньої нормалі до 
границі області Q(t), ScflQ - поверхня порожнини твердого тіла, що 
змочується, 2(t) - невідома (вільна) поверхня рідини, g - приско­
рення сили ваги. (Крім граничних умов до задачі (1) необхідно дода­
ти відповідав початкові умови). Присутність двох нелінійних умов, 
які сформульовані на невідомій вільній поверхні S(t), залежність 
від t облает визначення відносять цю задачу до числа складних по- 
чатково-крайових задач математичної фізики.

Найбільш суттєві ідеї, що застосовуються при аналізі та розв'­
язанні нелінійних задач (1) у випадку нескінчевног* об'єму були за­
пропоновані в класичних працях Стокса, Релея, 0.1. Некрасова. Вели­
ка кількість складностей математичного характеру, які зустрічаються 
при розв'язанні задач точної теорії поворхневих хвиль, викликає не­
обхідність створення рівного роду наближених нелінійних теорій, що 
приводять вихідну Задачу до нових нелінійних наближених задач (мо­
делей). Широке розповсюдження серед методів редукції вихідно! аада- 
чі до наближеної (в т.ч. в теорії мілкої та глибокої воли) отримали 
рівні варіанти асимптотичних п1дход1влякі зводять її до неліні.'їних 

рівнянь. З моделей, які найбільш чаото зустрічаються мовно навести 
моделі Дж.БусІнеска, д.кордевега 1 Г. Врізв, К.ФрІдріхоа,
В.Є.Захарова та Іших. Теорія солітонових розв'язків в значні? мірі 
спирається на класичні розв'язки, отримані в межаї наближених моде 
лей поверхневих хвиль на необмеженій рідині, в також на нові реау 
льтати, які отримані при розв'язанні проблем обгрунтування наблюю- 
ни< моделе*, сучасний от»Р pfsemt аспектів проблеми « догтятчія • » •



мірі повно визначено в роботах Дк. Майлса, М.І.Макаренко,
В.І.Налімова, Л.В.Овсянікова, Я.І. Секерж-Зеньковича, І.Т.Селєзова, 
Р.Л.СелІнджера, Дж.Стокера, В.І. Фущича та багатьох інших.

Першою науковою працею, що відноситься до проблеми стоячих 
хвиль на вільній поверх: * обмеженого об'єму рідини, слід вважати 
працю М.В.Остроградського "Мемуар про поширення х б к л ь  в цилілдрич- 
ному басейні", яка представлена ним Паризькій академії наук у 1826 
році. Це дослідження було виконано в лінійній поставо!лі. В анало­
гічній лінійній постановці задача про стоячі хвилі в циліндричних 
областях розглядалася також в класичних роботах ЛамСа, Пувсгона^Ре 
лея, де, по суті, були вичерпані можливості метолу розділення ЗМІН­
НИХ в випадку областей канонічно! форми. В той же час її аналіз і в 
теперешній че" є досить складною математичною проблемою. Це від­
носиться, перш зь все, до розвитку якісно! теорії нелінійних крайо­
вих задач, що описують хвильові рухи рідини (в т.ч. у випадку, коли 
порожнина рухається):

<ЭФ «ЭФ г ---- £
4Ф=0 в Q; —  = vrin«3(r«n) на S; —  = y_n+o)(r«n). f./vi + (vf) на 2, 

йп вп 0 4

—  + 0,5(?Ф)2 - + ш*г) + 0 = 0 на S.
at 0

Тут ?0 - вектор «видкості поступального руху полюсу 0 в тілі, 
й -кутова швидкість відносно 0, Ф - потенціал швидкостей в рідині. 
Існуючими методами аналізу не вдалося поки що встановити теореми 
існування розв'язку задачі (2).В той же час розвиток методів розв'­
язуваная цих задач за останні десятиліття поглиблювався. При цьому 
найбільш суттєві результати є в галузі побудови прямих методів роз­
в’язку задач (1) чи (2).

Запити сучасної техніки викликали на початку 50-х років вели­
кий потік робіт, де розроблялась лінійна теорія хвиль на поверхні 
рідии, що частково заповнює порожнину, яка рухається. Незалежне 
один від одного, при припущеннях що " малості деформацій та швид­
костей вільної поверхні рідини М.М.Моісеєвим, Г.С.Нарімановим, 
Д.Є.Охоцямським, В.І.Рабиновичем, В.В.Румянцевик та рядом інших ав­
торів була створена лінійна теорія руху тіла з порожниною, що част­
ково заповнена ідеальною нестисливою рідиною. Вона дозволила звести 
розв'язок задачі до розв’язку задачі на власні значеня з параметром 
в крайовій умові

2



dtp <Эф
A<p - О в Ол —  = 0 на S; —  = Лхр на 2о(х=0у,

0n fln
розв'язок якої ьизаачае частоти й форми коливання рідини в нарухо 
мій порожнині з вільною поверхнею, а також до розв'язку задач длл 
визначення потенціалів Стокса-Куковського (V( та П()

a v . , av2l av ,
A ¥j=0; A Qt-0 ВО,,; - |SU^ni: |SU*Jn21 ^  |ви^П3*

I* ■flfl,, dCL. SO,,
-  Із и ^ ^ з - ^ г ) :  ^ | 3Ui=(zV ra3);
Різні аспекте обчислення гідродинамічних коефіцієнтів ааокіа 

ченовЕмірзих рівнянь, що виникають при розв'язанні задач про суміс 
ні рухи тіла з ріданою шляхш викор.стання розв'язків задач (З), 
(4), а такоа підходи до редукції їда рівнянь до скінченно виміни, 
розгяядается в роботах М.Я.Вапняна, І.Б.Вогоряда, В. В. Бо лот tec:, 
М.С.Галкіна, Д.В.Докучаева, І.О.Дружиаіав, К.С.КолесаІкова, І.О.Лу 
КОЕОЫЮГО, й.М.Маісеєва, 0.0„Петрова, Г.І.Шенйпшова, Б.І.РаОіновв 
ча, К.М.Сїб-ісова, В.Ы. Сухова, Ф.М.Шюшрчука, В.її.Шакова, X. 
Н.А<5рзмсоий» ДЛ.Кана, Х.-Ф.Бауера, Д».В.Майлса, В.-Х.Чу та Інших 
авторів. При цьому найбільше поширення дістали варіаційні метода.

Мі® тем багато фізичних явищ можуть знайти своє «ьтематична 
обгрунтування лише в меках нелінійної теорії. Це - залежність час­
тота від г шлітуда, обмеженість амплітуд коливання рідшай в резона 
ясних рэшзыах, нзеше тривність профіля стоячих хвиль та рухомість 
вузлових ліній, Еяникнеаня складних просторових, рухів вільної П~38 
ріні при простат гаракшічних збуреннях (кругова хвиля 1 т.п. )4 *ор 
сткай характер вЗурядая поверхневих каиль в змінному полі ваги 
т.п. Для описання такях явищ необхідно будувати прямі, методи роа 
в'язку звдзч (?) та (2). Різні підходи, що використовуються для 
розв'язання задач (І) га (2), побудовані Г.С.Нарімашнш, 
оеєвзм, І.О.Дуковськшн, Р.Е.Хаттоням. В.І.Стодбзцоввм, О.С.Лимярча 
mssf та i m m z , При цьому найбілья пристосованими для розв'язання 
аказашае дробиш вняашшся мето®, що базуються в варіаційних фо 
рмулввашях виїїдаот задачі в формі Я*аса чи Гамі..., тона 
Оетроградоького. Для побудова розв'язків нелінійної задачі з вико 
ристаяням вквзааиі підходів необхідно рикористовупати розв’язки за 
чачі про власні ко чиряя ч. Пр дозволяє но тільки описати нв»!яИявй
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механізм хвилеутворення, але й будувати наближені скінченновимірні 
моделі сумісних рухів тіла з рідиною.

Врахування капілярності рідини приводить до заміни динамічної 
умови на E(t) (останнє в (1)) на квазілінійну крайову задачу виду 
0<р р g (vW.s’E)
—  +0,Б(тф)£,*-£(*.+«_)=0 на S(t);-------- =coaotl̂ f| на 0S(t), (6)at т  у і г 1^1

де ’,+К2 - сума головних кривизн поверхні S(t), <*=сonat - кут змо­
чування, ff(x,y,z)*0 - рівняння порожнини. Суттєво такол те, що ка­
пілярна поверхня рівноваги 20 (y=con8t), взагалі кажучи, відмінна 
від плоскої й визначається з стаціонарної задачі про капіляр. На 
теперешній час, дякуючи працям М.Д.Копачевського, С.Г.Крейна, Л.О. 
Тьомкіна та ряду інших авторів, можно вважати закінченим створення 
базису теорії іалих (власних) коливань капілярної рідини. Вона зво­
диться до аналізу й розв'язання спеціального вигляду задачі на вла­
сні значення з параметром в крайовій умові.

Крім гравітаційного поля на вільну поверхню рідини можуть дія­
ти вібраційні чи акустичні поля. Присутність подібних високочастот­
них полів Суттєво ускладнюють задачу (2) та загалом змінюють харак­
тер хьлльэвихявищ на вільній поверхні, що впливає як на динаміку, 
так І стійкість системи. Дослідження таких проблем пов'язано з не­
обхідністю розв'язання досить важливих задач фізики, гідромеханіки 
та акустики 1 зводиться до аналізу нових нелінійних еволюційних 
крайових задач з вільною поверхнею (чи поверхнею розділу), які від­
мінні від відомих задач теорії поверхневих хвиль. Це не дозволяє 
використати методи аналізу та побудови прямих методів розв'язку, що 
створені для теорії хвиль на поверхні нестисливої ідеальної рідини. 
Ряд робіт У.Айнгарда, А.Росса, В.Г.Гаврилова, М.Корнфельда, В.Г.Нє- 
воліна, Ф.Вессельна, Р.Ф.ГанІєва, В.Д.Любимова, А.А.Черепанова та 
Інших, що присвячені проблемам аналізу ївилеутворення, були чи екс­
периментальними, чи носили феномрчологічний та фізично спробний 
характер. В той же час було виявлено, що фізичні властивості руху 
вільної поверхні, які виявлені в цих роботах, суттєво відмінні від 
відомих нелінійних ефектів теорії поверхневих хвиль, але подібні до 
ефектів маятникової вібромеханіки, що базується ьа фундаментальних 
роботах М.М.Боголюбова, П.Л.КапІци та Інших. Оствнній факт дозволив 
ігри спеціальних фізичних припущеннях звести задачу аналізу стійкос ­
ті поверхні при вібраціях сили ваги до сукупності рівнянь Мат'є- 
Плв, а також в ряд! частинних випадків проаналізувати втрату стій-
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кості плоско! поверхні при горизон^альмя вібраціях (В.Д.Любимов, 
А.А.Чврепанов).

Таким чином, актуальність теми дослідження таких задач, як 
вказано виде, обумовлюється необхідністю створення теорії, аналізу 
та побудови методів розв'язку цілого клесу проблем фізики та нелі­
нійної механіки, які зводяться до нелінійних крайових задач з віль­
ною границею (чи границею розділу) 1 к по своїй структурі чи спеці­
альними задачами теорії поверхневих хвиль, чи задачами акустичної 
взаємодії в обмежених об'ємах. ЦІ задачі мають, з одного боку, всі 
властивості нелінійних задач з вільною границею, з другого боку, 
всі властивості нелінійних зад ч маятниково! вібромоханіки. Тому» 
як з практичної, так з теоретично! точки зору для вказаних задач 
досить актуальним є як узагальнення якісних теоретичних результатів 
теорії хвиль на поверхні рідини у Е^азаних випадках, обгрунтування 
й застосування прямих методів їх розв'язку, так й узагальнення ме­
тодів нелінійної механіки, спектральної теорії та варіаційних мето­
дів на задачі глатематичної фізики, що досліджуються. Дано диезрта- 
ціїаа робота присвячена побудові основи теорії поверхневих хвилі. 
при наявності різного роду віброшсу етичної дії шляхом поширення на 
даний клас гада* відомих результатів теорії поверхневих хвиль та 
розробці прямих методів розв’язку крайових та спектральних задач, 
що виникають.

Мата робота. Розробка нових методів аналізу та розв'язку нелі­
нійних звс.лоиїйпих крайових задач з невідомою границею, що виника­
ють в теорії взаємодії поверхневих хналь з віброакустичяями полами, 
а такок аналіз (формудавання, дослідження властивостей, побудова 
прямих методів розв'язку) наближених математичних моделей, які ви­
пливають з загальне постановки задачі, описують хвильові процеси 
на вільній гранилі й являють собою нові нелінійні -таіііопарні, спе­
ктральні та варіаційні задачі математичної фізики, математичне 
описання ряду фізичних явиш та створення методів розрахунку вібро 
акустичних принципів позиціюванкя і стабілізації рідини в слабких 
силових полях.

Метода дослідження. Дослідження провадилися з застосуванню 
методів функціонального аналізу, теорії узагальнених функцій, спе 
цізльних функцій, теорії самопітряжених операторів, теорії аліптіп 
яга крайових 88л?ч. спектрально! теорії, рзрівиїйного •ягсл*»этя, 
толів яе.ИШйипТ механіки, теорії біфуркації, теорії сгі*»*ост'<. із



орії Флоке, а також асимптотичних і наближених проекційно- 
варіаційних й чисельних методів, Інших методів математично! фізики, 
комп'ютерної графіки.

Наукова новизна результатів визначається як новизною постано­
вок задач математично! фізики для віброакустичноІ взаємодії з пове­
рхневими хвилями, ноними ввріаційними задачами, які еквівалентні 
вихідним, так 1 узагальненням методів вібромеханіки, спектральної 
теорії, варіаційних пре 'лем й новими прямими методам розв'язання 

' цілого класу нових нелінійних еволюційних, нелінійних стаціонарних 
(з вільною границею), спектральних (з параметром в крайовій умові) 
задач. Ці методи базуються на можливості побудови варіаційного ана­
лога кожної з задач, що досліджується.

В роботі отримані наступні нові результати.
1. Побудоваї ' варіаційні аналоги нових класів нелінійних ево­

люційних крайових задач з вільною границею теорії взаємодії акусти­
чного поля з поверхнею рідини та теорії коливань обмеженого об’єму 
рідини в вібруючій порожнині.

2. З використанням асимптотичних методів побудовані та обгрун­
товані методи редукції нелінійних крайових задач теорії віброакус- 
тичної взаємодії поверхневих хвиль, які зьодягь задачу визначення 
XBiu.j на поверхні рідини та аналіз їх стійкості до розв'язання 
більш простих нелінійних крайових задач з вільною границею, що по­
дібні до задачі про власні коливання каїгілярної рідини в обмеженому 
об'ємі з потенціалом спеціального вигляду. Застосування редукції до 
відповідних варіаційних задач приводить до варіаційних принципів 
Гамільтона-Остроградського і Люка.

3. Побудовано узагальнення теорії лінійки?; хвиль на поверхні 
обмеженого об'єму рідини в випадку віброакустичноІ дії. яке вклю­
чає: задачу про форми квазірівноваги {капілярно-звукову чи віброка- 
пілярну) та задачу про власні коливання (яка є новою спектральною 
зедв"'п з параметром в крайовій умові на частині границі чи границі 
розділу двох областей).

4. Дсуіілжені деякі властивості (на модельних прикладах) ста­
тичної нелінійної крайової задачі з вільною границею (про капіляр­
но -рвукову та віброкапілярну форми рівноваги). Показано, що задача

мати неоднозначність розв'язку, вказані деякі типи біфуркацій.
5. Досліджені спектральні властивості задачі про власні коли­

вання відносно КВЯЗИСТ8ТКЧКИХ форм рівноваги. Доведена самоспряла-
6



ність відповідних інтегро-диференціальних операторів. Доведено, ідо 
опэктр складається лише з власних значень з граничною точкою + 
Сформульовані спектральні ознаки-стійкості квазірівновакних форм, 
доведена їх еквівалентність динамічним. Показано, що втрата стійко 
оті може відбуватися лише скінченно» кількістю лінійно незалежних 
способів. Побудовані варіаційні задачі на мінімум функціоналу, що 
еквівалентні спектральна.

6. Побудовані та обгрунтовані екстремальні ознаки стійкості 
квазірівноважяих форм.

7. Побудовані прямі методи розв'язку.задйчі, що описує сумісні 
рухи системи "тіло-рідина-газ+якустичнв поле".

‘8. Результати 1-7 дозволили побудувати та обгрунтувати ряд еф 
активних проекційно-варіаційних методів розв'язку задач, що виника 
ють. Розв'язано ряд модельних прикладів, побудовані біфуркаційні 
картини, що описують "резонансну" зміну геометрії форм рівноваги, 
виписані схеми методу Рітца визначення розв'язку спектральних задач 
та лінійні скінченневимірні моделі системи "тіло-рідина- 
Г83+8КУстичне поле".

9. Розв'язано ряд нових задач фізики, акустики, механіки ріди­
ни. Описані єФекги: стабілізації та здуття поверхні при акустичній 
дії, перекиду та провалу вільної поверхні при вібраціях порещнинн. 
Описано рух рідини під дією акустичного поля (ефект "акустичного 
насосу").

Сукуі. .їсть теоретичних та прикладних разультатів є новими в 
теорії нелінійних крайових задач математичної фізики s віл юю 
границею . теоретичної гідромеханіки і акустики, вона створює ми :е- 
мвтичну базу для нових вібраційних та космічних технологій.

Достовірність стриманих в дисертаційній роботі результатів ба­
зується на виваженій математичній постановці задач! та застосуванні 
до її дослідження те розв'язання теоретично обгрунтованих методів.

Апробація робота. Основні результати і положення роботи обго­
ворювалися на семінарах 1 Вчені* раді Інституту математики АН Укра­
їни, а також не Всесоюзному симпозіумі "Колебания ,пругнх конструк­
ций с жидкостью" (1988 p., 1991 p., м. Новосибірськ,, Всесоюзній ко 
нференці! "Нелинейные проблеми дифференциальных уравнения и митемв 
тичвекой физики" (1989 р., м. Тернопіль), Всесоюзній школі-семінар! 
"Моделирование динамических процессов взаимодействия в системах тел
С ЖИДКОСТЬЮ" (I9R4 р.. . Київ), р« Отту гТ Л ! X ПЯРЬКОМУ CPM*nspt *м*цяі

г



сть та формозміна елементів конструкція при дії динамічних фізико- 
механічних подів" (1990 р,, м. Київ), Міянародній конференції "Free 
Boundary Problems In Oontinuun Mechanics" (1991 p., м. Новоси­
бірськ), VII Всесоюзному з'їзді з теоретичної та прикладної метані 
т  (1991 р., м. Москва) Міжнародній конференції "Проблеми гідроме- 
ханіїш в освоєнні океану” (1992 р.. м.Київ), IV Kf мській осінній 
математичній школі-симпозіумі з еволюційна:; і соектральни ;; задао 
(1993 p., с.Ласпі) на і знференціях молоди, вчених Інституту механі­
ки All України, семінарах Київського та Сімферопольського держуніве­
рситетів, Інституту гідромеханіки АН .України.

Публікації, Основні положення і результати, отримані в дисер­
тації, опубліковані в З? наукових працях £1-37].

Структур* і об'єм ройоти. Дисертаційна робота складається з 
вступу, семи гла*, заключения те списку йотованої літератури, що 
містить 198 джерел. Об'єм 289 сторінок, таблиць - 1, рисунків - 33.

У вступі дається огляд дослідегшь за тематикою дисертації та 
їх взаємозв'язок, аргументується актуальність теми, формулюється 
мета робот*. і методи досліджень, новизна отриманих результатів і їх 
місце серед споріднених робіт інших авторів, короткий огляд змісту 
дисертаШ ї.

Паряа глава присвячена аналізу нелінійно! еволгоиі ної крайо­
вої задачі з невідомою поверхнею розділу, яка виникає при розв’я­
занні фізичної задачі про взаємодію акустичних полів з поверхнею 
розділу в обмеженому об’ємі. Наводиться загальна диференціальна по­
становка задачі, яка приводить до необхідності розв'язання наступ­
но! задачі з нові домою поверхнею розділу:

ЗМІСТ РОБОТЕ

'- 'Ч  і  1
p..нН.?;(р.Уф.)=0 в Q.; — =0 на S,; — - - t+/ |v f { ,  на 2,С=1,2;} (6 )

f t  t 1 * Лп Дг х J
* V n  о . Єф<
9п Sr.

0«*(v f,'5(̂ )C+ в° j/v*} * ^  р< ( -р41 "
р,,.

-рр+ V  l i v  V  = - р, р ~ иа 2 - (R)

(-’W.'V'C)
....-—  =-.coax!vSi аз tfS; (і,д<р./дп-

I vW і

аир Y0

С О

......—- ~  Э{д  t не Sn>
пир V к
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m  Q,(t) - область, що зайнята газом, (t> - область, що зайнято

рідиною, во - число Бонда, v#*v{|jl3/o]1/z - безрозмірна частота, К

- хвалю ве число. Відносно пост ївши величин, що входять до задачі 
(в), виконані співвідношення

е = вир|Т0|/(сц0) « Н  р01/р0 2 - в « Ц,в. |ц,| ~ і.

ц ^ в 3, ц ~ 1; V(x,jr,B)-V0(x,y,B)/8up|?0|; к ~ 1; Во ~ і.

Визначанню в (в) підлягають області Q,(t): JQt(t)=S(U2(t), 
SqcS,, а таков !х поверхня розділу £(t):{(x,y,z,t)=o, функції 
p,(x,y,B,t>. <pt(x,y,B,t) та pt(r,y,B,t). Структура аадачі дозволяє 
виділити малий параметр в, який стоїть при єдиній неоднорідній умо­
ві й характеризує акустичний характер віброполя в газі, та в дина­
мічній умові й характеризує капілярні та гравітаційні сили. Така 
структура розподілу малих параметрів характерна для цілого класу 
задач маятникової вібромаханікн, що 1 дає амогу при спеціальних 
припущеннях зіднооно властивостей розв'язків задачі (6) застосувати 
до неї принцип розділення рухів, виписати спеціальну рекурентну
процедуру та редукувати вихідну задачу до нелінійної еволюційної 
крайової задачі з вільною поверхнею, як,, опноує хвильові рухи пове­
рхні розділу.

Теорема 1.3.1, Нехай початкові збурення 5(х,у,в,0)=4о(х,у,а), 

Щї.УгЕ,()>=(;, (Х.у.в), Ф{(х,у,в.0)=«{(х,у,г), фі1;(х,у,е,0)=

«^(Х.У.Х), і-1.2 такі, що задача (6) має розв'язок, який для 'Чдь 

яких tt<te Ф1,рі,р{би|(аі), vte[t1(;2i

(x,y,B)eQtUE(t)j, а поверхня Е(С) гладка (тобто Існує гладкий

Івоморфівм ) для деякої фіксованої одновв’язьої області з ку

-  Т  ~ -
оочно-гладкою грашщею It,,tal»Q0— - (і,------ I

) - аналітичні по є функції в околі іуля. Тоді рут

поверхні розділу 2 моге бути знайдено а аадачі (т=е /2t, е«І)

Дф = 0 в <Qg>; ftp/fln = 0 на <Sg>; &p /On » - Ct /|vC| нз E, 

ф1+0,5(7ф)г^цц1[воі-(ііі [Кг (®,)г- (v®, )г]=сопя( на Ек);
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(vW,vC)/|vW| = сови IVC( на 0<2>Сї); J dQ = const,

<Q2 >

ДЄ
- У(х,у,г)

в <01>(г); ЭФ,/Jn=0 на <S1XJ<£>(t ), ЭФ,/0п=^о------на SQ

к  (8)

Крім того, С(і,у,а,т) =60(х.у,г.т>, q i u , / , z , t ) ^ / z r  .у,г,т) й 

виконані співвідношення мі* <р,, <pa, f та ф, Ф,, С.

Рг(і,у,г,ї,'Г)=е3/гф^3/г)(і,у,і5,т)+о(є3/г); {(i,y,i,t1i)-{0 (i,y1eft)+

ю(є3/г); ф1 (х.у.в.г.т^еФ, (i,y,z)3£at +є3/гф{3/а,(х,у,я,гЬо<е3/г).

Така нова нелінійна математична модель (7) по формі аналогічна 
відомим задачам теорії поверхневих хвиль в обмежених об'ємах зі 
спеціального виду потенціалом, що носить Інтегро-диференціальний 
характер. Побудова теорії хвильових руїів з задачі (7). (8) відпо­
відно до методології теорії поверхневих хвиль включає в себе визна­
чення ф> рм рівноваги та формулювання 8 аналіз спектральної задачі 
про власні (нормальні) коливання відносно вказаного положення рів­
новага. Перша проблема приводить до нелінійної стаціонарної крайо­
вої задачі з вільною поверхнею, так званої задачі про капілярно- 
звукову форму рівноваги (Е0: Со(х,у,е)=0):

іі[ Во х -(Я, + Xg) ] + 0,25 ( ^(Ф, )2 - (s-#,)2 ] = const на SQ,

-(vW,vC0)/|vW| = coau |vC0| не Є20; J dQ = co n s t, (9)

лФ^к2®, ^ в <Q,>; ЭФ,/Эп=0 на <S,4JZ0; ЭФ1/Эп=^0У(х.у,г;)/к: на SQ.

Ця задача є стаціонарною задачею з вільною поверхнею для рів- 
чяння Гелыгольца в області <Q, > з неоднорідною умовою Неймана на 
частині фіксованої границі SQ. ВвДЕла (9) є аналог' ч задачі*прс ка­
піляр у наведеному випадку. Дослідження питань, пов'язали? з описа­
нням відомих ефектів здуття та стабілізації поверхні, визначаються 
властивостями задачі ц .,; 1) Існування і однооначнісгі розв’язку;
’> о іфуркац1Т розв'язків; 3) стійквстг розв'язків задачі (6), що
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відповідають розв'яжем (9).
Оскільки питання, пов'язані а однозначністю розв'язку, не 

остаточно вишшчэшми навіть для-капілярної аадачі, в роботі дослід 
жуються властивості 1 )-2) на випадок циліндричного об'єму а коловим 
перерізом у випадку, колі «де/з, V*1 (капілярна задача має тріві 
альний плоский розв'язок). Застосовуючи проекційні методи до аадачі 
(9), можна ввести І! до звичайної нескінченовимірної нелінійно! 
стеки рівнянь. В главі 1 вдалося знайти трівіальний розв'язок цієї 
системи, визначити значення к, при яких порушується умова однознач­
ної: розв'язності. 8 застосуванням теореми Іі.А.Красносельськогоможна 
довести, цо Існують осесиматря ні біфуркаціїзнайденні форм рівно­
ваге. Останні знаходяться конструктивно в околі біфуркаційного зна 
чення к.

Теорія малих хвиль для капілярної рідини будуетьтя відносно 
капілярно! форми рівноваги. Для аадачі (7), (8) теорія хвиль
будуетьоя відносно капілярю-звуково! форми рівноваги. Нехай ZQ
ео»х-ао(у,в), Ф,(х.у.Е) - розв'язок вадачі (9). Тоді задача в

варіаціях, вп описує малі коливання (відносно Н, ер 1 Ф^ має вигляд

Аф=0 б <Qg>; 3ф/(3п=0 на <8г>; вф/вп=ЕЦ//1 + fvHQ)г; ((ц+ ^ ііЛ М )  на XQ,

. ( 10 ) 
де оператор А визначається в співвідношення

А Н = - <nv[«/(n(*^)s )l/c - (-rt,vH0)ve0/(1+(vH0)3/2] «

♦ (2 ц Г 1 {k2®,®^ Н - (<?«,,v®1x) Н + k2®,® • (v«1 ,v®)| + BoH, (11)

r и л л п (W*h« + »JL> <WA>*+ VW>J  H dydz = О; - 5 - 5 -------* -* -  = — S-0&.— ----------------- на
So ,78WI I V «  (1+(7Й0)г)1/г

a 9 - розв'язок задачи
99

АФ»к*Ф=0 в <Q.>; —  « О на <S,>U
1 fln i o  ( ! 2 ,

® i A - [ * i ^ o r +® i » Bo J S)/(U(vBo>2 ),/2 йе V

Задача (10) по структурі под Юна до відома задач творі! малих 
поверти» П1Г» ХВИЛЬ. ПЧП Іррвтор А. У ЯР ГЧ "МП cvnatviyf щпгояр Чия-

І!



розглянути нормальні коливання <р=(ш адр(1ця*|>(х,у,в), H-eipfturjH, 
то отримаємо задачу про власні коливання поверю 1 відносно капіляр- 
но-звукової форми рівноваги

AtH) в <Qg>; аф/вп=0 на <S >;вф/0п= — ----- ; не 20, (1о5

/l+(vH0)e

де ш - власні частоти, Н(у,г) -моди кот твань вільної поверхні,
°'(і , у . z )  -  моди коливань об'єму.

З застосуванням леми 1.3.1

1.3.1. Нехай (Нд.Ф, )-розв’язок задачі (9), HQ€C1(PZq ),®,?

^((Q^USq ), а па|» (Н{,Ф(), 1-1,2 вивначвні а задачі (11) та

н(е01(Р2о), JH{d4/de = 0, |Ht|0i-1, pZq - проекція поверхні Z0 на

Oyz. Тоді

J (k2»1*,-(v«1,v*1))pg/(1+(^«0)2)1/2(Ie=J )}<*)]

S0 < V  J
поведена самсспряженість оператора А в 1^ 1 ^  у

’ tu(*H0 >^)1/z 0

Теорема 1.3.3 (про точковий спектр оператора А).
Нехай (Нр,*, )-розв'язок задачи (9), H0tC1(PE0), Ф,€І»|(<Q,>UZQ )

(>'Е0- проекція 20 на Oyz). Тоді

1 . Линійний самоспряжений оператор А має дійсний точковий 
спектр, який складається лише з власних значень.

2 . Набір власних функцій jinj оператора А є базисом в фактор-

просторі 1^ (РЕ0 ) без константи.

о . Множина власних значень оператора А має єдину граничну 
пчку +00. Мнояинв від'ємних власних значень скінчена.

Теорема 1.3.4 (про властивості спектра задачі по')).
Нехай (Hq ,®,)-розв'язок задачі (9), Н0«С1 (Р20),

I,^(<Q,>US0). Тоді спектральна задаче (10 ) має лише власні зна-

і лня <<.Нп,Фп) 1
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1 . Vn і/ € к, |HnJ - базис в фактор-простор! 1г(РЕ0) без кон 

станти.

2 . Множина |п: < о| скінченна.

В п.п. 1.4-1.5 побудовано варіаційний апарат для аадачі (6)
Це дозволило звести процедуру розв'язку задачі до визначення етапі 
опарних точок деякого функціоналу.

Теорема 1.4.1. Нехай розв'язок задачи (6) такт.;, що V t.<t^

Qt= |( t ,x fy ,e): v te tt1 , t 23 (x,y,B)cQt(t ) j , e

поверхня 2(t) гладка (3 Ізоморфізм для деякої фіксованої

-  Т ~ У 1 -

області Qq Ct^tgbOQ- — — ♦ — »l t1, t2 J-Qq ) . Тоді множина

розв'язків задачі (6) співпадає з множиною стаціонарних точок
функціоналу

1*g g 2 

<7(С.Фс.рс) « J [T U-П] rtt = J { I  J р , ( - ^  U{(р{) - gxjdQ
t, t, * 1 Q,(t)

- o[|2| - coed |8gi] | at (13)

при кінематичному зв'язку (6') 1 умові

0C|t)it2 = 0; ePtit).t2 = 0. (14)

Тут U (р ):
df . ou.

Pi = Pi щ -  <1fi>
Теорема 1.4.2 .варіаційна вадача типу Бейтмена).
При умовах теореми 1.8.1 мноиша розв'яжи чацеН грі 

співпадає 8 множиною отаціояярнкх точок функціоналу

2̂ 2 о
в<?.ф,.р,) * J ( І  /■ Р,( ®,t &,(Р( «|й0

4 1  Q,(t>

о[|Е| г,овп ! I) * X o04n fltnryt) ір(г?я| df f'F>

Bo

щл» «ngn.ttpjirotri tftoxrvmfr* ВАРІАЦІЯХ
f Л



o t l v *a « ° »  4 U r t2 = °: = 0.

Теорема 1.4.3 (варіаційна задача типу Вейтмена-Бердичевського). 
При умовах теореми 1.2.1 кноиина розв'язків задачі (6)

■півпадає 8 множиною стаціонарних точок функціоналу

*г г ^

%(^ф«) = J { Д , І e«p{p«(- <Ptt -  ~ г ~  ~ W  - * * ] ) « -
t, Q{(t) р{

г і і (17>-  о[|2і - со м  |S2 |J+J p0VQ sln(vt) ф,(2sі at
9o

ігри незалежних ізохронних гладких варіаціях % и <p

eSlt(it2 = 0; e^|% j i V -o. (17*)

Якщо функція стану р{=р((р{) відома в явному вигляді, то
результат застосування операції вир буде відомий 1 дасть залежність

між р та ф р = F"1 (-<pt-0.5(vfp)2-gx)t а функціонал В^І.ф,) матиме 
вигляд:

tg g 2

вї (с.ф) = і  { І ,  X р -1(- <Рп - - р,(р*) -  да) -
t.  4-1 cu t)

г. <18>
-  о [ |£ | -  coed |S2 |]+J pcV0 3tn(vt) ф ,аэ| d t .  

so

Теорема 1.4.4 (варіаціїaa задача типу Бейтмена-Люка).
При умовах теореми 1.2.1 множина розв'язків задачі (6)

співпадає 8 множиною стаціонарних точок функціоналу (18) при 
незалежних Ізохронних гладких варіаціях | и ф, (17').

виписані варіаційні задачі теорем 1.4.1- 1.4.4 еквівалентні 
вихідним задачам та допускають при припущеннях теореми 1.2.1 
процедуру редукції (6) до задачі (7),(8). Це приводить до 
сукупності варіаційних задач для (7),(8). Останні є базовими для 
побудови прямих методів розв'язку задачі про нелінійні рухи рідини 
при акустичній дІТ і дають можливість перенести на випадок, що 
',ог'іджується, результати нелінійно! теорії поверхневих хвиль.
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Теорема 1.5.1. Нехай виконані умови теореми 1.4.1 і, кріїл 
того, ) - аналітичні функції від е в околі нуля. Тоді
задача визначення розв'язку вадачі (8) а точністю до є3 на 2 та 
стаціонарних точок функціоналу (14) еквівалентна визначенню
стаціонаршх точок функціонал у (G* - функціонал (14) в
безрозмірному вигляді)

f 0.25 ц, f [к2®2 - (v®,)2] ®  - о J ®,V(i,y,z)dsJ da.

і умов нар. лвтрично! залежності Ф^х.у.а.т) від С(х,у,г,и

Теорема 1.6.2. Нехай виконані умови теореми 1.6.1. Тоді задача 
визначення розв'язку вадачі (в) з точністю до є3 на ї! та стаціорчр 
них точок функціоналів (17), (18) еквівалентна визначенню стаціона 
рішх точои функціоналу (в* функціонал (17) чи (!8) в безрозмірно 
му ВИГЛЯДІ)

<G?* (£ . tpt , p{ ) > t  = conat + є 3 /2 б (С ,ф ) + 0 (e 2 ) ,

де
a2 2

С ( С . Ф )  =  /  { j  f ^ r  -  W i , B o  x ] d Q  -  М й , ( l  < £ > l  - CO M  | < S g > | ]  +
a, <a,>

(19)

< V  so
для Ізохронних гладких варіацій ОСІ = 0, кінематичних

1 1 2
обмежень

Лф = 0 в <U£ ; вф/ди=0 на <Sg>; Эф /ви * - С/ІЧІ на <і!> (20)

ІФ, +к2Ф = 0  в <Q. >
ЭФ.

=0 на <8.>U<S>5 —  = цЛ (хгу,Е)/к на 8„. (21)Лп и и

<в" ((,ipl ,pl )>t  -  const. І є3/рЯ(С,ф) І о І є2 ),

де

г і г (v«p )2
8(С,Ф,Ф1 )=Г {і [  ф с -Ц( і  f  <Рс - ?  Щ І ( B o x ] t lQ  І Ц 1Л ( і  : £ .  I C 08J  І < З г > |  І

t, <ог>

f о .гб  ц, / [к2^  (ч®,)8) ®  О.5ц(|10 к J *  і і ї , ї , г л а |  t lr ,
< V  W 8.,

для 1зох|к)Г-ні! г ладких н взал еж н т в а р іа ц ії
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ecL - = 0; 0<pL , = О.
■ V S  І і • e

Показано, що, ыв відміну від задачі (6), задача (7),(8) допус­
кає .:ише два варіаційні формулювання типу Гамільтона- 
Остроррадського (т. 1.6.,) та Лика (т. 1.5.2). Духа важливим є та­
кож те, що варіаційні задачі Бейтмена, Бейтменв-Бердичевського, Бе- 
йтмона-Лша після операції редукції пригодять до варіаційної задачі 
Люка. Наявність варіаційних задач т. 1.Б.1 та т. 1.6.2 дозволяє 
сформулювати варіаційні задачі для задачі про капілярно-звукову фо­
рму рівноваги 19). Характерно також те, що ці варіаційні формулю­
вання стосується одного й того и функціоналу, який носить хара­
ктер потенціальної енергії.

Теореме 1.5.3 (варізційна задача типа Гамілмона- Остроградсь- 
кого для задач.! про кашлярно-звукову форму рівноваги).

Задача визначення гладких поверхонь 20 з задачі про капі.пярно- 
авукову форму рівноваги при умовах теореми 1.5.1 еквівалентна виз­
наченню стаціонарних точок функціоналу

U (•) =ц 1Х01 - cosot І <8, > І - J Box аа ] + [о.25 J (k2 )г )П0+
<Qg> <Q,>

, (21 )
+ 0.5 ц0/к fV(x,y,z! ®,<3bJ

so
при обмеженнях

j dQ = const (22)

< V
t

3 5Ф, 0®.
A® ,^ir® =0 в <Q,>; — ’=0 на <S. >US_.; —  ^„Vfx.y.zJ/k на Sn. (23)
ї ї  1 5n 1 u Эп u

Теорема 1.5.4 (варіацігна задача типу Бейтмена для капілярно- 
'рукової і*̂ рми рівноваги).

Задача визначення гладких поверхонь 20 з з%. /її про капілярно- 
звукову форму рівноваги при умовах теореми 1.5.1 еквівалентна 
пизначешо стаціонарних точок функціоналу (21) по С0 Ф, при 
ог,.<.'*екн1 (22!.

Такт тином, у випадку акустичної взаємодії вдалося побудувати
16



ряд варіаційних задач, що еквівалентні вихідним нелінійним 
де*>еренц1альним. Це е базою для побудови прямих методів розв'язку 
вказаних задач. Наявність останніх двох варіаційних задач для 
задачі про капілярно-звукову форму рів іваги є суттєвим 
узагальненням варіаційних принципів маятадакової вібромеханіки на 
випадок контінуальної задачі. Це дозволяє будувати варіаційні 
ознаки стійкості поверхні розділу.

Друга глава присвячена побудові теорії стійкості поверхні 
розділу 2(t) в задачі (?), (8), яка розуміється як стійкість (2Ю - 
періодичного розв'язку задачі (6). На базі досліджень спектральної 
задачі про власні коливання відносно капілярно-звукової форми 
рівноваги формулюється динамічний крітерій стійкості: Vn іі/>0 з 
(13). Динамічний критерій є універсальним критерієм стійкості, на 
ньому базуються Інші.

Задача про стійкість капілярно-звукової форми рівноваги допус­
кає фізичне узагальнення (що витікає з аналізу баланса сил на пове­
рхні)- спектрвльну ознаку стійкості: v п, 4hn=Anhn, \,>0. В роботі 
доводиться еквівалентність динамічної та спектральної ознак На 
конкретних прикладах побудовано процедуру застосування спектральної 
ознаки для "трівіальних" та осесиметричних "нетривіальних" капіляр­
но-звукових форм рівноваги в п ііндрі колового перерізу, що знайде­
ні в главі 1. ЦІ приклади можуть Ілюструвати відомий ефект акустич­
ної стабілізації при від’ємних числах Бонда, який полягає в тому, 
що при деяких значеннях К при від'ємних числах Бонда, де не є сі Л- 
кою капілярна форма рівноваги, є стійкою відповіли капілярно- 
звукова форма рівноваги.

Наступне узагальнення пов’язано з можливістю формулювання ва­
ріаційного принципу стійкості (що є узагальненням відповідних 
принципів маятникової вібромеханіки на досліджуваний клас задач в 
частинних похідних - аналог функціоналу потенціальної енергії), яка 
зводиться до теороми.

Теорема 2.2.2 (варіаційний принцип стійкості капіх рно-зв”човоІ 
форми рівноваги).

Нехай (Н0,ї,) - розв'язок задачі (9) зад. .юльняє умови 
гладкості Н0 € C2(PQ), Ф1 € ^(<Q,>US0), (PQ - проекція області у 
на Oyz). Тоді задача визначення стійких капілярно-звукових форм 
рівноваги еквівалентна визначенню точних мінімумів функціоналу (21) 
при виконаиих умовах зв’язку між Нд те Ф, (22), (23).

17

“ ЗШБ ім. В. Стефаника 
АК  України



Наступне означення дозволяє ввести поняття узагальненого 
розв'язку задачі (9).

Означення 2.2.1. Нехай Q0 - кусочно-гладка однозйзна

підоблаоть ослаоті Q а множина jQnj - куоочно-гладких однозв’язних 

підобластей Q. Нехай також одпозвязяа частина границі Sqq?Q э глад­

кою 0SQ: S0q3Q0, S0cSQn, а границі 20=dQ0\dQ, 2n=aQ,l\9Q також 

одноавязні кусочно-гладкі й Існує кусочно-гладкий ізоморфізм

fx'=X(x,y,t;)
y'=Y(x,y,z); Г Ч О " - ^ .  
z'=Z(i,/,z)

x=X~1(x\y’,z')
y = r 1(x',y',z'), X,Y,Z e C1(Q0> 1 
z=Z"1(x*,y',z')

X-1,Y~’,Z~1 e C1(Q°). Будемо говорити, що область Qn прямує до Q0 

(Q"-G0) за визначенням 2.2.1 1 поверхні 2™ = дСГлаа прямують до 20= 

SQqsBQ за визначенням 2.2 1, якщо X,Y,Z - x,y,z и X-1.Y*1,Z~1- 

x',y',z' в метриці С1.

В роботі доводиться > що функціонал (21) при умові-зв'язку 
(22), (23) є неперервним за означенням 2.2.1 1 на множинах (Q,£0), 
які визначені означенням 2.2.1, можаа ввести поняття узагальненого 
розв'язку задачі (9). Крім того, такі розв'язки, якщо вони мають 
відповідну гладкість, будуть стійкими.

Третя глава присвячена побудові методів розв'язку основних 
(оазових) задач теорії малих хвиль: задачі про капілярно-звукову 
форму рівноваги (9) та задачу про власні коливання (іо‘). Методи ба­
зуються на можливості побудови варіаційного аналога вказаних задач. 
Так, для розв'язання проблеми визначення капілярно-звукової форми 
рівноваги використовується варіаційна ознака стійкості, що дає вмо- 
гу запобігати Р'шикненню нестійких розв'язків. В дисертаційній ро­
боті для побудови варіаційшх методів ровв'явку за варіаційною оз­
накою виписується опектральний розклад функціоналу (21). Для цього 
має бути проаналізована спектральне задача з параметром на частині 
границі для рівняная Гельмгольца

А Ф ^ Л ^ - Ю  в < Q1;; ae/fln-O на <S, >U 20; АФ/бп * W, на S0, (24)

(тут k - хвильове число), і аха задача приводить до операторни?
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рівнянь, які не є додатньо визначешми. В той ке час в роботі 
узагальнюються деякі теореми про властивості спектру, про критичні 
значення к, про варіаційне формулювання, про неперервну залежність 
спектра, про кількість від'ємних власних значе: , ■«.

Якщо •в1 - розв'язок задачі (24)., то функціонал (21) має 
вигляд

П(сї,,)=ц[|20|+соас(|<81>|+ J BoxdQ)-(M.o/Jt)a0.252[j V(x,y,z)*,,*)%«,.
<QP> J з

0 (25)

де S l =\iQ J V®, jds/fMj), а поверхня 2q має розклад HQ=J d,h,.

S0
Вид спектрального розкладу функціоналу уточнюється в роботі 

для випадків, коли є можливим розділ змінних. У випадку циліндра 
колового перерізу уточнюється та досліджується за допомогою варіа­
ційно-проекційних методів ефект резонансної втрати стійкості та ба­
гатовимірної біфуркації, наводяться відповідні чисельні приклади. 
Наведені чисельні діаграми, що були отримані за допомогою комп'юте­
рної графіки, демонструють залежність значення функціоналу від k та 
геометрії поверхні. Показано, що при к, близькому до резонансного, 
(першого власного значення ае,,; J (*п )=0), відповідна капілярно- 
звукова форме рівноваги втрачає стійкість, замість вказаної капіля- 
рно-звукової форми рівноваги з'являється цілий підщ. стір в 
L£ fPZ0 ), що і е аналогом розв'язку звдачі та відповідає резонанснім 
рухам системи.

Друга половина глави 3 присвячена формулюванню та доведенню 
варіаційних принципів (на мінімум функціоналу) для спектральних за­
дач (10') та спектральної задачі для oneearcp<j А: ЛЬ=АЛ. Варіаці­
йні принципи для задачі (10') є пряміш аналогом відомих варіаційних 
принципів для задачі про власні коливання капілярної рідини, які 
доведені в роботах М.Д.Копачевського, М.Я.Барняка.

Принципово новими є варіаційні принципи для іектра.гчної 
задачі з параметром в крайовій умові, яка має слераторний запис 
4h=Mi.

Теорема 3.6.2 Нехай виконані умови теореми 1.3.3. Тоді задача 
послідовного (в порядку зростання) визначення власних значень 
оператора А еквівалента наступній варіаційній процедурі.

Нехай .40сі^(Р£0) - допустима множина функцій для функціоналів
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V(H.®) та V^(H.®>. *€W’(<Q1>). Тоді

(vH-.vHMvH^.vH)
V,= mtn V(H,®) = mtn 

B(A0 неД0 'Pi0
*«c0 *«c0

f HvH.vH) (vHn,s«)(vH ,vH) ,

U  ' f80 *

+ (K2® ,* ,* -  <vfl>, .^Ф1ж) ))H2jdi/<lz +

♦ L j  (tftf-w.rt))#)}/ f tfdudz = m,.*,).

<Q1> . J PIo

де C0= (ф: М^(Н,Ф)=0. H€^0j,

X2= mtn V(H,®) = V(Hj,,«\), где л',= |H€^0s J BH, dydz = oj та 
H€«4, ‘ P*0
•ec,

с,- {ф: вУд(Н,Ф)=о, нм,};

xt= mtn V(H,®) ■ V(H,.®,), ГГ Д,_,= |н м ,_2: J  HHj ,<%/£Jz = о} и 
Н€Д,_, И 0

С ,, ,*  j®: SVq(H,®)=0, Н е Д ,,,} . 

а 'Тункц̂ '̂ нвл УдШ.Ф) має вигляд

= f (к2®2-**®.?®))* ♦ j (®1жхн - Ф12нг - ®1унг - 

< V  *0

[®1чА*Г * ®1жвН0г] Н ) (t + (Vao)8)1^ ‘

Сформульовані в роботі варіаційні притеши дають змогу побуду 
вати спеціальні схеми методу Ргтца для визначання власних значень 
вказаних опахтральнш задач 1 в базою для побудови лінійної творі! 
сумісних рухів системи * Іло-рідина-гав+виустігте пплч*. с*пмч м«
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тоду Рітца базується на можливості розкладу відповідних задач я 
рсщв'явками Інших задач на власні значення. Показано, ею якщо

;l0H(k,=-dtu['^(k)/(1 + (v40)2),/J!- <vH(k,,*H0)vH^ (Ж^Яд)3'2]*

+ (2n)"1|k2*1®1l-(v®1,v«l3t)+ Bo} H<k,« х(к,Н(1с) на 7 ^ .

5H(k) он
/ H (k)£tyiz«0; --- = — ° ( ^ (k),vH0)/(1+(7fl0))1/2 на 0 Z Q , a
«і Ов Ob
£g

АФ(к)+кг® (к)=0 в <0^; ЭФ(к)/Зп=0 на <Sf >U$,; ю " °  /впя-О Фк {к)на Eq,

то власні значення та власні функції оператора Л можуть бути 
знайдені з задачі

< 3 е і[{*}  -  J  с { і / « } с т  -  К eJ -  в .

де 1 І'/'в} - діагональні матриці з відповідних власних значень, 

a JLtHtk> 1 Ф т <й = cw  (L["l визначається s правої частини

хо
крайової умови на ZQ з задачі (10)).

Крім того, якщо

ЛН(к1=\кН (к); J H(k)<%cfe » 0, 

рїо

дф(к) = 0  в <Qg>; Л|>(к,/0П - 0 на <Sg>;

вф(к)/ап = ^ tk)/(l + (s«0)2)1/8 на Zq J J (|Ик,фіІв * 0

РІо
то знаходження власних значень ш2 задачі (10') 1 г’дповідиих влас­
них функцій зведеться до задачі

det / * } с т]  -  О .

де 0n l-  ;  Ф(П )І І  H( l ) d(yde.
РІо
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Четверта глава присвячена побудові методів розв'язку задач про 
хвильові рухи рідини при акустичній дії в рухомі* порошині

В дисертації доведено, то одночасне застосування катоду редук­
ції глави 4, а такой розкладу розв'язку на потенціал внутрішнього 
Р”ту п  потенціали Стоксе-Яуковського доаволяє при виконанні умов 
теореми 1.2.1 виписати задачу про сумісні рухи, що подібна до зада­
чі (2), аде в потенціалом спеціального вигляду, сформулювати відпо­
відний варіаційний принцип Лиса, побудувати варіацІйно-проекцШий 
мате* 1.0 Луковоького та відповідні нелінійні та лінійні скінченно 
вимірні моделі (8 використанням результатів глави 3) сумісних рухів 
системи, які в зв'язку зі значної) громіздкістю формулювань не ваво- 
даться в авторефераті.

’ П'ята та шоста глави присвячені розгляду спеціального класу 
задач типу (2), цо виникають при вібрації порожнини:

р 1/\
p| t * d lu fP<(4fr T0- a . D )  = О; р ,=  Ро«( - р ^  ) •

+ (v9{)2/2  -  vet (T0+<5«r)*- U (r)  ] = -p, в Qt , (=1,2,

09.
Pi '  = Pr*(*nn  + 0< r«n)) на S ., 1=1,2,
‘ On ^

69.
Р,— W>o t(»o +3 “‘r ) n "Po»£t / lvtl5 рг  + 0 ( I i + V  ж  ~  P i Ha 2 *

-------- - coaoc |vt| на 32,
t*. (

fl®.
і г ;  * Poi^o® + i(p«n) ♦ v0 (x ,y ,z ) ein(vt ))  на s0 . 
dn

+ d lT (p  wp) - 0 ; p *  ̂~ g  j  в  Q,

p v[ept + 0.5(*p)8 4- v“2Box 4 e(a ,x  + agr  + aae) e fn m )  = -<тр в 0,
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€

~ ^  £t—  = 0 на S; —  = ---- 5- на E, (26)
№ an |v5,

p- v-2(*,+I2 )= p°=conet на E; -(vW.vg)/jvgj = ooact/ 1+(vH)2Ha 8E,

де виконані співвідношення

1/v2» ц є2, ц ~ 1 при Во *1; Bo/v2» ц е2, ц ~ 1 при Во >1,

a Q(t) - невідома область визначення, <p(x,y,s,t), pd.y.e.t),
p(x,y,z,t) - функції, що підлягають визначенню, S(t):{(i.jr,e,t)*=0 - 
невідома поверхня. Аналіз задачі проводиться за схем ос глав 1-3. 
Введено поняття виброкапілярно! форми рівноваги (аналога аадачі про 
капіляр), яка визначається з задачі

-ц d t v l .. .....|+ ц Во і- 0.25 Гк2ҐФ, - (а.х + а_у + a.z)]2-
l/ 7 7 7 v H 0 )2 J 1 1  ' “г “з J

- (v®1 )2J - 0.5 |Ф1х- a1J H, = const на 2̂ ,

(27)

K - I L - f LX 7  07  Z 02 /------------- p
--------------- jobol / 1 + (vH-,r на azn,

I yff| 0 0

АФ1+1сгФ1-к2(а1х+агу+а3г) в C^; =a, i+agy+a3z на ZQ;

fl*. 9*. Є.
—  =0 на S; —   -на 2L.
On On |n‘0l 0

В дисертації побудоване задача про власні коливання відносно 
віброкапілярної форми рівноваги, яка зводиться до ровв'язку
наступної спектральної задачії

0ф 5ф .-------=-
аф=0 в О,; —  = о на <s>; —  =h/і 1+(vH_)s ї-шгфіЛН) на ї_, (28)

° On &п

де оператор А
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Ah - - ц atv
( т т

vh vfl0(vh.vB0)

[1 ♦ Щ ) * ) ' "  (1 + (vH0)2}:

* ).б jtv®,.*»- k2 ^,- a,x - iL,y - а3в) Ф - «уї, + «*,,.*•,) h

-**<*,-a^-a^y-agB) (®1x-a,)h - <*1жА №  - <«1ж- a,)h,j на ZQ; 

ah
ag - — —— 1,1 1 HU Je-j
^  ** (l - (7Я0)а)1/г

a
, ЭФ

4® + к2® - О в Q_; —  - О на <S>; Ф + Ф, h = a,h на 20, 
an

a® a® a® ra2®. a2®, a2®. i

" • ' й  " fly ’ m  ^  + t  ' Sa y Hoy ' aiflz Н° * Г  '

(29)

(30)

a®. a®.
-----h * ------Ь .  на £0.
ay >  az 2 0

Лека 5.3.1. Нехай (Hq ,®,) - розв'язок задачі (27), 8

HQtC1 (P20). « ^ ^ ( Q qUSp ), (Ф(і), hl<>, h'n ) вавначаетьоя в

ровв'явку задачі (ЗО), a h ^ ’eO1 (PS0), Jhli,|0i •= і. Тоді

J (м*Ф(1 ’(•^x-agy-agEMv*11 Ч*», НЕ,®” ))h(2)/{l + (vD0)2}1/2da= 

*Ъ

- J  ffe2**1 >*(е»-(v*‘1»,^«(г > )1ла ♦ /  ....,  da.
v  ’ \  ( " i^ > T e

Теорема 6.3.2. Нехай (Н0.®,) - розв'язок задачі (27), а

Но«01(Р£о), Ф, cW^QqUSq). Тоді оператор А оамоопргаиний в

,<н(чц0)в),/в
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Теорема 5.3.3 (про точковий спектр оператора А).
Нехай (Hq ,®,) - розв'язок задачі (?7)< Н0€С'(РЕ0).

®,t^(Q0US0). Тоді

1 . Лінійний самосцряввний оператор А має дійсний точковий 
спектр, який складається лише з власних значень.

* . Набір власних фумцій є базисом в

Ьг _J________ (Г0).
\1  + (*І0)2),/2

Ь . Множина власних значень оператора А має лише

одну граничну точку +». Мнс.жша від'ємних власних значень 

ск інченна.

Теорема 5.3.4. Нехай (НС,Ф,1 - розв’язок задачі (2?)» а

Н0€С1(Р£0), Ф,eW|(Q0U20 ). Тоді

1 . Спектральна задача (?.g) має лише власні значення 

[i/,hn,<j)n] и Vn, і/ея, |ьг| - базис в L,(P£0 ).

2 . Мноякна |п:

Теореми 5.3.2-5.3.4 дають змогу узагальнити на цей клас задач 
результати глави 1.

Динамічна ознака стійкості відповідного (2*)-періодичного 
розв’язку задачі (26) може бути сформульована у вигляді ш^>0, VI з 
задачі (28). Використовуючи спектральні властивості задачі^ 
поведено, шо

Наслідок 5.4,2. При умовах теореми 5.4.1 втрата стійкості
віброкаділярної поверхні SQ мояе статися лише скінченним числом 
ЛІНІЙНО НЄЗаЛЄЖЙ1Х способів.

Спентргльнг сзкека стійкості зводить аналіз до визначення
знаків влести значень оператора А.

Наслідок 5.4.3. При умовах теореми 5.4.1 я. .{тральна ознака
25
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стійкості еквівалентна динамічному критерію стійкості.

Так само, як для задачі про капілярно-звукову форму рівновага, 
вдається побудувати варіаційний принцип стійкості.

Творена 5.4.4. Нехай (Н0,Ф,) - розв'язок задачи (2?), Н0 е

С (ї*£0), », f (<Q,>l)£Q). Тоді задача визначення стійких

віброакустичних форм еквівалентна визначенню строгих мінімумів 
функціоналу

ntHQ.H,.®, )=^[|Scl-coefo{>|S|]+J (xBoidQ- O.2 5J [ісг(Ф,-a,x-a2y-a3f' >г

®о °о

-(V®, )г]й0--0.5|----*----- [Ф1~а1х-а2у-а3г]с1в,

г / і  +^ о > г

де виконані умови зв'язк- між HQ, Ht та Ф,

р вФ, Н.
4Ф1+К k2 (a1x+a2y+a3z) в С^; - --- - -  на ZQ.

311 / 1  + (^0)г
ЗФ.
—  * 0 на S; Ф, = а.х + гцу + а„г на 2L.to 1 1 ~г з о

Останній функціонал допускає спектральний розклад:

П«1п.вг >=̂ i,[j£0j-ooaroti|S|J + j  (iBoxdQ -

«о

1 <8>
де Ф - розклад аадачі (ЗО) за власними функціями:

- вФ
АФ + Г ®  = 0 в tLs Ф = 0 на 2Л; —  = \Ф на <8>.

^  0 вп
Побудовані наближені проекційно-варіаційні методи розв'язку

аадачі про віброкапілярну форму рівноваги в циліндрі колового пере-
ріву, чисельно доелідаані біфуркації фэрм рівноввги. Комп'ютерні
тривимірні графіки Ілюструють існування кдапгпш рнрчррл к ,

■ ?б



яких суттєво змінюється геометрія ьільної поверхні.
• Для задачі про власні значення оператора А сформульований ва­

ріаційний приншш, який є базою для схеми метода Рітца .

Теорема 3.6.1. Нехай виконані умови теореми 5.3.2. Тоді задача
послідовного ( в порядку зростання) визначення власних аначень 
оператора А еквівалентна наступній варіаційний процедурі. Ніг '.ай 
AqcLg(PJ:0) (РІ0 - проекція SQ на Оху) - допустима мнояина функцій

для функціоналів 6V(h,h..®) тв OV0(h,h4,®), (Qq >, h,e^1/2(S0). 
Тоді

r r tv h .v h )  (vH0 ,vh)(7H 0 ,9h ) r
V(h.h.,«) = mln j ------- ГТ7У+ — ---- g~§7g.^|Bo+

h o ,  V i  1<Ж*Н0)2),/г Ti+VvHq ) ) 1
wtn

ht^o “'•-o * *0
<».h,XC0 (».h,)€C0

k  H i . - ^ V ' k 2 (®; -a,x -a 2y -a 3z ) (Ф,^ a ,  ) -< * ,„ Н , )]}h2c?yc!z+

j  {h.<®,r - V hW lz} / /  /  ‘

+ СЦ
Q,‘o

]_

pzo . ■ PI°

де C0= [(®.ht): % v 0(h.h>f®)=0, Oh l'0(h,h,,Ф)=0, h M 0}, a

ev0 (h.h..*). f  2J

га2Ф. бгФ. дгф, і а®, 09,
Ш 1 »  j p ---- L H_ -----  ̂H- h - — ’h ----h на Г.;

[Зі <?x<9y 07 Sxdz 0zJ fly v Oz z 0

\2= win v<h.h,,®)= VOt,,^.,,®.,), де А,- ІЬ€^0: /  h h , ^  -  о} .і
'' h«<f, ' ” o
f*.h, ){C,

C,= {(®.hj: O^fh.h.,®)^, eh v0(h,h#,®)«O, KM,};
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*j= min Vth.h,,®)» де
hfc4Uf

(•.h^ )€Cj_f

Л, ,= (hM, 2: J h h , . , ^  = oj и 

P£o

Cj_(- {(*,h,): 6tv0(h,h ,Ф)=0, \  v0(h,h<f®)=0,

Съснв глава присвячена розв'язку ряду конкретних задач фізика, 
акустики, гідромеханіки, що пов’язані з розв'язком задач про акус­
тичну чи вібровзаєиодію,похідних чи узагальнених від них. За допо­
могою побудов8і~х методів розв’язку відповідній еволюційних задач 
(глави 1-6) досліджено і описано ряд фізичних ефектів, пов'язаних з 
прояюм віброаі. стичного впливу та в в і і ш и у. до аналізу задач, по­
дібних до (6), (26).

В роботі описані еф. .ти провалу та перекиду рідини е обмеженій 
горохвяні при горизонтальних вібраціях. Аналіз проблеми за допомо­
гою ме дів глав 5-6 звсдиться до знаходження мінімуму функціоналу. 
Після використання проекційних методів будується функція кількох 
змінних та обчислюється її мінімум. Це дас змогу нв тільки вичисли­
ти значення частот, при яких втрачає стійкість плоска форма рівно­
ваги, але й побудувати геометрі*, нової форми рівноваги. На конкрет­
них прикладах досліджено вплив віброакустичної дії на частоти й фо­
рми коливання рідини в порохнині.

З використанням методу редукції показано, що під впливом аку­
стичного гол.і рідина в трубі в невагомості починає рухатися від 
акустичною вібратора. Для цього проаналізована трьохфазна задача з 
двома вільними поверхнями, що по структурі подібна до задач (6) (в 
об'ємі, що торкається другої поверхні, всі умови однорідні - відсу­
тній акустичний вібрвтор). На прикладі виписаний сталий реким руху 
й пс;.азвно, що в деяких діапазонах хвильових чисел k t йнується ві­
льна поверхня. Це приводить в реальних гідродинамічних системах до 
проштовхування рідини.

їй конкретних прикладах досліджено вплив поздовжніх вібрацій 
на частоти коливання рідині, в порожнині.

В заключений наведені основні результати, що виносяться на за
хист.
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