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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТFPHCTИКА РОБОТИ

Робота присвячена дослідженню плоского термонапружэного 

стану біля малих крайових тріщин в многозв'Язних пружних тілах, 

якій виникає як наслідок нагріву поверхонь обмежуючих тіло та 

берегів тріщин до певних сталих значень температури.

Актуальність роботи. Елементи конструкцій, які мають в 

поперечному перерізі вигляд многозв"язної площини, широко 

застосовуються в усіх галузях сучасного машинобудування. Б 

багатьох випадках вони працюють в умовах нерівномірного нагрі- 

еу при сталих значеннях температури на контурах, шр обмежують 
ці площини, внаслідок чого поблизу отворів виникає зона під­

вищених напружень. В ціх умовах малі крайові тріщини, або 

інші поверхневі дефекти, які можуть виникати, наприклад, в 

процесі обробки, і які є, практично, в усіх конструкціях, яв­

ляють собою осередки руйнування, з яких починається розвиток 

магістральних тріщин: процес, наслідком якого є локальне, а

вгодом і глобальне руйнування конструкції. Це зумовлює необ­

хідність враховувати дію теплових факторів під час проекту­

вання, мати можливість оцінювати вплив наявних отворів та 

можливих технологічних дефектів поверхні на МІЦНІСТЬ та ДОВГО­
ВІЧНІСТЬ споруди. Але, до теперішнього часу, зважаючи на 

відомі труднощі, ШР виникають при розв'язуванні двовимірних 

многозв”язних задач теоріі пружності і задач крихкого руйну­
вання пружних тіл, послаблених малими крайовими тріщинами, 

подібні дослідження практично не проводились. В зв”ягку з 

цім, створення нових математичних методів та удосконалення 

існуючих підходів до розв'язування задач крихкого руйнування 

при теплових впливах, а також одержання нових числових та 

графічних результатів, які пов'язані в оцінкою впливу отворів 
та тріщин на термонапружений став пружних тіл, становить вели­

кий науковий та практичний інтерес.

Мета роботи полягала в розробці нового ефективного 

підходу до розв'язування плоско: многозв”язноі задачи теоріі 

пружності, иа основі якого можливо було б побудувати за­

гальний розв’язок плоскої задачи термопружності для т»л. по­
слаблених'’ кількома отворами та малими крайовими тріщинами; 

одержанні ефективних розв'язків нових задач лінійної механіки



руйнування скінченних та нескінченних многозв"язних пружних 

тіл з малими крайовими тріщинами під дією теплових факторів, 

та розв'язків нових двовимірних задач стаціонарної теплопро­

відності, які випливають з постановки розглядуваних задач 

термопружності; розрахунку числових значень характеристик 

механіки руйнування в конкретних випадках та дослідженні за­

кономірностей іх зміни в залежності від геометрії області при 

даних теплових умовах.
Загальна методика дослідження. Розв"язування двовимірної 

задачі термопружності для тіл з тріщинами відрізняється від 

розв”язування аналогично! задачі теорії пружності необхідні­

стю визначити розподіл температури в розглядуваній області. 

Для побудови розв'язків задач використовується метод конформ­

них відображень, апроксимуюча функція спеціального вигляду та 

розвинення функцій голоморфних в областях обмежених даними 

контурами в функціональні ряди по поліномах Фабера.

Функція стаціонарного розподілу температури, зображувана 
як дійсна частина комплексного потенціалу теплопровідності, 

визначається з відповідних граничних умов. При застосуванні 

дислокаційної аналогії, многозв"язна задача термопружності 

замінюється еквівалентною силовою задачею, в якій діючі на 

контурах навантаження цілком визначаються розподілом темпе­

ратури в розглядуваній площині.' Розв'язок останньої, шукається 

на підставі запропонованого в роботі нового підходу, у відпо­

відності з яким будуються комплексні потенціали Колосова- 

Мусхелішвілі.для многозв"язної області обмеженої контурами 

довільної форми, один з яких має крайові тріщини.

Наукова новизна. Застосування апарату' функцій комплексної 

змінної та методу конформного відображення для розв'язування 

плоскої задачі теорії пружності, яке набуло розвитку У фунда­

ментальних працях М. І. Мусхелішвілі, ефективне тільки за умови 

можливості побудови аналітичної функції, яка дає конфоррмнє 

відображення розглядуваної області на область, обмежену круго­

вим контуром. З цієї причини спроби шукати розв'язок много- 

вв"язної задачі за допомогою методів теорії функцій стикають­

ся із значними математичними труднощами.

В роботі пропонується новий підхід, за яким, на основі 

комбінації методу Д. І.Шэрмана, узагальненого на випадок мно-
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ГОЗВ”ЯЗНОЇ області, обоженої ДОВІЛЬНОЮ кількість»  простих 

замкнених неперетинаючихся контурів, та методу конформного 

відображення, мнсгозв"язна плоска задача теорії пружності для 

скінченних та нескінченйих тіл, може бути зведена до розв"язу- 

зання однозв"язної задачі для нескінченої області, обмеженої 

одним, довільно обраним, з розглядуваних контурів. При вико­

ристанні методу А. 0. Камінського, запропонований підхід розпо­

всюджується на задачі лінійної механіки руйнування много- 

зв”язних тіл з малими крайовими тріщинами.

В цей спосіб, при застосуванні дислокаційної аналогії, 

побудовано загальний розв'язок плоскої задачі термопружності, 

у відповідності з яким многозв"язна задача зводиться до одно- 
зв"язної задачі, шр у випадку, коли на контур одного з отво­
рів виходять малі крайові тріщини, ефективно розв”язує?ься 

методом М. І. Мусхелішвілі при застосуванні для функції конформ­

ного відображення апроксимуючої функції спеціального вигляду, 
яка'запропонована А. 0. Камінським. При використанні функціо­

нальних рядів по поліномах Фабера, за рахунок переносу части­

ни аналітичної роботи на чисельне визначення коефіцієнтів роз­

винення, значно спрощено реалізацію конформного відображення 
розглядуваних параметричних областей однієї на іншу. В за­

гальному випадку одержано визначальну систему лінійних алгеб­

раїчних рівнянь відносно коефіцієнтів розвинення шуканих ком­

плексних потенціалів Колосова-Мусхелішвілі в степеневі ряди, 

яка є регулярною в усіх розглянутих часткових випадках, щз 
дозволяє шукати її розв'язок за методом послідовних наближень.

Одержано розв"язки нових задач лінійної механіки руйну­

вання при тепловому впливі для скінченних та нескінченних 

многозв”язних двовимірних,.областей з малими крайовими тріщи­

нами, а також розв"язки відповідних нових задач стаціонарної 

теплопровідності. На їх основі сформульовано висновки про 

деякі закономірності розподілу термоналружень біля тріщин в 

многозв"язних пружних тілах при даних теплових умовах.

Ві рогідність одержаних результатів випливає з коректної 
іостановки задач, математично обгрунтованого методу їх роз­

в'язування, контрольованої точності розв"язку визначальних 

різнянь та підтверджується відповідністю числових значень 
розрахованих на основі запропонованого методу для деяких част-
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кових випадків відомих з літератури.
Практичне значення. Результати дослідження молф ь  бути 

використані при проектуванні конструкцій та механизмів, пра­
цюючих в умовах нерівномірного нагріву, для оцінки впливу на­

явних отворів і технологічних дефектів обробки поверхні на 

міцність та довговічність конструкцій. А саме:

- загальний розв'язок стаціонарної плоскої задачи термо­

пружності для многозв'Язних пружних тіл (для побудови РОЗВ'ЯЗ­

КІВ окремих задач, в тому числі і при інших теплових умовах);
- розв'язки розглянутих в роботі задач (для дослідження 

характеристик руйнування пружних тіл іншої геометрії, виготов­

лених з інших матеріалів тощр);
- числові та графичні результати (для оцінки запасу міц­

ності конструкцій відповідної геометрії, що працюють при від­

повідних теплових умовах та ін.).

Робота являється складовою частиною досліджень за ком­

плексним планом науково-дослідної роботи кафедри механіки су­

цільних середозиц Київського університету ім. Тараса Шевченка 

(дерлфеєстрація N 01800098772 ).

Апробація роботи. Матеріали дисертаційної роботи докла­

далися та обговорювалися на науковій конференції їм. акад. 

Кравчука (м.Киїз, квітень 1993 p.), семінарах відділу механі­

ки руйнування матеріалів інституту механіки AH' України 

(м.Київ, 1992 т 1993 р.р.), засіданні проблемної рада механі­
ко-математичного факультету Київського університету ім. Тараса 

Шевченка (вересень 1993 p.),на конференціях молодих науковців 

Київського університету, наукових семінарах кафедри механіки 

суцільних середовищ Київського університету (1991-1993 p.p.)

Основні положення, що виносяться на захист:

1. Метод розв’язування плоскої задачі термопружності для 

многозв'Язних областей з крайовими тріщинами;

2. Розв'язки нових задач лінійної механіки руйнування 

многозв’Язних пружних тіл при заданих на поверхні тіл і бере­

гах тріщин сталих значеннях температури;

2. Результати дослідження залежності характеристик руй­

нування при тепловому впливі від геометрії області.

Публікації. За матеріалами дисертації опубліковано 6 

наукових праць.



Структура і об"єм роботи. Дисертація складається а пе­

редмови, вступу, 4-х глав, висновків та списку літератури. 

Робота викладена на 165 сторінках машинопису, містить 28 ма­

люнків та 2 таблиці. Список літератури налічує 160 назв.

ЗМІСТ РОБОТИ

Передмова відбиває важливість та актуальність питань, шр 

складають предмет дослідження. Тут сформулювало мету роботи 

та основні положення, які виносяться на вахнет.

Вступ містить огляд наукових праць, які присвячені 

розЕ"язанню двовимірних вадач теплопровідності та визначенню 

плоского напружено-деформованого стану, що виникає при діі 

теплових факторів у пружних многозв"язних тілах, послаблених 

отворами з криволінійними контурами та тріщинами.

В першій главі дисертації, що носить допоміжний хара­

ктер, наведені основні співвідношення двовимірної задачі 

теплопровідності, плоскої задачі,термопружності та лінійної 

механіки руйнування. Стисло викладено метод розв'язування 

однозв"язних плоских задач для тіл з тріщинами, в основі 

якого лежить застосування конформного відображення. Побудо­

вано функції, які реалізують конформне відображення області, 

розташованої зовні одиничного кола, на зовні шість  кругового 

та еліптичного отворів з однією або двома малими крайовими 

тріщинами. Побудовані функції апроксимовано поліномами спеці­

ального вигляду. Розглянуто необхідні в подальшому ВІДОМОСТІ 

з теорії поліномів Фабера, та одержане їх зображення в 

області, обмеженій довільним криволінійним контуром, на якій 

виходять малі крайові тріщини.

В другій главі розглянуто плоску задачу термопружності 

для нескінченної многозв"язної області, обмеженої контурами 

довільної форми з крайовими тріщинами. Розглядається тіло 

ізотропне за його тепловими та пружними властивостям*, дефор­

мації вважаються малими, теплофізичні та механичні властиво­

сті не залежать від температури, береги тріщин під час дефор­

мування не стикаються. (

Вважається, що замкнені гладкі криволінійні контури L m 
уп = £ і м та контур отвору L,0 разом з крайовими тріщинами
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вільні від зовнішнього навантаження. В розглядуваній області 

дано стаціонарний розподіл температури Т(х ) -  2  Re F( z )  
де Г( і) - аналітична в цій області функція вигляду

т. *0
що визначається з відповідних граничних умов. В якій: &т, -
деякі дійсні сталі, - довільні точки всередині контурів

Um > roU )  - функція, голоморфна в області S .
Задача полягає у визначенні голоморфнкх в області 5 

функцій і То ( і )  , що задовольняють на кожному з конту­
рів L т , т. -  0, М наступним граничним умовам:

* М  + і £ ( Г )  + - W ) =  2 f ^ ( t ) ,  

де *

/т- (*} -  ~ ] [ _  I (І Am, + В * .)  1*1 ї - Z^l  +
т.-о

+ 1  т̂. 6 ~  )

2  t -  г*. /

- неперервні та однозначні на L п. 7 п *0,.М, функції,. в яких, 

задовольняючи умові однозначності зміщень, слід покласти

^  - коефіцієнт теплового розширення матеріалу пружного тіла, Е
- модуль ЮБга, 61т - лишок функції Г0 { ї )  в точці 2 ^ .

Після введення на кожному з Гладких контурів L , иг= і МWtr 7 ) J
неперервних та однозначних допоміжних функцій ,
які мають задовольняти наступним рівностям

Ш-іїШ г »(.«•),
граничні значення функцій ^ ( 2 )  \ ре /і) на кожному з конту­
рів L m 7 т  — і ,  М , подаються у вигляді
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%  (£) = jm. W + (^) >

Тоді,

у . ( і )  - * . ( * )  -  ^  2 1  ' W ^ f T f  '
m  - і ь

fM )  = /W*) - j f r  2 l  j w ~  ’
m. =1

=£^ I m. >

і розглядувана задача зводиться до визначення регулярних 

всюди зовні контуру L,„ функцій у,с (г) і 'Цс(ї) з граничної 
умови

<А»(0 +■ ■£ І̂ОО ( і )  +■ Yeo №) =  P ( t )  J t  Єг L.0

Це співвідношення являється граничною умовою допоміжно! 

задачі - першої основної задачи плоскої теорії пружності для 

нескінченної одно,ів"язної області, обмеженої контуром ^ а , 
при деякій, поки невідомій, правій частині Р(і-) = Р [ \Х/т (і)],  
яка фізично означає прикладене на L 0 деяке навантаження, 

шр цілком визначається розподілом температури в області S  .
Р>[и/т (-іг)] являє собою Лінійну комбінацію функцій 

ГОЛОМОрфНИХ всередині контуру і  о . Подаючи ЦІ функції у 

вигляді рядів по поліномах Фабера, побудованих для області, 

обмеженої контуром La ,праву частину граничної умови

допоміжної задачи одержимо у вигляді деякого степеневого ряду.

Тоді розв'язування допоміжної задачи ефективно прово­

диться методом конформного відображення (глава 1) і функції 

V’m/ z )  і Уав( і ) одержуються у вигляді деяких операторів
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БІД невідомих ДОПОМІЖНИХ функцій и/т ( і ) г m  = і ,  Л/І 
Подаючи останні у вигляді відрізку ряду фурьє на кожному з 

контурів, та застосовуючі підхід А. 0. Камінського, допоміжну 

задачу за методом рядів зводимо до регулярної системи ліній ­

них алгебраїчних ріенянь.

Штім, підставляючи одержані вирази для У’ов(ї') і f°o(ї )
В РІВНОСТІ, ЗГІДНО ЯКИХ ВВОДИЛИСЬ ДОПОМІЖНІ функції (і)
одержимо системі' лінійних алгебраїчних рівнянь для визначення 

коефіцієнтів їх розвинення в ряди Зурьє.

Поєднуючи обидві системи, одержимо повну систему ліній­

них алгебраїчних РІЕНЯНЬ відносно невідомих коефіцієнтів роз­

винення в ряд функцій і t c c ( z )  , яка є регулярною

і допускає в усіх розглянутих випадках розв"язування за мето­

дом послідовних наближень.

В третій главі дисертаці ї вперше розглянуто задачу про 

термонапружений стан нескінченно: площини з двома круговими 

отворами, коли на контур одного в них виходять дві малі колі­

неарні тріщини рівної довжини. На контурах отворів та берегах 

тріщин підтримуться сталі значення температури. Перед усім, 

одержано розв"язок відповідної нової задачи теплопровідності. 

Розв"язок задачи термопружності одержано у відповідності з її 

загальним розв"язком, побудованим в главі 2. Досліджено вплив 

відстані між центрами отворів, кута між лінією, шр сполучає 

центри отворів та лінією трішин, відносних розмірів отворів 

та довжини тріщин на коефіцієнти інтенсивності термонапрулень 

біля кінців тріщин.

Для перевірки вірогідности запропонованого підходу та 

одержаних числових результатів, визначені напруження <Зе  
на контурі другого (гладкого) отвору. Результати обчислень 

співставлені з даними, одержаними 0. С. Космодаміанським і 

С. 0. Калоєровим іншим підходом для випадку двох гладких круго­

вих отворів.
В цій главі розглянуто також нову задачу про термонапру­

жений стан нескінченної площини, послабленої двома еліптичними 

отворами, коли на контур одного з них виходять дві малі край­
ові тріщини, при даних на контурах отворів та берегах тріщин 

сталих значеннях температури. Одержано розв"язок відповідної 

задачи теплопровідності. На цьому прикладі показано ефектив-



ність аапропонованаго підходу та зручність одержаного за­

гального розв'язку задачи термопружності у випадку, коли конту­

ри отворів відрізняються від кругових. Досліджено вплив геомет­

ричних параметрів еліптичних отворів, відстані між ними та дов­

жини тріщин на коефіцієнти інтенсивності напружень. У випадку, 

коли еліпси вироджуються в кола, одержані числові результати 

співпадають з результатами попередньої задачи.

В четвертій главі досліджується термонапружєний стан скін­
ченної області. Ефективність запропонованого підходу показано 

на прикладі нової задачі про термонапружєний стан еліптичної 

площини з центральним круговим отвором, на контур якого зіхс- 

дять малі крайозі тріщини. На контурах площини та берегах 

тріщин дано сталу температуру. Розв'язано відповідну нову за­

дачу теплопровідності. Досліджено закономірності зміни коефіці­

єнтів інтенсивності термонапружень біля вершин тріщин в залеж­

ності від геометричних параметрів зовнішнього контуру, його 

відносних розмірів в порівнянні з радиусом отвору, орієнтації 

півосей еліпсу ВІДНОСНО ЛІНІЇ трішин та довжини трзшин.

Граничним переходом одержано розв'язок для еліптичної 
площини з гладким круговим отвором. Обчислено значення напру­

жень d>9 на обох і і контурах. Одержані числові значення 

співставлені з результатами, які для аналогичного випадку 

обчислені 0. С. Космодаміанським і С. 0. Калоєровим.

ОСНОВНІ РЕЗУЛЬТАТИ

1. На основі підходів Д. І. Шермана і А. 0. Казанського роз­

роблено метод розв’язування многозв’Язної задачі плоскої тео­

рії пружності для однорідних пружних середовищ, які заповню­

ють скінченну або нескінченну область обмежену лін ією , шр 

складається з кількох простих замкнених контурів довільної 

форми.
2. Набудовано загальний розв'язок плоскої задачи термо­

пружності для многоав’Язних пружних тіл, послаблених малими 

крайовими тріщинами. В загальному зипадку задачу зеєдєно до 

системи лінійних алгебраїчних рівнянь, регулярної в усіх роз­

глянутих часткових випадках.

3. Розв'язано ряд нових задач стаціонарної теплопровід-
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ності і термопружності для скінченних та нескінченних много- 

зв"яаних областей а крайовими тріщинами, коли на контурах 

області та берегах тріщин дано сталі значення температури. 

Визначено коефіцієнти інтенсивності температурних напружень 

при різних геометричних характеристиках областей (відстань 

між центрами, відносні розміри та форма отворів, їх розміще­

ння і орієнтація відносно вісі трішин, довжина тріщин).

4. Проведено аналіз одержаних розв"язків, в результаті 

якого встановлено деякі закономірності зміни характеристик 

руйнування в залежності від геометрії області.
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