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З А Г А Л Ь Н А  Х А Р А К Т Е Р И С Т И К А  Р О Б О Т И

А к т у а л ь н і с т ь  п р о б л е м и .  Вимоги перспек­
тивних галузей машинобудування і приладобудування у використан­
ні тонкостінних конструкційних елементів типу пластин і оболонок 
шаруватої неоднорідної структури,які б мали змогу працювати при 
підвищених зовнішніх навантаженнях детермінованого або випадко­
вого характеру, висувають у розряд актуальних наукові і інженер­
ні проблеми побудови уточнюючих математичних моделей деформуван­
ня і розробці на їх основі теор ії і методів розв ’ язання нових 
більш складних класів динамічних задач.

Використання матеріалів з регульованими фізико-механічними 
властивостями у вигляді окремих шарів неоднорідних оболонок і 
пластин, зокрема тришарових, зменьшує матеріаломісткість виробів, 
покращує їх технологічність, споживчі властивості і конструктив­
ну надійність,що обумовлює в значній мірі якість продукції, ї ї  
довговічність в експлуатації.

Сьогодні відома велика кількість матеріалів, які вже на по­
чатковій стадії деформування в практично важливій зоні деформа­
цій 0 ,1—1,5% проявляють відхилення від закону Гука. Деякі із  та­
ких матеріалів вже знайшли застосування як середній шар тришаро­
вих конструкцій, а подальше їх використання буде значно розширю­
ватись.

Застосування у вигляді середнього шару матеріалів, які ма­
ють нелінійно-пружні властивості з врахуванням деформацій в по­
перечному напрямку значно ускладнюють побудову варіантів нелі­
нійної т е о р ії. Додаткове врахування ефектів поперечного зсуву в 
зовнішніх ортотропних шарах веде до результатів, узагальнюючих 
ряд відомих фізико-кінематичних моделей.

На цей час переважна більшість досліджень по нелінійній ди­
наміці конструкцій виконана в припущенні лінійної залежності між 
напруженнями і деформаціями і детермінованому характері наванта­
жень. Тому актуальною залишається проблема розробки адекватних 
напружно-деформованому стану тришарового пакета математичних мо­
делей, побудові на їх основі теорій і аналітичних методів роз­
в ’ язку нелінійних задач динаміки тришарових оболонок складної 
внутрішньої структури.

М е т о ю  р о б о т и  є :
І) розробка варіанта нелінійної теор ії деформування, при­

стосовно до тришарових оболонок, утворених із нелінійно-пружно­
го стисливого матеріалу середнього шару і податливих на попе­
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речний зсув зовнішніх ортотропних шарів;
2) здобуття пристосованих для практичного використання рів­

нянь, які дають змогу розв ’ язувати складні задачі нелінійної ди­
наміки;

3) застосування і розвиток відомих аналітичних методів дос­
ліджень до систем нелінійних диференціальних рівнянь і вивчення 
на їх основі динаміки детермінованих і випадкових процесів три­
шарових оболонок і пластин.

Н а у к о в а  н о в и з н а  дисертації полягає у наступ­
ному:

1) для нелінійно-пружного середнього шару утримані шість 
компонент тензора напружень з урахуванням функцій середнього по- 
довженя і квадрату інтенсивності деформацій зсуву при квадратич­
ному законі стисненя по товщині;

2) побудовані нові математичні моделі деформування тришаро­
вих оболонок і пластин, які зображені варіаційними рівняннями 
відносно деформацій шарів і системами нелінійних диференціальних 
рівнянь відносно переміщень;

3) одержані нелінійні диференціальні рівняння відносно амп­
літуд поперечних коливань серединних поверхнень шарів і їх коре­
ляційних функцій, які призначені для досліджень поведінки вільно 
опертих пологих оболонок при детермінованій і випадкових д іях;

4) розвинені аналітичні методи дослідження динамічних задач 
стосовано до нелінійно-пружних тришарових оболонок складної внут­
рішньої структури;

5) розв’ язані нові класи задач, виявлені якісно нові меха­
нічні ефекти пов’ язані з урахуванням впливу нелінійно-пружних 
факторів на інтегральні характеристики динамічних процесів.

В і р о г і д н і с т ь  р е з у л ь т а т і в .  В ірогід­
ність головних наукових положень і побудованих математичних мо­
делей забезпечена використанням при їх формулюванні експеримен­
тально обгрунтованих законії деформування ортотропних і неліній­
но-пружних ізотропних т іл , а також варіаційних принципів класич­
ної механіки. В ірогідність кількісних і якісних результатів роз­
рахунків динамічних задач визначається аналітичними розв’ язками 
диференціальних рівнянь, вибором апробованих, з достатньою точ­
ністю апроксимуючих рішення функцій, а також оцінками збіжностей 
розв’ язків у нових задачах динаміки і порівняннями одержаних ре­
зультатів з вже відомими.
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П р а к т и ч н а  ц і н н і с т ь  роботи полягає в тому, 
що запропонована узагальнена теорія і методи ї ї  реалізації є ос­
новою досліджень великого кола прикладних задач, зокрема для 
вивчення низькочастотних динамічних процесів тришарових оболонок
і пластин несиметричної будови, шари яких виготовлені із  компо­
зитних матеріалів різнорідної структури. Одержані розв ’ язки і 
графічний ілюстраційний матеріал дозволяють обгрунтовано і з до­
статньою вірогідністю  прогнозувати поведінку проектуємих триша­
рових тонкостінних елементів конструкцій при динамічних діях ви­
падкового або детермінованого характеру, приймати до уваги вплив 
специфічних механічних ефектів, які установлені при урахуванні 
нелінійної пружності середнього шару.

Дослідження, наведені у дисертації, виконані згідно плану 
НДР вузів у галузі механіки на 1985-90 pp. МВССО СРСР і плану 
пріоритетних наукових досліджень на 1992-94 pp. Міністерства ос­
віти України. Окремі результати роботи використані у проектній 
практиці КБ "Південне" і КБ Запорізького енерго-механічного за­
воду.

А п р о б а ц і я  р о б о т и .  Окремі результати роботи 
доповідались і обговорювались: на II і Ш Всесоюзних нарадах-семі- 
нарах молодих науковців "Актуальные проблемы механики оболочек" 
/Казань,1985,1988/, на II Всесоюзному симпозіумі "Устойчивость в 
механике деформируемого твердого тела" /К ал ін ін ,1986/, на И і Ш 
Всесоюзних конференціях з механіки неоднорідних структур /Л ьвів, 
1987,1991/, на ХІУ, ХУ Всесоюзних конференціях з теор ії пластин
і оболонок /К у т а іс і ,1987; Казань,1990/, на УІ Всесоюзній конфе­
ренції з композитних матеріалів /Ленінакан,І987/, на Ш Всесоюз­
ній конференції "Современные проблемы строительной механики и 
прочности летательных аппратов" /Казань,1988/, на Ш науково- 
технічній конференції "Повышение надежности и долговечности ма­
шин и сооружений" /Запоріжжя,1988/, на Ш Всесоюзній конференції 
"Прочность, жесткость и технологичность изделий из композицион­
ных материалов" /Запоріжжя,1989/, на Всесоюзній конференції ' 
"Технологические проблемы прочности несущих конструкций" /Запо­
ріжжя, 1991/, на міжреспубліканському науковому семінарі "Техно­
логические проблемы прочности" /Подольск,1992/.

Дисертація в цілому доповідалась на семінарі відділу дина­
міки та стійкості суцільних середовищ Інституту механіки АН Ук­
раїни /К и їв ,1993 р . / ,  на семінарі Інституту технічної механіки
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АН України /Дніпропетровськ,1993 р . / ,  на семінарі Київського ав- 
томобільно-дорожного інституту /1993 р . / ,  на семінарі кафедри 
опору матеріалів і будівельної механіки Запорізького індустрі­
ального інституту /1993 р . / .

П у б л і к а ц і ї .  Основний зміст дисертації опублікоба- 
но у 23 наукових роботах.

С т р у к т у р а  і о б ’ є м р о б о т и .  Дисертаційна 
робота складається із  вступу, п ’ яти глав, висновку і бібліогра­
ф ії .  Ї ї  загальний об ’ єм складає 251 сторінку машинописного текс­
ту, включаючи 32 рисунка, 5 таблиць і список літератури із 178 
найменувань.

О С Н О В Н И Й  З М І С Т  Р О Б О Т И

У вступі наведено огляд робіт , які містять наукові положен­
ня, необхідні для обгрунтування теоретичних і методичних основ 
розробки теор ії тришарових оболонок, окремі шари яких утворені 
із  нелінійно-пружних і ортотропних матеріалів; подані постановки 
нелінійних задач і методи їх розв’ язання, аналіз якісних і кіль­
кісних результатів. Обгрунтована актуальність виконаних в дисер­
тації досліджень, сформульована ціль і наукова новизна дисерта­
ц і ї ,  подана коротка анотація роботи по главам і головні наукові 
результати, які виносяться на захист.

Відзначено, що до теперішнього часу відома велика кількість 
публікацій, присвячених теор ії і методам розрахунку тришарових 
оболонок, а фундаментальним внеском у цьому напрямі є дослідження
A.Я.Александрова, А .0 .Амбарцум’ яна, Л.Е.Брюккера, Е.І.Григолюка, 
К.З.Галімова, М.А.Ільгамова, Л.М.Куршина, Х.М.Муштарі, О.П.Пруса- 
кова, Е.Рейснера, О.В.Саченкова, П.П.Чулкова. Питанням побудови 
уточнюючих теорій ортотропних, трансверсально-ізотропних і шару­
ватих оболонок відводилась велика увага в працях М.А.Алфутова,
B.В.Болотіна, Г.А.Ваніна , А.Т.Василенка, Б.Л.Пелеха, В.Г.Піску- 
нова, 0 .0 .Рассказова, В.С.Саркісяна, М.О.Шульги.

Розвиток нелінійної теор ії і методів розв’ язання динамічних 
задач обумовлений результатами, одержаними В.В.Болотіним, А.С. 
Вольміром, В.Ц.Гнуні, О.М.Гузем, М.А.Ільгамовим, В.Д.Кубенко, 
П.М.Огі баловим, Г.Шмідтом, В.Флюге.

Відмічено істотний внесок у питання побудови визначальних 
співвідношень для нелінійно-пружних т іл , розв ’ язання деяких кла­
с ів  фізично-нелінійних задач статики і концентрації напружень 
біля отворів, який зробили О.М.Гузь, Г.Каудерер, Ю.М.Немиш,
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Г.М.Савін, 1 .Г.Терегулов, Л.О.Толокоилков, І.А.Цурпал, І.С .Чер- 
нишенко та інші.

В п е р ш і й  г л а в і  побудований варіант нелінійної 
теорії тришарових пологих оболонок, який відрізняється врахуван­
ням поперечних деформацій зсуву в зовнішніх шарах і нелінійно- 
пружних властивостей в стисливому матеріалі середнього шару.

Напруження в матеріалах зовнішніх ортотропних шарів описані 
законом Гука

h * Z  ̂h + S', :
/І/

+  *̂12 ^22^4- + *̂21 »

^66 -̂ХЦ. '• ~ ^55 .

Для шару — виконуються т і ж співвідношен­
ня / І / ,  помічені для відзнаки індексом / х / .

Напружений стан в середньому шарі описується співвідношен­
нями Каудерера

-h  4 Z ^ h  :

6«-3i<x(61)I1+ 2 g K $ J )(63t-6 „)l T4 .G'f(V,2)?!4t, 

6 г з К Х С « ? „ + ^ & Т ( Ф 0г ) ( Ц - £ „ ) - ,  ?x,"GTC¥’ )IM i / 2 /  

Se= ЗІ?x(£„)£„ + 2 GT(V„2) (£ ,- £„■) і Т G T C V J ) , 

де £ .=  - 5 С £ ^ ё ^ 6 » ) - , х ( £ . ^ ^ х 26(2., T ( Y J ) . i + T 2$ b\

Використовуючи принцип Лагранжа, одержано варіаційне р ів­
няння відносно деформацій 

VS,

( K 15^ + K 2? 4 + K A54 + K 5 ^ + K 6 ^ V
/ 4 /

+ I  (K ,S £ X + K 2S£^+ К 3Ї£ г + К ^ £ Ху + К 5^£Х2+ К 6?£уг) +
h

-h
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-h

+  j  ( к х s £ * ) ] ^ -  
-h-fr,

^<"2(B11£x -»-Bi2£^) j K2= 2 (B 22S.£+ В12£ж̂  ;

К4=2В66£ зс̂  > К5=2В 55£з;г •> К6=2В4А.&̂ г ;

K ...= K - ( £ , . е » #- , г » , м ї » , - ) »  

к ; - 2 ( в ; ^ + в ^ ) ; . . . ,  к ; = 2 в : , е ; г .

Із рівняння / 4 /  при розгляді різних кінематичних гіпотез в 
рамках геометрично-лінійної теорії одержуються як відом і, так і 
нові диференціальні рівняння деформованого стану оболонок.

Реалізован варіант, коли для податливих на поперечний зсув 
зовнішніх шарів прийнята поперечна модель зсуву типу С.П.Тимо- 
шенка

4 4
h * 2 < h + S ;: '>

і=4 1=4
v '  Л  *  /S /

-h -^ 2< 2 ^ -h  ••
i=1 {.=4

\ С г ) -А * (8 -1  і A3( z ) = z - h - |  •, J l* (* )= 2 + h + § } ^(z>j\J(z)=0j
З з

•» ^ * = 2  ;
»=* *=1
Р г Р Г =1 • Р »= Р>= 0 -

Для поздовжних переміщень середнього шару 
прийнята гіпотеза розподілу по товщині, яка аналогічна закону 
С.О.Амбарцум’ яна, а для прогинів враховано поперечне стиснення 
по параболічному закону.

Використані далі умови сполучення при відсутності взаємних
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зсунень поверхнень шарів Z=-±H дали змогу виразити через 
функції U-t , і5(, , переміщення заповнювача зображені у вигля­
ді 4

^ * ( 3 C ^ ) h 2(2)C-(z) ;

~  * 3
5 = 2  ^ зс^ ) ^ г )+ 2 Ч і ( і ; ^ б (г)<:і (г) ; /6/i=< , И  '

з

^ - Е ч ( ї ^ с і (г )  •> c i ( z ) = ^ 1 + f b

2
c5W - l - ( - f ) 2

Тут Q^(z ) , ^ ( г ) , h2(z-) f h6(z) _ вирази, які визначають
зміну тангенціальних переміщень по товщині середнього шару; ,
tJ 2 і и ї3 -  прогини серединних поверхнень зовнішніх шарів і се­

реднього шару. і
Враховуючи / 5 / , / б /  із  / 4 /  одержана система нелінійних ди­

ференціальних рівнянь в переміщеннях для оболонок з податливими 
на поперечний зсув /малою зсувною жорсткістю/ зовнішніми шарами. 
Ця система містить сім шуканих функцій переміщень U.-̂  , tfj. , ь5^
/ І- =1,2; £ = 1 ,2 ,3 /  і чотири функції / о = 3 , 4 / ,  визначаючі кути 
поворотів нормалей до серединних поверхнень зовнішніх шарів. Ї ї  
структура має вигляд 

h+5 ^
$ [^ s (K i,x  * , ^ , * К 5]с1г + 5 [as(K1jX, KAiJ (a %2K5]d2+

-h
h -h

-h-S,

h+S-, H

\[hb( } !AŜ  К 6jcL* +  ̂[ ^ s С ,  K4>x) ,
h , _ h

-h  /8 /

U ^ w X ^ . V X ] - 1* - 0 '

-h-S2 .
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h+S, h ^

S ^ 1 ,^ 2 ,  ,  K 6 ^ p t cbs +  I  [^1.
h -И

^ 3 > ^a,3c<j. * ^ 5,1 » ^6,i^> Сг(г ) г С ^г Сг)} h2(z )> h 6(z )J d i +

-h

+ J ( K 4, K2 f K Sx , K 6̂ )p*c{i=<y*4)pt + ^ 2(a:;y.)p*  ̂ /g/ 
-h - S 2

/ S = I ........ 4 ; г  = 1 ,2 ,3 /.

При розгляді задач динаміки права частина рівнянь / 9 /  до­
повнюється членами, які враховують поперечну інерцію оболонки і 
демпфування.

Із контурного інтеграла варіаційного рівняння / 4 /  отримані 
граничні умови, на основі яких моделюються всілякі симетричні і 
несиметричні кріплення шарів на контурі.

Виконані спрощуючі перетворення, які дозволили варіаційним 
шляхом перейти до диференціальних рівнянь руху оболонки з жорст­
кими на поперечний зсув зовнішніми шарами. В цьому випадку рів­
няння записані відносно переміщень , і5* , / £ = 1 ,2 ;  j - I ,
2 ,3 / .

Одержані результати мають узагальнений характер і дозволя­
ють суттєві спрощення на випадки лінійного закону поперечного 
стиснення і нехтування стисненням взагалі, тобто, приймаючи, що 

t^3= або bS{=bS2=lS3=bS. Так, враховуючи додатково
<Зг ^ 0  , ( £ *  + £«*) із  Z7/ " / 9/  У випадку нехтування

стисненням одержані нелінійні диференціальні рівняння відносно 
п ’ яти функцій переміщень і чотирьох функцій, визначаючих кути 
поворотів нормалей.

В межах геометрично-лінійної теорії з залученням визначаль­
них співвідношень / 2 /  побудована модель нелінійно-пружної основи, 
в якій прийнято, що горизонтальні переміщення відсутн і, а верти­
кальні характеризуються тільки однією функцією <р(^) , тобто ,

£ г -  'Ц? 5 £ гЛ ^2,Х  ¥  > Єщ  і

e z0= 3 K 0X (60)8 0 4-2G0f ( V 02)(£ a -£ o )>
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T L - G0W 02) ^  > t ^ G 0X (V 02) f ^  ,

£0= e,e/3  •, Y 02= 2/з[Уз .

Із умови рівноваги елемента основи товщиною Н визначена 
його реакція, яка узагальнює результати В.3 .Власова, М.М.Леонт’ є -  
ва на випадок нелінійної пружності матеріалу. Ї ї  можна навести у 
вигляді

<7Х

+ Я и е ,( 4 ^ 2

В д р у г і й  г л а в і  одержані рівняння динаміки виль- 
но опертих оболонок, які записані відносно амплітуд прогинів се­
рединних поверхнень шарів , §2С*0 ,

Деформації в шарах оболонок визначені після приняття апрок- 
симуючих переміщення і кути поворотів функцій у тригонометрично­
му вигляді. Виконав лінеаризацію у виразах деформацій середнього 
шару відносно амплітуд тангенціальних переміщень і
тригонометричних функцій, записані вирази для К. , ( 1 .  і, 1\

/гу / /о / . > ; ЧІрівнянь / 7 / , / 8 / ,  що дало змогу зв ’ язати

^  К ь і

ї ; Ш - д ' (  2  Д І Л ®  + 2

/ t =  1.........4/.

Тоді із / 9 /  виходить система нелінійних диференціальних 
рівнянь відносно амплітуд поперечних коливань

( m :  і , „  + С* 5,_t )  Pt +  ( m ;  § 2_tt 4. ^  I  м )  p .  +
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+ 3 т̂ 5 Ізлк+ С з Із Л) Р Г + 2 ^ к І к  + 2 Л кі1Ік^ І е +
к-i w,̂ ,e / І0/

+ 2 К^Ы М Л^  я>>р*+я-'wp* ,
/ г  = 1 ,2 ,3 /.

Для системи /1 0 / ,  яка згідно / 3 /  містить параметри 1Г2 , Х2 , 
характеризуючі малу фізичну нелінійність пружного матеріалу за­
повнювача застосовано метод розкладу в ряди по малому параметру 

Л = Т2 К - (& 1+ 3 G  2К )  1 і сформульовані рекурентні систе 
ми неоднорідних лінійних рівнянь.

Нехтуючи врахуванням поперечного стиску і впроваджуючи такі 
позначення

При взаємодії оболонки з пружньою основою його реакція ви­
значається виразом

В т р е т і й  г л а в і  розглянуті застосування розробле­
ної некласичної теорії і методів ї ї  реалізації. Досліджені дина­
мічні процеси в тришарових оболонках і пластинах при поперечному 
навантажені. Рекурентні системи рівнянь наведені в такому вигля-

М~ mf+m* + -| т*-, c»c^c*4--|cj •,

F,-S(A«V^ ) 1 F2- S S < l t;
ги  г=* k,j,e

f5- s  2  л;;ета,
г н  кл,£,т,и

із  /Ю / одержано рівняння поперечних коливань

Ml,«+c|,t+rl|W+F43(t)+F5|5(t).VM. /п/

1- ' г,о & М +  f f c ) .

з



де J 4 = I , 2 , . . . -  номер наближення в розкладі по малому параметру
Л .

Проаналізовані умови і можливі випадки коливних процесів в 
тришарових оболонках при д і ї  зовнішніх збурних факторів ,

• Для цього робилось припущення відносно виконання умов 
додатності головних діагональних мінорів матриці Рауса-Гурвіца, 
побудованої для характеристичного рівняння системи /1 2 /

с06+ а̂ о;5+ а2со4+ а3с03+ а̂ со2+ а5о) + а6= 0, /14/

де CLV...,С16 -  коефіцієнти, які одержані при розгортанні визнач­
ника.

Розглянуті стій к існ і коливальні рухи оболонки, які можливі 
при трьох випадках коренів рівняння /1 4 /

4) CJ%2= -  ̂  ±Р<І і о)ЗЛ= -  оc2±pzi cJ5>6= -oL3 ±^3І .

2) С012 = -  oti ± L2 ±f>zi  •, с05 б < 0  ;

3) U)s2 = - 0С1± р і і  і O)v . . 6 < 0 .

Рішення задачи зображено в вигляді суми розв ’ язків систем 
/1 2 /  і / І З / ,  де частинні розв’ язки визначено методом варіації 
довільних сталих, а загальні -  при початкових амплітудах зсунень 

$ %о(0 ) і швидкостей | lo<t(0 ).
Аналогічний вигляд має рішення задачі при равномірному стис-

-  ІЗ -  

з

mz i j o , « + С2 ^ к° ”  '  /1 2 /

К ї ^ і ^ и ^ л ' Г і . - о ,
к*4

m i lij< ,tt+ с ' + 2  A Ki kJ<=
lc»1

3 (2) / І3 /  т 2 ігн.̂ і4'0̂  І2^+ X  Ак|к}<= П1Г№),
w-<

3 m s l 3j.,*t+  з  Сз t j j^ t  +  2 - ^ ц  Iwj»* ^ з р Ш ,
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ленні заповнювача. Тут характеристичне рівняння має четвертий по­
рядок і можливі два випадка коренів.

Розглянута задача малошвидкісного поперечного удару кулею 
по поверхні тришарової пластинки. Зсунення спадного т іл а , які 
відраховуються від точки зіткнення з пластинкою в початковий мо­
мент часу, визначаються із  диференціального рівняння

m s — т . '

Вважається, що повне зсунення складається із  місцевого 
стиску о б (Р ) і динамічного прогину и с з с ^ г Л ). Тоді рішення 
може бути зображено в вигляді функціонального рівняння типу Тімо- 
шенка, в якому місцевий стиск визначається по теор ії Герца °і-(Р)=
= к Р 2̂3 , а прогини пластинки одержані методом малого параметру 
із  рівняння / I I /  при навантажені ĉ mil= 4 P(t)

0 0

+ Wo* c o s j i t ] + i

де m  , i f  -  маса і швидкість кулі в момент часу -Ь=0; VS*, i f *  -  
початкові умови в точці удара, яка має координати ; а. , -& -
розміри пластинки.

В випадку, коли динамічна контактна сила перевершує деяке 
граничне значення, яке визначається теорією Герца, то нехтування 
пластичними деформаціями вносить суттєві спотворення в динаміку 
розглядаємого процесу, веде до похибок в обчисленні Р(-Ь) , S ,
•иг . Тому тут для розв'язку задачі використана пружно-пластична 

модель локального деформування в зоні удару, яка запропонована в 
роботі В .М.Александрова, И.Г.Кадомцева, Л.Б.Царюка і добре погод-
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жується з теорією і експериментом: 
г

^/3
>к р sup Р(С)^

^ ( Р Н к , р
Уъ ot [supPCO], supP(i)>P

( i + j5.°)c0p v2+ a ( i - ^ ) p ,  sup p ( i ) = p

sup P(0>P

де k , P 1 -  коефіцієнт і  граничне значення сили по теор ії Герца; 
обр -  пластична компонента місцевого стиску. Інтервал часу сп ів­
удару поділено на малі елементи ДТ , після чого рівняння /1 5 /  
інтегрується чисельно і крок за кроком обчислюються значення 
зсувів , прогинів і контактних сил по ітераційній схемі М.А.Кіль- 
чевського, в яку внесені доповнення відповідно складності зада­
ч і .

На рис.І показано випадок центрального удару сталевою ку­
лею радіуса R = 0 ,0 I м з швидкістю т5^=0,3 м /с , С=0 і початко­
вими умовами а^=І0-  ̂ м /с , гЛ ^О. Тут-суцільні л ін ії відпові­
дають рішенням лінійної / А =0, криві Р в , v f0 , £ 0 /  і нелінійно- 
пружньої / з  урахуванням третього наближення/задач, а штриховими 
лініями наведені результати розрахунку з урахуванням другого на­
ближення .

Розглядався випадок нелінійності "м’ якого" типу, тому про­
гини виявились більшими, ніж для відповідної лінійної задачі. 
Урахування вищих наближень в розкладі по параметру привело до 
збільшення прогинів, зменшення значень контактних сил з розход- 
женнямй між другим і  третім наближеннями в області максимальних 
значень не перебільшуючими 1,5%.

Було встановлено, що при малих 1Ґ0 початкові умови можуть 
здійснити суттєвий вплив на прояв пластинкою ї ї  нелінійно-пруж­
них властивостей. При ^ * ^ 0 ,  вплив нелінійної пруж­
ності не виявляється, так як система стає більш "жорсткою" по 
відношенню до поперечного навантаження, і прогини не виходять за 
межи нескінченно малих значень. Якщо ь ї * > 0  і гГ’ * >  0 , то
вже на початковому етапі одержані розрахункові прогини виявля­
ються значними, і вплив нелінійної пружності помітний. При
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b S * =  V60('S1 + 2tl + S2') врахування нелінійно-пружних властивос­
тей привело до таких результатів, коли розгляд задачі з прийня­
тими параметрами в рамках впроваджених припущень стає неможли­
вим.

На ри с.2 показано характер перебігу процеса удару при 1^= 
=0,7 м /с , ьГ*= 0 , tf*=0 и іГо*-=0,0І м /с . Результати засвідчують 
про замітний вплив початкових умов на поведінку нелінійно-пруж­
ної пластинки. ИЬриховими лініями наведені результати для ліній­
ної задачі, а суцільними -  для нелінійної з урахуванням третього 
наближення. Крива І відповідає розрахунку із параметрами С =2,5 
МПа-с-м- ^, \ї*=0; крива 2 -  С =2,5 МПа-с-м- ^, 'U'^O.OI м /с ; кри­
ві 3,4 -  <2=0, аГ#=0,0І м /с і if*=0 відповідно; крива 5 -  С =0, 

крива б -  С =0, if*= 0 ,0 I м /с . Наведений графічний мате­
ріал засвідчує, що при врахуванні демпфування система виявля­
ється менш чутливою до розглянутих початкових умов, і тому вплив 
нелінійної пружності на прогини і контактні сили зменьшується.

В ч е т в е р т і й  г л а в і  досліджена ст ій к ість  обо­
лонок при д і ї  періодичних і лінійно зростаючих динамічних сил.

Досліджена поведінка оболонок в головній області динамічної 
нестійкості, коли по контурам зовнішніх шарів діють нормальні 
навантаження

Nx r N „ + N ticob9h і N ^ N " + N „ 0 * 9* , NX2 = . . .  ; N ^ ...

Рішення /1 0 /  шукається в стандартному вигляді. Після лінеариза­
ц ії тригонометричних функцій амплітудно-частотні залежності ви­
значаються із  системи шести нелінійних рівнянь

2- ( | ) г [ р , < С , і + р * т ; С ! І  +  | р * Х Є з і ] ї

+ [ р г с 1 + р Г С2 ^23-1 + 'з ^3 С’зз-t] +

- m ; ( 9 : r ) 2( i ^ n c ^ < ( Q 2 ) 2 ( i ^ ) C 21 +

+ Л С • -*- У  Л Г(і) +  У  Л Са) =0+ А зЦ , , -* -  Z ji A kj t C k|t + и ,

/ 1 = 1 ,2 ;  fc = 1 ,2 ,3 /, J ” ЛНБ ім. Б. Стефани '
А Н  України і
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В /1 6 / верхні позначення відносяться до рівнянь 1=1, ниж­
ні -  до рівнянь С =2, а позначені коефіцієнти мають вигляд

-М . 0,5 N*'ten,*! f i t )  p

К -  ы« * i£ )pt /I7 /

Ю а-^.[лГ-ми(^+2̂ )Рг] ,
“  одержуються з /1 7 /  при замінах І -» 2, Рг — Р^*.

Рішення ц іє ї задачі одержано і для лінійної моделі стисли­
вості середнього шару. В цьому випадку замість /1 6 /  одержана 
система чотирьох рівнянь / 1 = 1 ,2 / ,  в якій вирази /1 7 /  зберігають 
свій вигляд, але в них необхідно замінити на коефіцієнти
відповідні рівнянням з лінійною стисливосте.

Розглянута стійкість оболонки при д ії  по контурам зовнішніх 
шарів зсувних навантажень A/f -  N01 + Ni1 c o s  dir , N2~ N„2 +
+ N±2 co sB t  . Система шести рівнянь вигляду /1 6 / ,  яка установлює 

амплітудно-частотні залежності для ц іє ї задачі, одержана після 
інтегрування /1 0 / методом Бубнова-Гальоркіна, підстановки в пра­
ві частини рівнянь виразів

і розкладу амплітуд / к = І , 2 , 3 /  по ортогональним тригоно­
метричним функціям. Тут замість коефіцієнтів /1 7 /  враховується

. W  fin  М-ы

а -л ,™  г ’  / ї в /
СХ-Цс.тп.

ГГ,4 ik.mn.

a J 4 ^  . ( 2 ^ ) 2 одержуються при заміні індексів 1 - 2 ,  рг— f* * ;
a .v m -  визначаються інтегралами від тригонометрич­

них функцій координат. Розглянута також задача, коли стисливість
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середнього шару здійснюється по лінійному закону.
На основі рівняння/ІІ/ вивчена стійкість оболонок при стис­

ку і при зсуві контура зовнішніх шарів періодичними навантажен­
нями. При д і ї  на оболонку стискуючих сил, рівняння типу Дуффін- 
га має вигляд

і , « +  й  І * +  ( ‘ - 2f<t c o s 0t ) S " -  Й  f *  j |  f  0 >

де J \  -  коефіцієнт збудження; -  частота власних коливань. 
Апроксимуюча функція прийнята в вигляді

іО О а

після чого приходимо до рівнянь, дійсні рішення яких установлю­
ють залежність амплітуди від  відношень частот

I. Л і  p f  +  1 .  - 5 _  д 2+ і - ( J L y ±  д L , 2 _ k ( J L f =о / і 9 /  
8 M Q t2 4 MQ* v Q t /  VP* ’

де /IZ- C , ^  -  квадрат амплітуди поперечних коливань оболонки.
Розв’ язок рівняння /1 9 /  зображено виразом

і2л Г 3 Яг . г /3  Ег \2 8 MQ+ f , /  0 ' \2
{ Н щ ЬЗ

М
/20/

На рис.З наведені амплітудно-частотиі залежності, одержані 
в результаті розрахунку по формулі /2 0 /  для випадку усталених 
коливань панелі без врахування демпфування при д і ї  по контуру 
стискуючих періодичних навантажень. Розрахунок проводився для 
параметрів навантаження N„=10^ кН/м, ^ і = 0 ,4 ,  розмірах CL = 
=0,6 м, =0,4 м, ^і/52=3, §г= h^=I0-3 м і для заповнювача з
характеристиками Y2 , Х 2 =0. Криві І відповідають
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о 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 і,е JL
2 Q t

Рис. З

! о і о ь ,м N0 , н A N , , н ІО2 ^ ,  
% N°

J\2N 2 ,н t q 2 Л 2  N 2

w %  n . + m ;

Ыкр , H

3 -171 -0 ,48 -12 -0 ,03 35355
6 35538 -683 -1 ,92 -99 -0 ,28 34756
9 34483 -1537 -4 ,32 -334 -0 ,9 8 33667 '■

12 -2733 . -7 ,69 -792 -2 ,41 32013
15 -4270 - 12,01 -1547. -4 ,94 29721
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пластинці ■R,=Ra= ° °  , а криві 2 -  циліндричній панелі м*
Вигляд графічних залежностей якісно погоджується з відомими ре­
зультатами, якщо врахувати, що розглянутий випадок нелінійної 
пружності "м’ якого" типу. Явище перекидання, яке при цьому спо­
стерігається, виражається в зміни стійких віток рішень /суцільні 
л ін і ї /  на нестійкі вітки /штрихові л ін і ї /  і навпаки -  при розво­
роті резонансних кривих в напрямку нелінійності "м ’ якого" типу. 
Одержані результати погоджуються з висновками Г.Шмідта, коли для 
урахованого у відновлюючій силі доданка п ’ ятого степеня вірна 
умова Р ^ с О .  Якщо F2 F3> 0 ,  т0 спостерігається уточнення роз­
в ’ язку рівняння Дуффінга.

На прикладі задачі статичної стійкості подовженої пластин­
ки симетричної побудови проведено порівняння результатів розра­
хунків з відомими літературними джерелами, а також вивчена збіж­
ність метода малого параметру. Розглянута пластинка з розмірами 

& =І*І0_3 м, й = 8 >10~3 м і довжиною Л =0,4 м. Розрахунки прово­
дились при механічних характеристиках ізотропних зовнішніх шарів 
•^=0,27, & =8-І04 МПа і заповнювача G =8,7*10^ МЛа, К = І ,8 2 -І0^

гч/ Л

МПа, Т2 = -8 ‘ І0 . Збіжність методу малого параметру досліджено на 
числовому аналізі результатів розрахунків критичних сил, які на­
ведені в таблиці при різних значеннях амплітуди |0 . Здобута ве­
личина критичної сили М0 лінійної задачі підвищує на 3,06% ре­
зультат, обчислений на основі розв’ язку О.П.Прусакова, який на­
ведено в знаменнику. При амплітуді прогину § 0 =3*6-ІО~^ м вплив 
нелінійно-пружних властивостей незначний. Але вже при амплітудах 

|0 рівних 0,083% товщини, врахування нелінійної пружності змен­
шує одержане значення М̂ р на 16,37%.

Розв’ язана задача динамічної стійкості тришарової оболонки 
при д ії  лінійно наростаючих навантажень

Де -  темп навантаження, " tK-  критичний час, 0 <ЛГ ^  І . Для 
апроксимуючої функції використана функція

Мх -  Mft > Ч Nfi • -Ь -  ,

і (  o t  + -2 . o \
f < o - L e /2 1 /

яка задовольняє умовам |(0) = = 0 .
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середній шар: І -  вініпласт, 2 -  ДІ6-Т 

Рис. 4

І _ N,=I05 кН/Гм-с); 2 -  /^=І0б кН /ґм -с); 

3v - N,=I07 кН/(м-с)
Рис.5
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Застосовуючи теоретико-експериментальний метод О.В.Саченко- 
ва із  / I I /  з урахуванням /2 1 /  одержано енергетичний функціонал

3 * 2 М1" '  І  +  С W І т *  + 1  Fl 1 і ' ® *  +
° і ° 1 0 

+  £  F2 J§\т) Ат + 1 F 3 f  ! 6( t U t -
о о

1
- Nt і к + V Рп) J J т І ТО |,t (т) ̂  •

° э э  э э
Із умов м ін ім іза ц ії ~gJT і виходить система двух

нелінійних алгебраїчних рівнянь для визначення критичного часу і 
хвильового числа /при J3п = co n s t/ в залежності від парамет­
рів А/, , Ч , L . Результати розрахунків для ц іє ї задачі зобра­
жені на ри с.4 ,5 . Суцільні л ін ії на графіках відповідають неліній­
но-пружним оболонкам, штрихові -  пластинкам, а штрих-пунктиром 
зображені криві, які відповідають лінійно-пружним оболонкам. Шля­
хом лінеаризації з в ’ язку між функціями и g (t) одер­
жані наближені аналітичний вираз для критичної сили Ы{ ~ЬК і 
рівняння для визначення хвильового числа <̂ nt*

Розв’ язана задача коливань тришарової оболонки на нелінійно- 
пружній по Каудереру основі при д і ї  рухомого навантаження. Вико­
нані дослідження процесу малих коливань, виникаючих при виведен­
ні системи із  стійкого квазістатичного режиму дією "амплітудного 
збурення". Задача зведена до розв’ язання рівняння

Ь і  | 5 = о j
К  м .

( R  + F10- < < y * m ) ;

F22=F2 + FZ0; f3,= f5 + f30 ,

де О)0 -  частота коливань лінійної системи; V , m  -  швидкість 
і маса рухомого навантаження.

Після впровадження безрозмірного параметру часу Т=сО і: і
одночасного розкладу амплітуди і частоти в ряди по параметру
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одержана система рекурентних диференціальних рівнянь, звідки, 
використовуючи метод О.М.Крилова для усунення вікових членів, 
одержані значення J(-t) і сО з врахуванням других наближень. На 
підставі одержаних розв ’ язків розглянуто ряд окремих випадків.

Питання, розглянуті в п ’ я т і й  г л а в і  дисертації в ід­
носяться до статистичної динаміки конструкцій. Використовуючи 
метод диференціальних рівнянь до рівняння / I I / ,  одержано неліній­
не диференціальне рівняння відносно кореляційної функції амплі­
туд К С О  = <Я('ЦУ§('Ь2')> стаціонарного процеса, близького до нор­
мального, центрованого

К,Т О (Т)+ F1KK,TTCrt+ F2KK(t )+ F3KK3(T)+ /22/

+  ^ к К 5ГО = я ,к ег) ,

«  F,t -2 (« | -6 » )  , FJlt. fc o ;+« « ) * s Fs , . i j [ F J+10F5K(0)]!1)

p q ( T b  -K<v- ^  ■ a )2= —  • £ = —  •4K. 1/Ul M / * V L} M2 » fvl ’ 2\A ’
+ ^ 2= 3 ^ [ F 2 + 5F3 K (0)] ,

-  різниця між двома моментами часу,
Після зображення кореляційної функції в вигляді розкладу 

К (т )  = К 0(т) + із  /2 2 /  одержані рекурентні диференці­
альні рівняння, ЛІНІЙНІ ВІДНОСНО К 0(Т \  К,,Сс)7 ...

К од ггс^ ) F1K К о д . (X) +  F2k К 00 3  = Ч к (т ) ■ /2 3 /

К^гтаС1)+ F1KK j>TtCO + F2K Kj(T)= Ilj (T) . /24/

Рівняння /2 3 / має більш загальний вигляд, ніж рівняння ну­
льового наближення, яке відповідає розв’ язку лінійної задачі,
його можливо розглядати як один із варіантів статистичної лінеа­
ризації рівняння /2 2 / .
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Для находження кореляційної функції із  рівняння /2 3 /  вико­
ристовується метод спектральних зображень /співвідношення Вінера- 
Хінчина/:

-о о

4 - 0 0

/2 5 /

GCvcO") =  ̂К0(т)б сіт •, QK(cu))=  ̂ ^ к(т)Є " cLt .
-  оо — ОО

Врахування /2 5 /  дає змогу встановити зв ’ язок між спектраль­
ними щільностями в вигляді

G(wo)» QK(u0)-(co4- F 1Ko)2 + Faity 4

і одержати кореляційну функцію
Ч- оо

К ° ( Т Ь ^  J a K( t u ) ) e tCJrC(u ) -  F,Ka )2+ F 2K)"1c tw > /2 6 /
—  о о

Для випадку "білого шуму", коли <̂, (т )  »  S 5 (т )  , Q K(iu>) = 
= S = co n s t  із  /2 6 /  виходить, що

o.p-flT l с  . ■ \
К (:tУ______ — — —  (cos arc + r -  stntJgiM) ;
ГЧ°'‘ ' 8JLa(c0o2 + w 2)  ̂ £ ^  /2 7 /

s
' 0 ' - “ ' CcO2- c J 02- £ 2) 2 + 4 £ 2aJ2

а параметр дисперсії може бути визначений із  кубічного рівняння

К(0)- s  183иЄ [ coo2h-3KC0)M_4 f 2-*-

Як доповнення до характеристик випадкового процесу наведені 
вирази середніх кругових частот по нулям, екстремумам і склад­
ності структури процеса.

На рис.6 в безрозмірних величинах показано якісний характер 
зміни величини спектральної щільності в частотній області до ї ї  
значення Go(0 ) .  Криві І відповідають'випадку £ со=0, а 2 ,3  -  
випадку £(з)>€(ї)* Криві 3 максимумом при (со/oJ0) =1 в ідпові­
дають розв ’ язку лінійно-пружної задачі,, а з максимумом при
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Рис. б

Рис.7 Рис.8
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(со/сО0)г -  1 +  (сЬ / ю ^ -  нелінійно-пружної.
Зображуючи спектральну щільність через параметр нелінійної 

пружності у вигляді

Gn( t ^ ) = — — ---------------о

вивчено поведінку оболонки при c O = co n s t  в залежності від 
параметру *£2 . На рис.7 показано змінювання спектральної щіль­
ності для випадку додатних коренів Т2 , а на рис.8 зображені 
результати коли с0 = о )0 ? £ = 0 .

В новій постановці розглянута задача параметричних коливань 
тришарової панелі при д і ї  нормальних до контуру випадкових наван­
тажень

Nx (9 ,±)=Vix sin 6b + V2X cos 9Ь і Ny (0,-t) = V1jf s in  Bb + V2jt cos Bb >

де ^ іх  . ^2x  » ^  “  некорелюючі випадкові величини з дис­
персіями <L і d l і нульовими математичними сподіваннями.

Замість /2 2 /  для ц іє ї задачі записано рівняння

c o e e t]K fI} +

+ F3KK 3t t ) + F , KK 5(T) = 0.

його розв ’ язок шукається в вигляді К(т)= C,Siri-^-+C2Cos-тг , 
тоді із  біквадратного рівняння відносно амплітуди кореляційної 
функції одержано

0 \2

і .А dl< г- З f lK  d .i0d 0=o6m+ j iB ^ > F 5 • , J4* 2М2а),Де
Г4К.

Для лінійного закону стисливості сер^нього шару одержана 
система трьох нелінійних диференціальних рівнянь відносно коре­
ляційних функцій К ^ С Т ), KSiSjCn, Ки ь (Х) :
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+ і* + °2'І5 КІ2?2^ +
5 / 28/+ Л КН , « ^ К М  Л>)5= К , « ) ,

/ * = 1 ,2 ,3 / .

При ї ї  виведенні враховані умови симетрії і стаціонарності, п іс­
ля чого вона зображена рекурентними системами рівнянь по малому 
фізичному параметру. Знайдені спектральні щільності для лінеари- 
зованої системи, а при однобічному навантаженні =0 одер­
жані вирази для кореляційних функцій, амплітудних і фазових 
спектрів щільності. Проаналізована зміна амплітудних і фазових 
спектрів щільності в частотній області і розглянута іх поведінка 
в залежності від параметра Т2 .

На підставі /1 0 /  побудована система шести лінеаризованих 
диференціальних рівнянь

В /2 9 / при £ = 3 ,5 ,6 : K .(^C l)= 0 . Розв ’ язок шукається в ви­
гляді інтегралів Фур’ є

°^І« КІ1?1(Т)+ І22 ^ І2§2̂  + І”  К І3§3^  +
/2 9 /

+с̂ кЫ2сг)+̂ »1*кМ5(т) + »̂»*КЬЬ^“ к<нСх)>
/ * = І , 2 , . . , 6 / .

ч-°о .
і л ісОТ

$ GM t< iu ) )e  i t J  •
-О О

з  І  ■

з
що дає 2  ^  = GL^ • ПРИ =0 можна записати, що

ке 1 SkU

л 0 Фіке(и>)+іФгке )̂
Ч ?е  л  »  U -д -------------------------------------------------------------  >

*к>е F ^ e M - f ^ ^ c o J )
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звідки одержані вирази для амплітудних і фазових спектрів щіль- 
ностей.

У в и с н о в к а х  коротко сформульовані основні резуль­
тати наукового і прикладного характеру, які одержані в дисертації. 
Вони полягають у наступному:

1)побудовані н ові, узагальнюючі ряд некласичних, математич­
ні моделі деформування тришарових пологих оболонок на основі ва­
ріаційних принципів механіки, експериментально обгрунтованих 
законів деформування ортотропних і нелінійно-пружних ізотропних 
матеріалів і відповідних їм кінематико-деформаційних співвідно­
шень;

2 )одержані варіаційне і системи нелінійних дифференціальних 
рівнянь відносно деформацій і переміщень відповідно, в яких для 
зовнішніх ортотропних шарів враховується податливість на попе­
речний зсув, а для нелінійно-пружного матеріалу середнього шару 
враховується поперечна стисливість;

3) для вільно опертих тришарових оболонок одержані системи 
нелінійних диференціальних рівнянь в амплітудах переміщень і 
відносно кореляційних функцій /при д і ї  випадкових стаціонарних 
навантажень/;

4) одержані аналітичні розв’ язки нелінійних задач динаміки 
тришарових оболонок і пластин при імпульсних, вібраційних і удар­
них навантаженнях;

5 )для нелінійно-пружних тришарових оболонок розвинуто тео- 
ретико-експериментальний метод аналітичного дослідження стійкос­
т і при імпульсних стискуючих навантаженнях; встановлена залеж­
ність критичних навантажень від відношень товщин шарів і радіуса 
кривини оболонки, впливу на критичний час втрати стійкості обо­
лонки і хвильові числа темпу навантаження, нелінійно-пружних па­
раметрів матеріала;

6 )вивчений процес сбіжності методу малого параметру для пе­
реміщень і критичних навантажень в задачі статичної стій кості не­
лінійно-пружних тришарових пластин;

7) досліджена поведінка амплітудно-частотних залежностей 
усталених параметричних коливань тришарових оболонок з врахуван­
ням в рівнянні типу Дуффінга відновлюючої сили вищого наближення 
/доданок п ’ ятого степеня/; вивчено вплив кривини оболонки, коефі­
цієнта збудження і товщин шарів на амплітуди усталених коливань
в головній області динамічної нестійкості;
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8 )вивчена динаміка пружнопластичного удару кулею по поверх­
ні тришарової пластини і визначені залежності контактних сил, 
зміщень кулі, прогинів, тривалості співудару від механіко-гео- 
метричних і нелінійно-пружних параметрів пластини, швидкості 
співудару і початкових умов, дана оцінка сбіжності метода малого 
параметру;

9 )одержані розв’ язки стаціонарних задач в вигляді кореля­
ційних і спектральних функцій і проведений їх  аналіз в частотній 
області, яка характеризує поведінку тришарових оболонок при по­
перечних і вібраційних параметричних випадкових навантаженнях; 
визначені амплітудні і фазові спектральні щільності для моделей 
стану, враховуючих поперечну стисливість заповнювача по квадра­
тичному і лінійному законам або нехтуючих нею;

10)при розв’ язанні перелічених класів задач виявлені нові 
механічні ефекти, які обумовлені врахуванням впливу нелінійно- 
пружних факторів на інтегральні характеристики динамічних проце­
с ів , зокрема із аналіза наведеного графічного матеріала виходить, 
що:

а)врахування нелінійно-пружних властивостей в задачі на по­
перечний удар привело до зменьшення максимального значення кон­
тактної сили на 11%, при цьому на результати розв ’ язку лінійної
і нелінійно-пружної задач суттєвий вплив мали початкові умови і 
демпфування;

б) врахування вищого наближення в відновлюючій силі рівняння 
типу Дуффінга привело при F2 < 0 до якісно нових результатів, 
які виражаються в явищі перекидання амплітудно-частотних залеж­
ностей в головній області динамічної нестійкості;

в) вплив врахування нелінійної пружності на величину критич­
ної сили втрати стійкості при наростаючих стискуючих силах приво­
дить до зменьшення Nicp на 30%-35% при темпі навантаження =
= 10  ̂ кН-м~?с-  ̂ і на 7%-І2% при =10^ кН-м- ?с - ^, при подальшо­
му збільшенню темпу вплив нелінійно-пружних властивостей на вели­
чину N*p зменьшується;

г)врахування нелінійно-пружних факторів приводить до зсунен­
ня резонансних частот коливань оболонки при випадковому наванта­
женні типу "білий шум". ■ •

Таким чином, виконані в дисертаційній роботі дослідження, 
сформульовані наукові положення і одержані результати дозволяють 
кваліфікувати іх сукупність як теоретичне узагальнення і вирішенг- 
ня крупної наукової проблеми в новому перспективному напрямку не-
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класичної механіки оболонок.
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