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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальність теми. Розвиток і вдосконалення виробництва 

яа сучасному етапі науково-технічного прогресу пов“язані з ши­

роким застосуванням композиційних матеріалів в різного роду тех 

нелогічних процесах, зварному виробництві, атомній енергетиці 

та космічній техніці, радіотехніці й радіоелектроніці» будів­

ництві споруд та будинків. Серед численних задач, які виника­

ють ари розрахунках ка аіцаість . надійність і довговічність 

в експлуатації конструкційних елементів машин і механізмів, 

при конструюванні машян і проектуванні Інженерних споруд sex- 

ливе місце ааймають задачі розрахунку температурних полів і 

викликаних ними температурних напружень. Якщо рахувати, що:

а) дослідження кінетики цілого ряду фізичних і хіміко-тєхно- 

яогтчних процесів еквівалентне задачам стаціонарної і неста­

ціонарної теплопровідності; б' композити - це, як правило,об­

межені кусково-однорідні тіла, які складаються з декількох 

матеріалів, що мають різні фізико-механічні характеристики, - 

то ми приходимо до необхідності розв'язання лінійних диферен­

ціальних рівнянь з частинними похідними з розривними (куско- 

яо-пост і йнямп ксефі ці ен-тами.

Широке застосування композиційних матеріалів викликаз 

гостру потребу в розв'язанні широкого класу задач математичної 

фізики неоднорідних структур. Останнє вимагав, з одного-боку, 

вдосконалення і модифікації Існуючого математичного апарату, 

а з іншого боку, створення нових методів. Ефективним матема­

тичним апаратом при розв"язанчі таких задач з ров роблений на 

даний час метод гібридних інтегральних перетворень* що дає 

можливість алгебраїбувати диференціальні рівняння з кускоfro - 

неперервними коефіцієнтами.

Проблемі побудови розв''язків класичних нестаціонарних за ­

дач теплопровідності для багатошарових пластин і класичних 

динамічних задач термопружності дяя симетричних тіл, Мдзут-- 

кіх в натематичит# літератур», методом гіСрипіШ інгегра**- 

них перетворень прйбЬячена дана кандидатська дисертація.

М ята  р о б о т и  М етою  д а н о ї  р о б о т и  е п о б у д о в а  н е с і^ ц іо н и р  
н и х  т а і іп е р я  т у р н и  х йол? 8 в  б а га т о ш а р о в и х  о р г о т р о д о к *  п л а с т и ­
н а х  \ ДйНВМІЧЙНХ ч‘р»!ОПГу*ННл ПОЛІВ 2 вягЯТ̂ ШІІОГГЛУ 5'<e*6TpW“
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Методика дослідження. При побудозі розв'язків використо­

вувались елементи теорії крайових зацач для звичайних дифе­

ренціальних рівнянь, класичні інтегральні перетворення 4у- 

р"е на осі, напівосі t сегменті та їх узагальнення на випа­

док кусковс-сднорідногс інтервалу, я також гібридні інтег­

ральні перетворення Щур”е-Бесселя і Вебера на полярній осі 

з п-точками спряження і ланкеля І- го і 2- го роду на сег­

мент і з п  -точками спряження.

Наукова новизна дисертаційної роботи полягає у наступ­

ному:

І) побудова у замкнутій Sopwi розв"яяків нестаціонарної 

та стаціонарної задач теплопровідності для необмежених кус­

ково-однорідних нескінченних, налівскінченних та скінченних 

пластин;

£' побудова у замкнутій формі розв'язків нестаціонарної 

та стаціонарної задач теплопровідності для напізобмеаених 

кусково-однорідних нескінченних, налівсяін«енних та скін­

ченних пластин;

3) побудова у замкнутій формі розв'язків нестаціонарної 

та стаціонарної задач теплопровідності для обмежених кусково- 

однорідних нескінченних, Hant вскінченних та скінченних плас­

тин;

4) побудова у замкнутій форм! розв'язку к ваз і статичних t 

динамічних задач термопружності для кусково-однорідних симе- 

іричних просторів;

5) поОудова у замкнутій формі розв'язку кваа і статичних і 

динамічних задач термопружності для куеково-оянорідких симе­

тричних просторів із симетричною порожниною;

6) побудова у замкнутій фо^мі розв'язку квезі статичних і 

динамічних задач термопружності для кусково-однорідних суціль­

них симетричних тіл;

7' побудова в замкнутіЙ -{юрмі розв'язку нввзістатичнил і 

динамічних задач термопружності для кусново-одноріднкх по - 

рожнистих симетричних тіл.

У всіх випадках в точка* стику місце нМцеалькиР тер­

мічний контакт та іцеяльнмЯ мехвнІчниР контакт.
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Практична цінн іс г ь . Використаний метод гібридних ін те­
гральних перетворень з його логічне» схемою застосування но­
ве бути корисний дяй побудов» точних аналітичних р озв"язк ів  
досить яирокогс класу задач т е о р ії пружності, гідромеханіки, 
електростатики і т .д , (Ьрииані при цьому розз"язки носять 
алгоритмічний характер, 140 дозволяє вико г<«с ?  евувати їх  а до­
помогою й М для числового ан ал ізу  з кетою застосування едеожа 
них $ор«ул для інженерних розрахунків.

Апробація рдб<?тч. Основні результати роботи доповідались 

і обговорювались ка науковій коифевенції молодих вчених е !к 

етитуті ГііМ їм.Львів, ІШ 9), ка третій (м.Дроі'абич, 1991) 

Всесоюзні й конференції "нові підходи до розв”язаг:ня диферен­

ціальних рівнянь", на науковій конференції "Нелінійні задачі 

математичної фізики" (1969 р.,и.Чернівці, ISSI р. м.Донецьк *, 

па міжнародній науковій конференції ’’Диференціальні і інтег­

ральні рішяяня. Математична фізика і спеціальні функції"

(м.Самара, 1992 р . ), на ІУ міжреспубліканському симпозіумі 

"Залишкові напруження: моделювання і управління" (м.Пермь,

1992 p .) , на міжнародні Я конференції, присвяченій пам"яті 

академіка М.±.Кравчука (Кнїв-Яуньк, 19931. н'

В цілому робота доповідалась на науково-мет^чнах се­

мінарах кафедри диферанціальник рівнянь Чернівецького дершае 

ного університету (м.Чернівці, 1992, 1993 рр.>, на міському 

науковому семінарі з проблем диференціальних рівнянь (м.Львік, 

державний університет, 1993 p .) , на науковому семінарі відді­

лу "Нелінійні коливання і рівняння математичної фіяики" (н, 

Київ, Ін-r математики АН України, ГЭ93 р.)

Публікації. По темі дисертації опубліковано ю  робіт

STEgggffBa і обпаи роботи. Дисертація складаються із 

вступу, трьох розділів, висновків, додатку і списку цитова - 

ної літератури, Повний об"вм роботи складав 162 сторінки ма- 

■Ийопису. їНбИогЬзфіадйі* соисой якллчав Т? найменувань. Ри­
сунків Р,
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ЗМІСТ І ОСНОВНІ РЕЗУЛЬТАТИ РОБОТИ

У вступі до дисертації подано короткий огляд літератури 

по тематиці дисертації, обгрунтовано актуальність теми і опи 

сано одержані результати.

В первому розділі реферативного характеру викладено ма­

тематичний апарат: І' інтегральні перетворення iyp"s на де­

картов! й осі, напівосі і сегменті з точками спряженая;

2) інтегральні перетворення $ур"г-Бесселя і Вебера на поляр­

ній осі з тг точками спряження; 3) скінченні інтегральні пе­

ретворення Ханкеля на сегменті з ті точками спряження.

В другому ролділі, що складається з трьох параграфів 

(8, 9, ІОї, побудовано в замкнутій формі розв'язок задачі 

про структуру нестаціонарних температурних полів в кусково 

однорідних ортотропних пластинах. Внаслідок ідентичності ло­

гічної схеми оозв'язання задач наведемо результате восьмого 

параграфу. У цьому параграфі гозе"язано задачу про структуру 

нестаціонарного температурного поля в ортетропиі Я необмеже­

ній кусково-однорідній скінченній таастикі. Математично це 

приводить до побудови обмеженого в області 

X  fe ( r j U  С®.. ° ° )  » ^  € (0 , і 6 «; *= ) розв’язку сепаратно?

системи рівнянь теплопровідності

за початковими умовами

i*w,
ярвйовими умовами(-ц*дт,с̂ )|3.0-і^ №,j. и, ̂ 
(Ьі&і* '%ч4). Сл' С1*0
! jFMoe&m неідеального термічного контакту
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[(«,4’Отлиа)-тга.̂ )1|,.0.о,
іЧ

Обмежений 8 області Зі розв'язок задачі Q )- 1 4 ! ujOy 

довано методом скінченного інтегрального перетворення *ури* 

по геометричній змінній у в поєднанні э інтегральним церетво 

ренням $ур"е на декартсвій ссі з однією точною спряжении 

по геометричній змінній ^с_ .

Застосуємо до задачі ( І >—(4> інтегральне перетворений 

$ур"б на сегменті по геометричній знімній ^  за правилом:

Л'Н Л-£іот-Кй іс

туї власна функція

п  каадрат норми

7 <е
о

>п корені трансцендентного рівняння

При ці ому цля двічі неперервно ПИферЄНЦІЙОШШиї і іь  СвІЦбНІІ 

І О .П  функції J (ty ) мае місце основна тотожність ІН|:fi! ря 

пьнсго переч морення пиференціакьного операторе

^  пі і з  \ * K L  *■ к г  ( Ч , і + К ) %и *' *Ц& ' ”'п) £ '

ч?1 ''4<кщ\Уо
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Приходимо до задачі побудови обмеженого в області » '- { & . х ) :  

t  > 0  , X . 6  С  _ o o >0 ')U  розв"язку сепарат­

ної системи рівнянь теплопровідності

і 'ь п і « і .а ,(и і

за початковими умовами

1 умовами спряження

< Е )

пряження

(\ г , Т П У п в ^ ІІ __ Q  (|3)

і < 'В'ЭС. 1 ' а'Х- Jj’X -о

Розв"язок задачі (11)—(ІЗ > б/дувться методом Інтеграль­

ного перетворення Фур"е на декартовій осі з точкою спряження:

F , а  ^  С Х ) ,

-«*> (14)

« і я -  • (І6,

При цьому для двічі нєперервно-диференційованої не осі функ­

ції • 4° задовольняє умови спряження (131 і зникав ра­

зом Із своєю першою похідною на х  = + « з  , справедлива ос­

новна тотожність Інтегрального перетворення диференціального 

оператора +~, j .  _ _ _ _ _  ° °  її г — _

о
Запишемо систему (II) 1 початкові умови (12' у матрич­

ній формі:
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Wx 
[ «Ї ъ» j ’

(I? )

KfiM _ 
Kc^]|u

8 .« < * >

8 « - Ф

(16)

Інтегральне перетворення F ^ , визначене формулою (14),

запишемо у вигляді операторної матриці-рядка:
О ос

[ " • ] * I V - * Ч ^   ̂• Ж*>Х<Ц. as:
Застосуємо операторну иатрицо-рядок (19) за правилами мно- 

явнкя матриць до вадачі (І7)-(І8). В силу основної тотожно­

сті (16) отримуємо задачу Коші

і й а . ,(< ц « ч ї ; , ї ) Т „  *  -

* а* %  (ІД> а а % г  &£) s %  С О й  J
(20 і

W & bJ»c (211

Припустимо, ідо при кожному фіксованому 6 пиисДоЛ U)<* 
a Si о а г* ъ ,  ^  I '  *■ >

Г  W t • Оскільки , to, поютявк

всюди * 0  , О ) *  *  . задачу Кой! (20).

(21) перепишемо тай:

і * О М ^ й ) . ш
J г*й
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Ьеэпосерепньо перевіряється, -ао ^ояв"яяком задачі <2Г• 

'« функція

1 М > -  е й М '

.  Г р 0 1ч ’ (°Ї .У Л 'т:)

(23

г
Для yi ни влення Функції = \тАП( + , ^ л , а д \

застосуємо по матриц!-елементу І  04 "рязилом

множення матриць операторму матрицю-сторпеш»

F . 4 - V
О

ОС

f 24.

У результаті застосування до одержаних функція l ^ n

о^ериемого інтегрального перетворення Фур"? на о ^ гчрнті  

ча правилом (б ! матимемо функції

t  О

\  (%т.\ \ ЖЛ-X ,Т.OG^D >
О  -  С О (25'

• \ ї  О о
м  , _j. і . г ,

( *

і*-

«*1 визначають в області розв'язок залячі ( I і-( 4і . 

і' формулах ( с 5 ' б е р у ь  участь функції

4 j i ~ \  & * > ] + ї ib-ifi* Ф  . Ь  {>2

і функції впливу

£* 14 < т  ч - *•

"'•роджені дІ*чп теплових п*ррал * початковим температурним 

гтамим >,

у дсв'пто^у га па. тгому параграфах за нввепеиою логіч-

1 ' : t  " f f f j r f T :-  н»-.п»|Иґ* t * » n » H f t t y T  f ft - f o r * '*  p " t 4 r " n i F ! '  И ’О Г  T 'i j j l  •)



н«рноі задачі теплопровідності для наптвобмеженої кусково- 

однорідної капі вскінченної пластини та для обмеженої кускс 

во-однорИнсї нескінченної пластики, при цьому використано 

інтегральне перетворення Фур"є на декартовій півосі по гяс 

метричній змінній та гібридне інтегральне перетворенню 

Фур"5 для цекартової півосі з п. точками спряження по гео 

метричній змінній X  1 5 9 ' ,  а у десятому параграфі - інтеї 

ральне перетворення Фур"а на декартовій осі по геометричні*1 

змінній ^ та інтегральне перетворення 4'ур"в на сегменті 

з п. точками спряження.

Третій розділ присвячено побудові у замкнутій формі роз 

в"язків незв"язакич динамічних задач термопружності для кус­

ково-однорідних об"ектів: симетричних просторів (? II ) , си 

метричних просторів із симетричною порожниною '§ І*), симет­

ричних суцільних (§ ІЗ) та порожнистих (§ 14) тіл. Внаслідок 

ідентичності логічної схеми розв"язання задач наведемо один 

із них (§ I I ).

Задача про структуру нестаціонарного температурного по 

ля в багатошаровому симетричному просторі приводить до побу­

дови обмеженого на множині д е Г =

*1 і *  ̂
о = О  , 00 { розв"язку сепаратної системи дифе­

ренціальних рі внянь теплопровідності В -параболічного типу:

- 9 -

\ 'tfT* ҐІЇ 2«U + 1 Э 'Уг , ^ г , ч . --

ї ї  э Г " W1 +
за умовами неідеального термічного контакту

с -- ї л ,
( \ т>т*ед ̂\ с*і&лУ\1 ^ —Сі

(28)

?ч початковими умовами

(ЗО'

Рочв"язок задачі (28)-(30) будується методом інтеграль 

ного перетворення Фур"? Бесселя на полярній осі t. > 0  я п  

і"- ірячн спряження:
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№'■1 (3ZI

£jfW Ш* <зз)

*4< t o & № d * * K&  R . - P ,  ^ н *  ° ° .
Ьапишемо систему (28) і початкові умови (ЗО) у матрич-

ній формі: г ■»

...............  ..............  >
* * * * * * .............  . (34>

р »

Ч&ЛІ1 [ШІ 
T.CW » WS
• • • • « а  • * ♦ •

Т ..,t o )  U * )  .

*-о

Інтегральне перетворення Н о д . ^  , вирячене формуло»

(З І ) ,  записується у вигляаі матриці-рядка.Заотосувавиі його за 
правилом множення матриць до еацачі (3 4 М 3 5 ) ,  в силу основ­
но? тотбжності (3 3 ), у результаті влвмвЬгерких перетворень вт­
римуйте вадачу Коті;



-  II  -

I t

роав"явком якої e функція

Г - * (И > Г г
? ( і »  = 

= ё>а t <jf$ + ^ а ‘г) 5 (?Д̂  ckt
(37)

Для відновлення Функції T (t ,£ ) = . . . .

застосовується обернене Інтегральне пере­

творення Фур"в-Бесселя(32), записане у вигляді операторної 

матриці-стовпця. У результаті елементарних перетво{5ень мае­

мо розв"язок_задачі (28)-(29):

(30)

* а1 \ ■ОІу\
У формулах (38) беруть участь функції впливу

ЗЦСіА*) >

>t,j- і  , 11
1 функції

G j C - t ^ 3  a j 5 j C t ,^  + C -t) ,  j *  4 7 n .t  L . (40 )
Динамічне поле напружень в симетричному простор! Sfe , 

породжене нестаціонарним температурним полем (38), описують 

відмінні від тотожного' нуля центральні компоненти тензора 

напружень!

(39)



ІІС -

в« , ^ ж ®»Дн і  ^  Ч Гі М ,

41)

1 “

ііри цьому радіальні компоненти вектора переміщень мають буги 

обмеженими на множині 5Ь розв' язком сепаратної системи В-гі- 

перболічних диференціальних рівнянь руху

і T?n,ft,=) А Ч  и , и  ;\

Ц  ' W ’ r  Ж ' г т  •!
J *"

за початковими умовами

« ц , j ,  м м .

ровами ідеального механі чного контакту

[ и ^ л > u iMCl,£j)jt _R * 0  , ; •  і . ' і ,

, 43 ■

\ 141

-8 = о

Розв"язок крайової задачі (4 2 М 4 4 ) ,  побудований також ме 

тодом гібридною інтеграньного перетворення »ур"з-Бесселя на 

полярній осі 'L О  з п. точками спряження, маг Сірук 

туру:

Г г 2ЫИ



(471

У формулах (451 беруть участь функції Кой і

«О

Ж Ы --Ь г СШ  ,MQtt^de
йНД);]ч  ̂ k 0 - Й +Wjij » u ,y> 0 5 (.46)

породжені початковими умовами і функції

Л" ■
3 J

породжені дією нестаціонарного температурного поля; і,, в =

= ї^ллі . За формулами (4Т > отримуємо функції Cwt-')

1 - і ,  а+іГ) > чо описують поле напружень в даному

просторі.

У дванадцятому параграфі методом гібридного інтегрального 

перетворення Вебера на полярній осі Z ?- Я. У О  з П. точ­

ками спряження отримано розв'язок динамічної задачі термопру­

жності для симетричного простору із симетричною порожниною.

У тринадцятому та чотирнадцятому параграфах методом скін­

ченних інтегральних перетворень відповідно Ханкеля І- го та 

2- го роду розвяязана динамічна задача термопружності б.ля си­

метричних суцільних та порожнистих тіл.

ОСНОВНІ РЕЗУЛЬТАТИ І ВИСНОВКИ

, Побудоване у замкнутій формі розв"язки стаціонарної та неста­

ціонарної задач теплопровідності для необмежених яусяово-од- 

орідних нескінченних, налівскіиченних та скінченних пластин.

л +

пн &*

£ < .4  ' J

- ІЗ -



2. Побудовано у замкнутіГ: фермі роза"язкн стаціонарної та 

нестаціонарної задач теплопровідності для ><алівобмезених 

кусково-однорідних нескінченних, напівскінчанних та скін­

ченних пластин.

J. побудоване у замкнутій фермі розв“йзки стаціонарної та 

нестаціонарної задач теплопровідності для напівобмеаеких 

кусково-однорідних нескінченннч, наг.ізскікчеинихта скін­

ченних пластин.

4. Добудовано у замкнутій форкі розв'язки статичної, кьазі- 

статичної іл динамічної задач термопружності для кусково- 

однорідних симетричних просторів.

Ь. Побулозано у замкну? іЯ формі розвозки статичної, каазі- 

стетичної та динамічної задач термопружності для кусково- 

однорідних симетричних просторів із симетричною порожни­

но».

'а. Побудовано у замкнутій формі розв"язки статичної, квазі- 

статичної та динамічної задач термопружності для кусково- 

однорідних симетричних суцільних тіл.

7. Побудовано у замкнутій {орлі роза"язки статичної, квааі- 

статичної та динамічної задач термопружності для кусково- 

однорідних симетричних порожнистих тіл.

8. Проведено чисельне дослідження залежності структури неста­

ціонарного температурного поля і породженого ним динаміч­

ного поля переміщень і напружень в двошаровому осескметрич- 

ному просторі від коефіцієнта термоопору.
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