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. ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность темы. Б реферируемой диссертации с позиций

общей теории дифференциальных уравнений в частных производных
краевых _

изучаются различные типы .задач в полосе / / =  1Иx[0,YJ

для линейных уравнений с постоянными коэффициентами.

Как писал акад. А.Н.Колмогоров (Математика в ее историче­

ском развитии.- М.:Наука, 1991.- 224 с.) теория дифференциаль­

ных уравнений с частными производными еще в конце XIX в. полу­

чает существенно новый вид, благодаря сосредоточению основного 
ила

вАияния на краевыЗСзадачшги отказу от ограничения аналитиче­

скими краевыми условиями.

Аналитическая теория, восходящая к Коши, Вейерштрассу и 

русскому математику С.В.Ковалевской, не теряет при этом своего 

значения, Но отступает несколько на задний план, так как обна­

руживается, что при решении краевых задач она не гарантирует 

"корректности", тс есть возможности приближенно найти решение, 

зная граничные условия тоже лишь приближенно, в то время, как 

без этой возможности теоретическое решение не имеет практиче­

ской ценности. Картина более сложна, чем представлялась с точки 

зрения аналитической теории: краевые задачи, которые можно "кор­

ректно" ставить для различных типов дифференциальных уравнений > 

оказываются различными.

В 50-х годах былс установлено, что классы единственности 

решения задачи Коши для линейных дифференциальных уравнений 

(и систем) с постоянными коэффициентами и классы корректной раз­

решимости такой задачи определяются совершенно различными харак­

теристиками уравнения: за условие единственности решения "отве­

чает" только порядок.уравнения (И.М.Гельфанд, Г.Е.Шилов. Пре­

образования Фурье, быстро растущих функций и вопросы единствен-
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пости решения задачи Коши / /  УМН - 1953.- Т .8, вып.6.- С .3-54), 

а классы корректной разрешимости задачи зависят от алгебраиче­

ских свойств соответствующего дифференциального выражения (И.Г. 

Петровский. О проблеме Коши для системы линейных уравнений с 

частными производными в области неэяалитических функций / /  

Бюлл.МГУ Секц.А.- 1938.- Т.І.- № 7..- С. 1-72). Оказывается, что 

для ряда других задач ситуация иная: единственность решения за­

дачи в классе ограниченных (гладких) функций влечет ее коррект­

ную разрешимость в этом классе. Такие задачи наэ-вали регуляр­

ными (В.М.Борок, С.В.Евдокимова. Регулярные граничные задачи в 

полосе.Теор.Функц.,функц.анализ и их прилож. Т .51, 1989.С-31-37).

Наиболее надежным путеводителем в выборе для каждого типа 

уравнений надлежащих краевых задач становится непосредственное 

обращение к соответствующим физическим представлениям (о рас­

пространении волн, течении тепла, диффузия и т .п .) . Связанное 

с этим превращение теории дифференциальных уравнений с частными 

производными, главным образом, в теорию уравнений математической 

физики, имея большое положительное значение в смысле накопления 

огромного конкретного материала, в то же время служит и признаком 

недостаточного развития общей теории краевых задач, которая поз­

волила бы систематически изучать все теоретически возможные "кор­

ректные" краевые задачи. Существенный прогресс в этом направле­

нии наметился лишь в последние десятилетия б работах многих ма­

тематиков ( см . , напр., В.М.Борок. Классы единственности решения 

краевой задачи в'бесконечном слое. - ДАН СССР, 1968.- Т .138.- 

№ 5, с.995-998; А.А.Дезин. Общие вопросы теории граничных задач. 

М.-Наука, 1980.- 208 с .; V v t M O K Л'оп-ипирипш of

JacJMuicl type- in

т .29, - № I,- с .162-I

Исследованию с позиций общей теории дифференциальных урав­

tAe. С Ат а сї<е йлііс CcuicJiy рїоі'Іегп. І9Ї5.



нений в частных производных задачи Коши посвящены работы И.Г. 

Петровского (Бюлл.МГУ, Секц.А., 1938. Т.І.- С .1-72). В этой ра­

боте было найдено необходимое и достаточное условие (условие А) 

корректной разрешимости задачи Коши для линейного дифференци­

ального уравнения в частных производных с постоянными коэффициен­

тами (и для систем таких уравнений) в классе ограниченных функ­

ций, имеющих конечное число ограниченных производных. К началу 

60-х годов задача Коши для систем линейных дифференциальных 

уравнений в рамках общей теории была изучена достаточно полно 

(см.Гельфанд И.М., Шилов Г.Е. Некоторые вопросы теории дифферен­

циальных уравнений.- М.: Физматгиз, 1958). С тех же позиций с 

середины 60-х годов проводится изучение краевой задачи в бес­

конечном слое. Исследованию классов единственности и корректно­

сти локальной краевой задачи посвящены работы Борок В.-М., Антып- 

ко И.И., Перельмана М.А. и др. авторов. В 1982 году А.Х.Мамян 

установил (ДАН СССР, 1982, т .267, № 2, с .292-296), что для неко­

торых уравнений в полосе не существует ни одной корректной ло­

кальной краевой задачи, тогда как они существуют при привлече­

нии нелокальных краевых задач; исследован'") таких задач посвя­

щены работы В.М.Борок, И.Й.Антыпко, И.Л.Разницина, И.Г.Кудин- 

цевой, А.А.Макарова, Л.В.Фардиголы, А.А.Дезина, С.Г.Крейна,

Г.И.Лаптева, Г.Б.Савченко и А.А.Самарского. Внимание к таким 

Задачам в математической литературе последнего времени обуслов­

лено тем, что подобные задачи возникают при исследовании прик­

ладных вопросов.

.Объект исследования. В настоящей работе исследуется в по­

лосе f[ — ВИ X  [О, У] следующая краевая задача для диф­

ференциального уравнения в частных производных

- 5 -



- 6 -

Э U(x, yVdij =  Р (-1 'Ъ/дх.) и (л, у) f (х, у)£ Л  ;  (I)

А и(л, о) + Вч(л.) Y) /  С
где P(.S) - произвольный полином с постоянными (комплексны­

ми) коэффициентами ( <S Є (V У, U с (%■) ". Д? (D - заданная

функция, и(Х,ц):/Т-*■ (С - искомая функция. Л , В »

С є. <£. , причем /А! -f-l&l-f-ICI > 0.

В работе используется следующее пространство функций: 

банахово пространство Н  т  — { f(<£) Є С т ((R.) • И

— max шр / у> (̂ (ё)! <  у- <х=\ .

Цель работы состоит в изучении

1. условий корректной разрешимости задачи (1)-(2);

2. условий регулярности.решения, при которых единственность 

решения задачи в классе ограниченных функций влечет ее кор­

ректную разрешимость в пространстве Н т  ;

3. условий асимптотической корректности задачи (1)-(2);

4. Структуры множества Г  ( Af b,CfP) *=■ { Y  ■> О :

Задача (1)-(2) корректна в полосе П — /к! X  ІО, YJ}.

Методика исследования. В работе используются методы теории 

обобщенных функций, общей теории дифференциальных уравнений, 

функционального анализа, теории функций комплексного переменного. 

Научная новизна, теоретическая и практическая ценность.

В диссертации получены эффективные критерии корректной раз­

решимости задачи (1)-(2), регулярности решения, асимптотической 

корректности. Результаты работы являются новыми. Основываясь на 

них» можно сделать следующие выводы:

I. Алгебраические свойства полинома Р  (s) , вообще го-

rYJ и(Х,и)СІу=иоЩХЄ&1(2)



' I.

воря, не влияют на корректность задачи (1)-(2) в шкале прост­

ранств Н т (в отличие от задачи Коши ( А£> *  С ̂ 0 ) , где не­

обходимо выполнение условия А И.Г.Петровского. Это условие 

таково /А / ІЩ) R& Р (<&) — 1В>1 inf Re. Р(<&) <-+ •=*“ ). 

І? &
2. Среди задач ( I )—(2) только задача Коши ( А О — С— О)

не является регулярной.

3. Если 3  Yо > О : задача (1)-(2) корректно разреши­

ма в полосе П — R  X  ГО, Y&] » чо З Т *—- & +  •
V Y  е- R  + \ Т } Задача (1)-(2) корректно разрешима в

полосе П  — № X  [0} Y1, причем множество Т может быть

а) пустым;

б) конечным;.

в) бесконечной последовательностью, имеющей не более двух

предельных точек: О и 4- .

Результати диссертации вносят вклад в общую теорию диффе­

ренциальных уравнений, а также могут быть использованы при ис­

следовании единственности и корректности конкретных задач.

Апробация работы. Результаты работы докладывались и обсуж­

дались на международном семинаре имени И,Г.Петровского (Москва, 

1993 г .) ,  на семинаре по дифференциальным уравнениям Харьков­

ского государственного университета (1992-1993 гг .).

Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы 

в работах [і] - [2] .

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит■из вве­

дения и трех глав. Библиография содержит 42 названия.

Объем работы — 118 машинописных страниц.

СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 

Введение содержит обзор исследований с позиций общей тео­

рии дифференциальных уравнений в частных производных; далее

- 7 -
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даются постановка задачи, основные аспекты изучаемой пробле­

мы и основные результаты работы.

Глава I посвящена исследованию вопроса о корректной разре­

шимости задачи (1)-(2).

В § I изучены корректность и регулярность задачи ( I )—(2). 

Введены следующие определения.

Определение І .І .І . Задача (1)-(2) называется корректной, 

если для любого гп в  № 0 — y V  U ( О} найдется п Є М 0 

такое, что для любой функции и0(х)Є / / п задача (1)-(2) 

имеет единственное решение U(Xj^) Є bl„г ( у Є. [Of У]) , 

причем

ІШ) Ии(*,Ц)Ит 6  c Kti„Cst)Hn ,
Lo,YJ
Определение I .I .2 .  Задача (I)-(2) называется регулярной, 

если из того, что всякое ограниченное (в П  ) решение уравне­

ния (I ) ,  удовлетворяющее условию

r Y 
А и(х,0)+ bu(XfY) +Cj и(Х.,у)€Іу = 0, хе.£'3 (2о)

тождественно равно нулю, следует ее корректность.

В пункте,1 .1 . этого параграфа установлен и доказан крите­

рий корректной разрешимости задачи (1)-(2).

Теорема І .І .І .І  (критерий корректности задачи (1)-(2) ). 

Задача ( I )—(2) при условии fA Bl -t~ I Cl ^  О корректна 

тогда и только тогда, когда целая функция А- у (Р

+Beap{YP<*))*C =Лу(«)

не имеет вещественных нулей.

В пункте 1.2 получена теорема І .І .2 .I, являющаяся критерием
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регулярности задачи ( ! )—(£). Этот критерий таков: Для того, что­

бы задача (1)-(2) была регулярной, необходимо и достаточно, что­

бы /А В! /а  > D.

В § 2 найдены критерии корректности задачи (1)-(2) для сле­

дующих трех специальных уравнений: уравнения теплопроводности, 

обратного уравнения теплопроводности и уравнения Шредингера. При 

этом критерии получены в виде легко проверяемых условий на па­

раметры А ,  3 , С и Y , входящие в краевое условие (2).

В п .2.1 этого параграфа исследуется задача (1)-(2) для урав­

нения теплопроводности. В качестве образца результатов этого 

пункта приведем следующую теорему.

Теорема 1 .2 .1 .4 . Пусть А вС(А +В)^Оу Im АС —ImBC^O

и Ъ и(х,у)/ду  =  l Zu(x}y)/d.x 2 

тогда

1. Если АС>0, ВС >0 , то задача корректно разре-

шима при любом значении Y  •> О •

2. Если АС < О, ВС>■ О А/В  ^  О . то задача ( I 7)-

(2) некорректна каково бы ни было Y > О •
3. Если Ас < о , Вс >  о , А /В  у то задача ( I ') -

(2) корректно разрешима тогда и только тогда, когда

У< Уо =  ~ (А + Ь )/С . _

4. Если А С <  О , ВС <0 , то задача (1 / )-(2) корректно 

разрешима тогда и только тогда, когда

Y<Yo- inf inlICl/ АС_Х
1о, -С/А[ [ х \ICIz -BCt .

5. Если Ас' > О, ВС < О, -/< А /В  < О , то задача (i')- 

(2) корректно разрешима тогда и только тогда, когда

Y>YC -  - (A-hB)/C.
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6 . Если AC > О , ВС < О , А/В  <-/, то задача (1 )̂- 

(2) корректно разрешима при любом- значении Y > О . 
Доказательство этой теоремы, как и доказательства других 

теорем настоящего параграфа, получаются на основании теоремы I . I . I .

3 пункте 2 .2  исследуется задача (1)-(2) для обратного урав­

нения теплопроводности. Оказывается, что такое исследование при­

водится к исследованию задачи (1)-(2) для уравнения теплопровод­

ности, если условие (2) заменяется условием

В и (х, о) -)-Аи(х^ Y)+ c j  =и0Сх.),яеЩг')

поэтому все результаты этого пункта являются следствиями резуль­

татов пункта 2.1.

Пункт 2.3 посвящен исследованию задачи (1)-(2) для уравне- - 

ния Шредингера, т.е. для уравнения

2.
r()U,(£jp)/dy =  L 9  и(з£,у)/дх.г . ( і ' " )

Если обозначим ,

h* - °v ітт]
У — -2. Іт С (А +&)/(ІЛҐ~*- і8!2) , ІАІ-і&іфс̂то в ка-

честве образца результатов этого пункта, имеем . .

Теорема 1.2.3.3. Пусть С- ( А + В) ̂ О. Тогда 

Ї. Если Щ -/В І  -1т С (А +В )=0 ,  то задача (1///)-(2) 

некорректна, каково бы ни было У >  О .

П. Если ('1А1-1&1)Ттё(А+В)  >  О , то задача ( Iм )- 
(2) корректна тогда и только тогда, когда Y Є JQj- \  ffc 4. .

ш. Если (lAI-IBi)lm С (А +В )—0,/lAl~IBll+llmC(A+&)l>0
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или (lAl-IBl) I*iC(A+B)<0, то задача (І ///)-(2) кор- 

■ ректна при любом Г  > о  , кроме, быть может, одного.

В п .2 .4  проводится сравнение результатов пп.2.1-2.3. Мы 

получали, что для уравнения Шредингера, возможен случай, когда 

задача (1///)-(2) корректна в любой полосе за исключением набо­

ра полос, ширина которых попадает в некоторое счетное множест­

во, т .е. , причем У*

- Yj (VkjeN). Этот случай невозможен для урав­

нения теплопроводности.

5 3 посвящен изучению задачи ( I )—(2) как "возмущение" 

двухточечной задачи. В этом параграфе считаем Y > О ~ Фик­

сированным и исследуем вопрос о корректности задачи (1)-(2) при 

малых значениях 1C! . Здесь обозначаем условие (2) как (2с)

и вместо Л у (&) пишем Л у ( С )  .

В п .3.1 дан ответ на следующий вопрос: Пусть задача (I)- 

(2о) некорректна. Верно ли, что для любого g  >■ О ' найдется 

с е с , о < / а <  такое, что задача (1)-(2с) кор­

ректна в / 7  — HR х [ 0}Y]•

Теорема 1 .3 .I . I  дает ответ на поставленный вопрос.

Теорема I .3 . I . I .  Пусть задача (1)-(2о) некорректна.

Для того, чтобы при любом £->■ О существовало С е  с ,

такое, что "возмущенная" задача ( I )—(2с) яв­

ляется корректной, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось 

одно из условий

1. А 4 В Ф О ; '

2. А + Ь = 0, JVLAy (6;0)]=JV[P(6)1
где [/(& )]  есть множество нулей функции /  (б) .

П.3.2 дает ответ на вопрос: Пусть задача ( I )—(2о) - кор­

ректна. Верно ли, что существует "S О такое, что для лю­

бого С d (Е , О < /С/< Ж , "возмущенная" задача ( I )—(2с)



- 12 -

корректна в Я  ?
Теорема 1 .3 .2 .I. Пусть задача (1)~(2о) корректна. Тогда 

существует £  О т&кое, что для любого С Є С  ; ,

О < I d < S . задача Ц)-(2е) также корректна.

В конце каждого из пунктов 3.1 и 3.2 приведены примеры, 

иллюстрирующие результаты соответствующего пункта.

Глава П посвящена изучению вопроса об асимптотической- кор­

ректности задачи (1)-(2). В этой главе изучается вопро-с о кор­

ректной разрешимости задачи (1)-(2) при Y  —'*• + О и при

У .

В § I приведены основные определения и некоторые примеры 

асимптотически корректных задач.

. Определение П .І.І, Задачу (1)-(2) назовем асимптотически 

корректной при У —*■ V- О или АКо-задачей, если существует 

такое Yо >■ О , что при любом значении Y b j p j j  

задача (1)-(2) корректна..

Определение П .1.2. Задачу (1)-(2) назовем асимптотически 

корректной при Y  — гФ- °° или А К ^  -задачей, если сущест­

вует такое Y0 >  О , что при любом значении 

задача ( I)—(2) корректна.

Пример П .1.4 показывает, что существуют такие задачи, 

которые не являются ни АКо-задачави, ни АК^о -задачами, однако 

являются корректными при некоторых значениях Y > О . ■ '

? 2 посвящен изучению вопроса о корректной разрешимости 

задачи (1)-(2) при Y —* + О В качестве образца результа­

тов этого параграфа, приведем следующую теорему.

Теорема П.2 .б. Пусть Р? (*УІ£ІтР(Є)ар:; С-(А+Ь)*0

Тогда задача (I >—(2) является АКо-задачей Тогда и только тогда, 

когда витолнено хотя бы одно из условий:



- ІЗ -

1. IIm.C(A+R)l+IImABI> 0.
2. Іт.С(А+В)=ІтАР> = D, R&AB>0.

з /  Irn С (A +ft)=IhvAB=Q, B(A+B)ReP(e>)>0(№-~™).

4. Im.C(A+B)=AB = 0 ,Z (A +B )> 0.

5. In  С (A + B)=AB - О, (ІА І-ІВі)іїгР(&)<0(і(б\-̂ °<=).

В § 3 издается вопрос о корректности задачи (1)-(2) при

Y -/■ « »  . В качестве образца результатов этого параграфа, 

имеем

Теорема П.3 .6 . Пусть Рг ШС(А+8)ФО, cIcq /у  (<£>) >О»

где Pj, (<?) =■ @е.Р(<с>) . Тогда задача (1)-(2) является АК^- за­

дачей тогда и только тогда, когда выполнены три условия:

1. \/ёа Є JV[P,1\ .A/fPzl-JVpj =£> у  ̂ —  О и 

/(+  (-1) Яі]Рі (б0)Р5 6 s . )  <  О.

2. V<?0 С JVІР3 = J\ZC2 — >  / либо ^  2 >  (£s ,

либо /У -/■ (-/) ?s]Р£ (б0)Р5 (60) . где

Ps(*)s IC-AP(e>)lz-IC-tBP(6)lz .

3. V6ceJV[C-APlU,A/CC+BP] = J/c3 =>

либо [/ +(-4)*‘] P{(<c>0)Ps(60) < О , либо ^  > О .

Здесь Р /6 )=  Re Pfe)̂  Pz(6)=ImPfe), Pj (£)=(<&-60)V х 

* Pj (<£■), Pj (<ZP) Ф О, если Pj (ё>) ф О, J. - / ,  ^  5.
Глава Ш посвящена исследованию структуры множества

t(A,P), С ,Р).

§ I ’содержит постановку задачи, некоторые примеры множест­

ва г  (А,В,С,Р) , теорему о структуре множества г(А,8,С,Р). 

Оказалось, что множество Т (А, В, С, Р) может иметь один
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из следующих 4-х типов:

1. т(А} В, С, Р) -  Ф  ;

2. Ґ(Ау8,С,Р)~ ІОЛо і . we Ус > О ;

3. Г (А , В,С,Р)- ЗУ0, -У-<?«=>/, где У0 >  о ;

4. r (A ,3 ,C ,P )*& +  \ f ,  где Z" может быть либо пус­

тым, либо конечным, либо бесконечной последовательностью, 

имеющей не более двух предельных точек: О и У- в*° .

§ 2 посвящен доказательству теоремы о структуре множест­

ва г  (А, В, С., Р ) . Для доказательства этой теоремы разли­

чаются шесть случаев:

1. Р(<£>) =  Р  == ССМІ j

2. A-f-B-0, Р (<=>) ф Cvntf-'y
3 . А  + В Ф О, С -О, Р(ё.) ф ec'flit ;

4. ^  +&)с Ф  О, Р{ (&) = р} р2 Сё) ф С*П4* ;

5. 6 ^  +В)С ¥=О, (<а)=0, (<с>)ф COfut',

ь. С(А-/-В)Рі (&)Р2(<в)¥ги>пл1.

В каждом из перечисленных случаев указана структура, ко­

торую может иметь множество 2Т (А, В} С, P) » а затем приве­

дены примеры, показывающие, что все перечисленные в теореме 

варианты возможной структуры множества V (А ,В Р) 

встречаются в Конкретных зтдачах. Следующая теорема является 

образцом результатов § 2.

Теорема III. 2 .6 . ПусТь С (А + В) Р{ (&) Pz (<$) Ф CMUt
Тогда множество Т (А } В, С, Р) имеет структуру одного из

следующих трех множеств:

Ї. Т£ —/Р+ ;

, где Т дибе-киннпш, либп имеет не более
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двух предельных точек: О и ■/- ^  ;

3. f j  e  IR.j. \ Г , где Z" - множество, имеющее конеч­

ное число точек.

■' » .'
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