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ОБІІІАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РяБОТа

Диссертационная работа посвящена развитию трехмерной тео­

рии приповерхностной неустойчивости волокнистых композитов при 

сжатии исходя из строгой постановки применительно к модели ку- 

сочнс-однородной среда и исследованию па ее основе ряда основ­

ных классов задач. •.

Актуальность темы. Научно-технический прогресс во многих 

отраслях промышленности и строительства неразрывно связан со 

все более широким применением композитных материалов, среди 

которых важнее место занимают волокнистые композитные материа­

лы. Отличительней особенностью таких материалов является на­

личие четко выраженной ориентированней микроструктуры, что поз­

воляет эффективно сочетать высокие прочность и жесткость арми­

рующих элементов с технологическими’ характеристиками сєязующих 

и получать композиции, обладающие оптимальным набором свойств. 

Интенсивное нарастание использования таких материалов в техни­

ке, а также при создании инженерных сооружений вызывает необхо­

димость ускоренного развития исследований по механике разрушения 

композитных материалов, включая вопросы исследования несущей 

способности и механизмов разрушения композитов в рамках строгих 

подходов.

Одним из характерных механизмов разрушения волокнистых 

композитов при сжатии является механизм, начальная стадия кото­

рого определяется потерей устойчивости волокон в связующем. 

Указанный механизм разрушения наблюдается наиболее явно в одно­

направленных волокнистых композитах при осевом сжатии вдоль во­

локон. Кроме этого, данный механизм может реализовываться при 

сжатии композитных материалов с незначительным армированием в 

направлении, перпендикулярном направлению основного армирования, 

при двухосном нагружении с существенно большими нагрузками 

е д о л ь  армирования по сравнению с нагрузками в поперечном на­

правлении и в сжатых зонах при изгибе элементов конструкций из 

композитных материалов. Отмеченные явления е структуре компози­

та могут существенно ограничивать несущую способность материала 

и приводить к его эксплуатационной непригодности либо разруше­

нию. Из вышеизложенного следует, что изучение вопросов потери
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устойчивости армирующих элементов в волокнистых композитах при 

сжатии являются в настоящее время весьма актуальными.

Исследования вопросов потери устойчивости армированных во­

локнами материалов при сжатии можно условно разделить на две 

основные группы.

К Д  Є£ В О Й_г_£уп п е можно отнести работы, выполненные с прив­

лечением дополнительных упрощающих гипотез, характеризующих 

распределение усилий и взаимодействие между наполнителем и свя­

зующим, а также с использованием при исследовании потери устой­

чивости различных упрощенных двухмерных и одномерных моделей.

К данному направлению можно отнести работы Л.Б.Грещука, Ы.^.Дау, 

л.И.Карпенко, В.А.Терлецкого, Б.А.Ляшенко, С.Т.Милейко, А.А.Авос- 

тункова, Б.У.Розена, М.а .Садовского, С.Л.Пу, М.А.Хуссейна, Т.ХайА- 

ши, л.Р.Херрмана, Ь.Е.ліасона, С .Т .Чана, A.iiiepxa и других. Отметим, 

что упрощения, связанные с применением одно- и двумерных 

моделей при исследовании потери устойчивости, а также введение 

других упрощающих гипотез, указанных выше, могут приводить к ре­

зультатам, являющимся следствием приближенности вводимых гипо­

тез и упрощений и, поэтому, не всегда соответствующим сути ис­

следуемого явления в микроструктуре волокнистого композита. По­

этому, для определения пределов применимости и достсвернссти 

результатов, полученных в рамках прикладных теорий, обычно не­

обходимы дополнительные исследования, выполнныо в рамках более 

строгих подходов.

Ко_ второй _[’РУГЗР£ можно отнести работы, выполненные

с привлечением к исследованию рассматриваемых явлений трехмер­

ной линеаризированной теории устойчивости деформируемых тел. 

Следует отметить, что использование трехмерных линеаризирован­

ных уравнений, полученных в результате строгой линеаризации 

соотношений нелинейной механики деформируемых тел, без пере­

хода к двумерным либо одномерным задачам и привлечения различ­

ных упрошдщих гипотез, обеспечивает получение строгих решений 

и позволяет исключать неточности, характерные для работ первой 

группы, данный подход впервые предложен в работах A .h .Гуэя и 

позволил ему в рамках континуальной модели среды получить объяс­

нение характера разрушения и определить теоретический предел 

прочности армированного материала при сжатии применительно к 

внутреннему и поверхностному разрушению.
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Наиболее строгие результаты по неустойчивости волокнистых 

композитов можно получить в рамках подхода, основанного на при­

влечении трехмерной линеаризированной теории устойчивости в 

рамках модели кусочно-однородной среды. Этот подход впервые 

предложен А.Н.Гузем и затем развит и обоснован в его последую­

щих монографиях. Данный подход сопряжен со значительными труд­

ностями математического и вычислительного характера, однако он 

свободен от ограничений и неточностей, характерных для упрощен­

ных подходов, что позволяет строго исследовать качественные ме­

ханические эффекты и получать результаты, которые можно считать 

эталонными при определении пределов применимости приближенных 

расчетных схем. Кроме того, иногда он применим к задачам, до­

стоверное решение которых невозможно получить в рамках других 

подходов. В рамках данного подхода применительно к явлению 

внутренней неустойчивости (т.е . для бесконечной матрицы) были 

решены задачи устойчивости для одного, двух, периодического ря­

да и двоякопериодической системы волокон в матрице при сжатии. 

Этими и родственными задачами занимались: А.Н.Гузь, И.Ю.Бабич, 

С.Д.Акбаров, М.А.Черевко, И.Н.Гараідук, М.С.Бабаев и др. Наибо­

лее полное представление о полученных результатах по внутрен­

ней неустойчивости волокнистых композитов, полученных в рамках 

вышеуказанного строгого подхода, можно получить из монографии 

А.Н.Гузя "Механика разрушения композитных материалов при сжа­

тии" (Киев: Наук, думка, 1990.- 632 с .) ,  а также из специаль­

ного выпуска международного журнала "Applied, kechanics Reviews" 

(США) (1992.- Т .45, № 2.- С. 13-І01), озаглавленном "Microme­

chanics of composite materials: Focus on Ukrainian research" 

(под редакцией А.Н.Гузя, авторы - А.Н.Гузь, С.Д.Акбаров, Н.А. 

Шульга, И.Ю.Бабич, Вик.Н.Чехов).

Однако, до настоящего времени отсутствовали ис£лдцования_ 

трехмерных проблем приповерхностной неустойчивости волокнистых 

композитов при сжатии, выполненные в рамках строгого подхода 

на основе модели кусочно-однородной среды. Эти вопросы пред­

ставляют значительный интерес, так как все реальные тела имеют 

граничные поверхности и, поэтому, строгий учет влияния края
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композита на устойчивость волокон в связующем позволит полнее 

выявить особенности потери устойчивости в реальных композитах.

Целью настоящей работы является развитие трехмерной теор- 

рии приповерхностной неустойчивости волокнистых композитов при 

сжатии исходя из строгой постановки применительно к' модели ку­

сочно-однородной среды, включая:

1) общую постановку различных классов трехмерных линеаризиро­

ванных задач;

2) разработку методов исследования указанных проблем, включая 

случай композита с произвольной конфигурацией волокон в 

матрице;

3) численное исследование основных классов задач, анализ число­

вых результатов и выявление новых механических эффектов, ха­

рактерных для изучаемого круга вопросов.

Научная новизна и значимость работы заключаемся в следую- 

щем. На основе применения трехмерных линеаризированных уравне­

ний к ка*цому компоненту волокнистого композитного материала 

впервые дана постановка и предложены методы решения различных 

классов трехмерных линеаризированных задач приповерхностной не­

устойчивости волокнистых композитов при сжатии в направлении 

армирования с учетом влияния свободной границы материала, а 

также с одновременным учетом взаимовлияния волокон в различных 

структурах при потере устойчивости. Исследования проводятся в 

обгцем виде для теории конечных докритических деформаций и раз­

личных вариантов теории малых докритических деформаций, для 

сжимаемых и несжимаемых материалов волокон и матрицы.Разрабо­

танные методы позволяют точно удовлетворить граничным условиям 

на свободной плоской поверхности, а также на свободной круго­

вой цилиндрической поверхности матрицы. На основе вышеуказан­

ной строгой постановки и разработанных подходов впервые решены 

различные классы трехмерных задач приповерхностной неустойчи­

вости волокнистых композитов при сжатии применительно к кон­

кретным моделям сред. Определены критические параметры нагру­

жения и волнообразования, реализуемые формы потери устойчивос­

ти. Проведен анализ численных результатов, исследовано влияние 

механических и геометрических параметров задач на величины 

критических параметров нагружения. Оценено влияние свободной 

границы на устойчивость различных структур волокон. Выявлены



новые механические эффекты, характерные для рассматриваемого 

круга вопросов.

Достоверность результатов и выводов работы обеспечивается 

строгостью ‘иепользуемого подхода, основанного на применении 

трехмерных  ̂линеаризированных уравнений к каждому компоненту 

волокнистого композита и точном удовлетворении граничных усло­

вий на свободной поверхности и поверхностях раздела сред; при­

менением апробированных моделей сред; контролируемой точностью 

вычислений; совпадением результатов в ряде частных и предель­

ных случаев с ранее известными.

Практическая ценность работы состоит в : разра­

ботке методик, позволяющих в рамках используемога строгого 

подхода определять критические значения параметров нагружения 

и волнообразования, а также установить области изменения пара­

метров нагружения, механических и геометрических параметров 

волокнистых композитов, при которых их состояние равновесия 

является устойчивым; вычислении в работе значений критических 

укорочений для конкретных моделей материалов волокон и матриц; 

формулировке выводов о закономерностях приповерхностной потери 

устойчивости волокнистых композитов при сжатии вдоль волокон. 

Результаты работы могут быть использованы для оценки погреш­

ностей результатов исследования неустойчивости волокнистых 

композитов, полученных в рамках более простых подходов, в ко­

торых не учитывалось влияние свободного края материала, для 

определения областей применимости указанных более простых 

подходов, а также при проектировании и расчетах новых конст­

рукционных материалов, армированных волокнами, с целью избе­

жания нежелательных явлений приповерхностной потери устойчи­

вости в процессе их эксплуатации.

Апробация работы. Основные результаты диссертации были 

представлены в разное время на семинарах отдела динамики и 

устойчивости сплошных сред Института механики АН Украины (Ки­

ев, 1984-1993 г . г . ) ;  ХІ-ХУІІ1 конференциях молодых ученых Инсти­

тута механики АН Украины (Кийлов, Киев, 1986-1993 г .г . ) ,  П и 

Ш Всесоюзных конференциях "Механика неоднородных структур" 

(Львов, 1987, 1991 г .г . ) ,  ХП конференции молодых ученых Инсти­

тута машиноведения АН СССР (Москва, 1989 г . ) ,  У Всесоюзной 

научно-технической конференции по методам расчета изделий из

і
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высокоэластических материалов (Рига, .1989 г . ) ,  Республиканской 

научно-технической конференции "Эффективные численные методы 

решения краевых задач механики твердого деформируемого тела" 

(Харьков, 1989 г . ) ,  УП Всесоюзной конференции по механике поли­

мерных и композитных материалов (Рига, 1990 г . ) ,  УП Всесоюзной 

научной школе "Деформирование и разрушение материалов с дефек­

тами и динамические явления в горных породах и выработках" 

(Симферополь, 1990 г . ) ,  Ши ІУ Всесоюзных школах по численным 

методам механики сплошной среды (п.Дюрсо Краснодарского края,

1991, 1992 г . г . ) ,  Школе "Современные методы качественной теории 

краевых задач" (Воронеж, 1992), I Международном симпозиуме ук­

раинских инженеров-механиков (Львов, 1993 г . ) ,  УШ Международной 

конференции по разрушению (Киев, 1993 г . ) .

В законченном виде диссертационная работа докладывалась и 

обсуждалась на семинарах отдела динамики и устойчивости сплош­

ных сред Института механики АН Украины (руков. академик АН Ук­

раины А.Н.Гузь), семинаре "Проблемы механики и математики" Ин­

ститута прикладных проблем механики и математики АНУТ(руков.члеь 

корреспондент АН Украины Г.С.Кит); на семинаре" по механике 

сплошной среды при Донецком университете (руко.в. академик АН 

Украины А.С. Космодамианский); на семинаре "Математические 

проблемы механики" кафедры прикладной математики и Проблемной 

лаборатории Симферопольского университета (руков. профессор 

Вал.Н.Чехов), на семинаре кафедры механики сплошных сред Киев­

ского университета (руков. профессор Л.В.Мольченко), на объе­

диненном семинаре по проблема^ прочности кафедры теоретической 

и прикладной механики и кафедры сопротивления материалов и 

строительной механики Киевского автомобильно-дорожного институ­

та (руководители академик Транспортной Академии Украины, про­

фессор А .0 .Рассказов и профессор В.Г.Пискунов), на общеинсти­

тутском семинаре по механике Института механики АН Украины 

(руков. академик АН Украины А.Н.Гузь).

Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы 

в 29 научных работах, в сборниках тезисов докладов ряда указан­

ных выше конференций, а также были включены в вышеуказанный 

специальный выпуск "A p p l ie d  bieciianics Reviews " (1992 г .)  и 

монографию А.Н.Гузя "Механика разрушения композитных материа­

лов при сжатии" (1990 г . ) .
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В работах С 3 ,7 ,1 3 ,2 5 ] , написанных в соавторстве с научным 

консультантом академиком АН Украины А.Н.Гуэем, автором осущест­

влена формулировка конкретных задач, разработка методов>их ре­

шения, получение численных результатов для конкретных моделей 

сред и ажіли̂ з закономерностей приповерхностной неустойчивости 

в волокнистом композите. А.Н.Гузя в задачах, рассмотренных в 

[ 3 ,7 ,1 3 ,2 5 ] , принадлежит общая постановка проблемы.

Структура и объем диссертации. Работа состоит из введения, 

семи глав, заключения и списка литературы из 184 наименований, 

включает 72 рисунка и II таблиц. Общий объем диссертации 307 

страниц.

Работа выполнена в Институте механики АН Украины. Автор 

выражает глубокую благодарность своему научному консультанту 

академику АН Украины А.Н.Гузю за постоянное внимание к работе 

и ценные советы при ее написании.

ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Во введении дан краткий обзор работ по тематике диссерта­

ции и анализ основных результатов, полученных ранее. Сформули­

рована цель диссертации, обоснована ее актуальность, научная 

новизна и значимости достоверность полученных результатов и 

практическая ценность работы. Кратко изложено содержание рабо­

ты по главам. ‘ ,

В первой главе приводятся некоторые основные сведения по 

трехмерной линеаризированной теории устойчивости деформируемых 

тел*, сформулированы основные положения при исследовании при­

поверхностной неустойчивости волокнистых композитов при сжатии 

и приведены исходные уравнения, которые составляют общую пос­

тановку различных классов трехмерных линеаризированных задач 

приповерхностной неустойчивости волокнистых композитов при

* Гузь А.Н. Устойчивость трехмерных деформируемых тел.- Киев: 
Наук, думка, I971.— 276 с.

Гузь А.Н. Основы трехмерной теории устойчивости деформируеных 
тел.- Киев: Вища шк., 1986,- 512 с.

Гузь А.Н. Механика разрушения композитных материалов при сжа­
тии.- Киев: Наук, думка, 1990,- 632 с.
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сжатии в общем виде для различных вариантов трехмерной линеа­

ризированной теории устойчивости и различных моделей сред.

Вводятся следующие основные допущения:
t

1. Рассматривается такое нагружение внешней сжимающей си­

лой, при которой укорочения волокон и матрицы вдоль осей Z<  ̂

одинаковы

’ с оа с от
t Z2,q  b 2Z ■ (j )

Здесь и в дальнейшем все величины, относящиеся к наполнителю 

(волокнам) отмечены индексом " Q. " и, при необходимости, ин­

дексом, соответствующим номеру волокна, а величины, относящи­

еся к связующему (матрице), - индексом "т . " .  При описании 

деформирования волокнистого композита применяотся лагранжевы 

системы координат ( Za  , dq, , 2tq, ) , связанные с волокнами, 

и системы координат ( SC , у ,2  ) либо ( Zc ,в с » 2С ) . свя­

занные со свободной поверхностью матрицы.

2. Докритические состояния в волокнах и матрице являются 

однородными и характеризуются соотношениями

с о п « ; « З - - .е ю і ; б £ «  ,  в г ;- .-  .

® У ^  •  ”  ' 1 »■ "  (2 )

Кроме этого, получим

£ оа оа . с от  _ р от
M ,q ,‘ сосх ~ е уд • (3 )

Отметим, что формулы (2) являются точными если коэффици­

енты поперечного расширения.наполнителя и связующего равны 

между собой. Например, соотношения (20 выполняются точно для 

несжимаемых наполнителя и связующего. При неравных значениях 

коэффициентов поперечного расширения волокон и матрицы приме­

нимость соотношений (2) обоснована тем, что неоднородность 

докритического состояния в задачах устойчивости волокнистых 

материалов не оказывает значительного влияния на критические 

нагрузки, как показано в работах А.Н.Гузя, И.й.Бабича, И.Н.Га- 

ращука, М.А.Черевко на примере одного волокна в бесконечной 

матрице.
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3. Сжатие осуществляется "мергвыми" нагрузками. Согласно 

работам А.Н.Гузя, это положение приводит к выполнению достаточ­

ных условий применимости статического метода исследования за­

дач трехмерной линеаризированной теории устойчивости.Поэтому,

в работе применяется статический метод исследования.

4. Край матрицы свободен от усилий. Согласно данному поло­

жению в случае плоскрй поверхности матрицы потребуем выполне­

ния условий

В случае свободной цилиндрической поверхности условия нулевых 

усилий записываются в виде

5. Преимущественно рассматриваются условия полного контак­

та между волокнами и матрицей. В соответствие с этими усло­

виями на поверхностях раздела сред выполняются условия непре­

рывности для векторов усилий и перемещений

В отдельных случаях дополнительно рассматриваются условия 

скользящего контакта на поверхности раздела сред (случай не­

полного контакта, когда условия непрерывности выполняются лишь 

для нормальных составляющих векторов усилий и перемещений)

6 . Исследуется потеря устойчивости, локализованная вблизи 

границы композита. Таким образом, необходимо требовать выпол­

нения условий затухания для возмущений перемещений при удале­

нии от края материала.

7. При рассмотрении упруго-пластических моделей материалов 

для связующего или наполнителя применяется обобщенная кон­

цепция продолжающегося нагружения. Эта концепция позволяет не 

учитывать изменение зон разгрузки при исследовании потери ус­

тойчивости. Таким образом, рассмотрение для упругих и упруго­

пластических моделей в дальнейшем, проводится аналогично.

р'х *о. р ;=о.  р * -  о ц/*о)\ (4)

/ V ' * -  Р* Я ' 0 ,  Р* т =  0

(5)

Р '4 ‘ РГ-- Р Ц -Р Г - ' Р І% -Р Г '-  

< * - " Л  UL = “ ” с*9 -*).

(б)

(7)
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В главе приведены также сведения об используемых в рабо­

те при численном решении задач моделях сред, которые соответ­

ствуют композитам с полимерными, металлическими и высокоэлас­

тическими связующими. Выделены основные классы задач, соответ­

ствующие некоторым основным случаям композитов регулярной и 

нерегулярной структуры с низкой и высокой концентрацией напол­

нителя, решение которых позволяет исследовать характерные яв­

ления и эффекты при потере устойчивости вблизи свободной по­

верхности различных структур волокон.

Во в т о р о й  главе предложены подходы и разработаны методы 

исследования приповерхностной неустойчивости волокнистых ком­

позитов при сжатии. С помощью общих решений трехмерных линеа­

ризированных уравнений устойчивости при однородных докритичес- 

ких состояниях (см. сноску * на стр.9 ) , которые применяются 

.отдельно к каждому компоненту композита, задачи приповерхност­

ной неустойчивости волокнистых композитов приводятся к задачам 

относительно функций y/w и % т  для матрицы V а У и / а9 для 

каждого из волокон. Указанные функции являются решениями урав­

нений

- для каждого из волокон

д п о а п 2 д

k \дЦ

- для матрицы

X * 9 =о  ,
( 8 )

е д_ 

Ух

(9)



-  ІЗ -

2 £
Величины £’j ” и (j  = 1 ,2 ,3 )  зависят от параметров

докритического состояния и механических свойств матрицы и во­

локон соответственно. Формулы для определения значений ,

а также выражения для возмущений перемещений и усилий через 

функции V  и X  для сжимаемых и несжимаемых тел приведены в 

работах А.Н.Гузя, указанных выше. С использованием этих формул 

в главе получены граничные условия и с формулирована в общем 

виде постановка рассматриваемых задач относительно функций

У аЧ , , ysm, Х т  . '  і ‘

Развиваются методы решения поставленных задач применитель­

но к-случаям свободной плоской и свободной цилиндрической по­

верхности матрицы. Решения исходных уравнений для каждого из 

волокон строятся в виде рядов Зурье в цилиндрической системе 

координат ( 2 ^  , 6^ ,2 ^  ) , связанной с данным волокном

V а9* Г  SO7 /- ^  { t  '

*  Z  °n j !n C t f r s  ] COS ^  } ’ 
n*0

X а0' - t  *s° 9 . Xsa^ cosf 4 z  ^ ^ P r ^ c o s n d  A
S-S ' Kn=a '  '

rr=l - - r r (10)

Решения исходных уравнений для матрицы для случая свобод­

ной плоской поверхности строятся в виде

V ? .
peQ У peQ и (I I )

где

V/Г -Г  M r * , [ f  лп7  Ч Г П р  > sin" ep *

К . (tl*
- OO

x exp c- chipy) sin \^{msht )] dt + (12)
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ОО

+ Z L  лп 7  ( VL  и) єхр (_ гу) *Ksj> п*о * J >
— оо

ОО

X sin [ r msfl tf(X-Q0)\ Cft + Z. c„mf  Ї w *  U) X
n‘0 ' -t.

X exp t f  у  ) COS [ ї ? ™ S h i f  (X-Qfi)\dt-h

* i  f  C l < , w e * p V  r ,"  ♦t f W i r » ) *
K=-2. n*i d *

- oo * •
»

t ; - £  Ї * .

У™5 строим по аналогии с (12). В (10), (12) , і  -

длина полуволны формы потери устойчивости, ( Qp , hp ) - ко­

ординаты центра поперечного селения р  -го волокна относитель­

но системы координат ( X  , У  ) , р  ё. О, , О, - множество но­

меров волокон. После ряда преобразований с использованием из­

вестных свойств и интегральных представлений для цилиндричес­

ких функций, решения для матрицы представляются в виде несоб­

ственных интегралов в системе координат ( X  , у  ,2  ) и затем 

подставляются в граничные условия на свободной плоской поверх­

ности. В итоге получены в явном виде системы уравнений относи­

тельно неизвестных подинтегральных функций Сі) , ІЛЛ^ Сі) , 

входядих в решения для матрицы. Таким образом построены реше­

ния, которые, с учетом указанных систем уравнений, точно удов­

летворяют граничным условиям на свободной плоской поверхности. 

Показано, что эти решения удовлетворяют также условиям затуха­

ния на "бесконечности" (при удалении от границы). Затем, с по­

мощью соотношений, вытекающих из формулы Якоби-Ангера и теорем 

сложения Графа для функций Макдональда, решения для матрицы 

представляются поочередно в каждой из систем координат ( Zq ,

, 2 у ) , q Є. Q в виде рядов Оурье и совместно с решени­

ем для q, -го волокна подставляются в граничные условия на 

Q  -й поверхности раздела сред. В результате, после ряда пре­

образований, выводится бесконечная однородная система алгебра­
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ических уравнений относительно неизвестных постоянных, входящих 

в построенные решения. Из условия существования нетривиальных 

решений, приравнивая определитель Д(р,^е) полученной системы 

уравнений к нулю, получим характеристическое уравнение

Д (р , X ) = 0 , (13)

где р  - параметр нагружения, <2? - параметр волнообразования. 

Отметим, что в качестве параметров нагружения в рассматриваемых 

задачах удобно выбирать укорочения вдоль осей волокон, а в ка­

честве параметра волнообразования - величину fiRP '1 , где 

Р - радиус одного из волокон. При численном решении характе­

ристического уравнения для конкретного случая расположения во­

локон и конкретных моделей материалов волокон и матрицы другие 

параметры, входящие в характеристическое уравнение, необходимо 

фиксировать.

В рядЬ случаев удобно получать результаты по приповерх­

ностной неустойчивости волокнистых композитов с помощью модели­

рования свободной границы матрицы круговой цилиндрической по­

верхностью. Поэтому предлагается также метод исследования для 

случая свободной круговой цилиндрической поверхности, который 

также можно рассматривать и как первое приближение при иссле­

довании задач неустойчивости волокнистых композитов вблизи 

свободной криволинейной поверхности. Кроме того, в работе по­

казано, что этим методом можно также получать с приемлемой 

точностью результаты и в случае свободной плоской поверхности. 

Построены решения задач, позволяющие строго удовлетворить всем 

граничным условиям в случае, когда рассматривается свободная 

круговая цилиндрическая поверхность. В результате удовлетворе­

ния граничным условиям на свободной поверхности и на поверх­

ностях раздела сред получена бесконечная однородная система 

алгебраических уравнений. Получены характеристические уравне­

ния с левыми частями в виде бесконечных определителей. Далее 

процедура численного решения характеристического уравнения 

для конкретных задач является аналогичной процедуре решения 

(13).

В рамках используемого строгого подхода, основанного на 

привлечении трехмерной линеаризированной теории устойчивости 

в рамках модели кусочно-однородной среды, исследуется возмож­
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ность наступления форм потери устойчивости волокон второго ти­

па (с кручением) вблизи свободной поверхности. Полученный в 

рамках рассматриваемой постановки вывод о невозможности воз­

никновения формы приповерхностной потери устойчивости с круче­

нием для одного волокна в полубесконечной матрице обобщается 

также на случай произвольного конечного или бесконечного числа 

волокон. Это позволяет в дальнейших исследованиях при рассмот­

рении конкретных задач волокнистых композитов при сжатии огра­

ничиваться решениями, соответствующими формам потери устойчи­

вости первого типа (изгибным формам потери устойчивости).

В третьей главе рассматриваются трехмерные линеаризирован­

ные задачи о неустойчивости отдельного волокна в матрице вблизи 

свободной поверхности. Данная постановка возникает при исследо­

вании задач о потере устойчивости малонаполиенных волокнистых 

композитов регулярной периодической и нерегулярной структуры 

при сжатии вдоль волокон, когда вследствие малой концентрации 

наполнителя соседние волокна при потере устойчивости не влияют 

друг на друга и отдельные волокна испытываю? лишь влияние сво­

бодной поверхности при потере устойчивости. Вследствие вышеиз­

ложенного, данная постановка позволяет строго исследовать эф­

фекты влияния свободной границы на устойчивость отдельных воло­

кон без влияния других факторов, связанных с* взаимовлиянием 

соседних волокон, волокон в структуре и т.П/ При исследовании 

применяется модель кусочно-однородной среды, т .е . для каждого 

из компонент записываются трехмерные линеаризированные уравне­

ния устойчивости. Рассматриваются следующие изгибные формы по­

тери устойчивости волокна в матрице: I )  форма потери устойчи­

вости, при которой ось волокна остается в плоскости, перпенди­

кулярной свободной границе; 2) форма потери устойчивости, при 

которой ось волокна выходит из указанной плоскости. Примени­

тельно к указанным формам потери устойчивости дана постановка 

и построены решения задач. В результате удойлетворения всем 

граничным условиям получены бесконечные однородные системы ал­

гебраических уравнений в матричном виде

в:х :̂х'£««,л:-0
/7-0

(14)

(15)
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для рассматриваемых первой и второй форм потери устойчивости 

соответственно. В ( 1 4 ) , ( 1 5 ) ^ ^  , , У™ - векторы

столбцы новых неизвестных постоянных.

Из условия существования нетривиальных решений выведены 

характеристические уравнения для рассматриваемых форм потери 

устойчивости. Исследованы свойства бесконечных характеристи­

ческих определителей и доказано, что они является определите­

лями нормального типа, что обосновывает применимость метода 

редукции при численном решении характеристических уравнений.

Проведены численные исследования для конкретных моделей 

сред. В рамках второго варианта теории малых докритических де­

формаций рассмотрен случай сжимаемых изотропных упругих мате­

риалов волокна и матрицы. Данная модель материала соответству­

ет композитам с полимерной матрицей. Докритическое состояние 

определялось по геометрически-линейной теории. Были проведены 

численные исследования практической сходимости используемого 

метода. Полученные результаты показали, что для получения ре­

зультатов с относительной точностью до 1% для кри­

тических укорочений достаточно ограничиться исследованием оп­

ределителя десятого порядка. Определены критические укорочения 

для широкого диапазона жесткостных и геометрических параметров 

задачи. Проведено сравнение результатов, полученных для воз­

можных форм потери устойчивости и показано, что реализуемой 

формой потери устойчивости является форма потери устойчивости 

в плоскости, перпендикулярной границе. Приведены данные, поз­

воляющие определить погрешность, которая допускается, если не 

учитывать влияние свободной границы применительно к задаче для 

отдельного волокна. Сформулированы условия, при которых с за­

данной точностью для критических укорочений влиянием свободной 

поверхности можно пренебречь и применять результаты А.Н.Гузя,

И.Ю.Бабича, полученные для одного волокна в бесконечной матри­

це без учета влияния свободной границы.

В рамках теории конечных докритических деформаций решена 

задача для материалов с потенциалом Трелоара, соответствующая 

композита!.! *с высокоэластическими связующими.

Рроведёно сравнение результатов по приповерхностной неус­

тойчивости волокит в матрице вблизи свободной плоской поверх­

ности, полученных с помощью первого и второго методов исследо-

I : я їм. В. Стефа . I
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вания, изложенных во второй главе. Получено, что метод, осно­

ванный на замене свободной границы круговой цилиндрической 

поверхностью позволяет получить достаточно точные результаты 

и для случая плоской границы.

.В рамках теории малых упруго-пластических деформаций ре - 

шена задача для материалов с упруго-пластической матрицей со 

степенной зависимостью между интенсивностями напряжений и де­

формаций. Волокно в этом случае моделировалось сжимаемым 

изотропным линейно-упругим телом при цалых деформациях. Данная 

постановка соответствует композитам с'металлической матрицей. 

Как и в предыдущих задачах, наряду с обоснованием применимости 

метода усечения бесконечного определителя, также были проведе­

ны исследования практической сходимости используемого метода 

и показана его хорошая сходимость при расчетах. Получены зна­

чения критических укорочений в широкой области изменения жест­

костных и геометрических параметров задачи. Проведен анализ 

полученных результатов и также показано, что свободная поверх­

ность может оказывать значительное влияние на устойчивость от­

дельных волокон.

Вследствие того, что в реальности на поверхностях раздела 

сред композита возможны несовершенства контакта, которые могут 

ослабить композит и снизить критические нагрузки, решения за­

дач, полученные с учетом полного сцепления на поверхностях 

раздела сред, можно считать верхними пределами критических 

укорочений. Для того, чтобы оценить нижние пределы критических 

укорочений, была решена задача с учетом скользящего контакта 

на поверхности раздела сред. В этом случае таїрте' іїоказана хо­

рошая практическая сходимость метода. Полученное численные ре­

зультаты позволили сформулировать ряд выводов, относящихся к 

механике рассматриваемых явлений.

В четвертой главе рассмотрены задачи приповерхностной не­

устойчивости пары волокон вблизи края материала. Данная поста­

новка возникает при исследовании потери устойчивости в малона- 

полненных волокнистых композитах, когда вследствие нерегуляр­

ности расположения волокон вблизи свободной поверхности мож­

но выделить пары достаточно близко расположенных волокон, ко­

торые при потере устойчивости- испытывают влияние не только 

свободной поверхности, но и друг друга. При проведении иссле-
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дований использованы основные положения, приведенные в гла­

ве I . Построены решения задач для случая произвольного распо­

ложения пары волокон, описывающие возможные г|ормы потери ус­

тойчивости. Далее рассматривается случай, когд< плоскость во­

локон параллельна свободной поверхности. В этом случае

h ^ h ^ h  , а { = -о г = - 0,5  R/£ . (1б)

В общем виде для трансверсально-изотропньгх сжимаемых и несжи­

маемых тел в рамках теории конечных докритических деформаций 

получены бесконечные однородные системы алгебраических урав­

нений относительно неизвестных постоянных, входящих в решения

<х* *  а/с X лп „ ( П )

,fru  г- *х  "v * о
'  *  JT î rc  "  f a i s , * "  "  (ІЗ)

(К= О , а,£>=(,&)

/Із условия суцествования нетривиальных решений задачі! выведено 

характеристическое уравнение. Строго доказано, что полученный 

характеристический определитель является определителем нор­

мального типа. Следовательно, усекая данный определитель дЬ 

соответствующих конечных размеров, можно численно полнить ре­

шения характеристического уравнения с любой наперед заданной 

степенью точности.

Рассмотрена также задача для такого случая расположения 

волокон, при котором оси волокон лежат в плоскости, перпенди­

кулярной свободной поверхности полубесконечной матрицы. В этом 

случае

а.  = а = 0 .
1 г (19)

Построены решения задачи, которые описывают формы потери ус­

тойчивости волокон в матрице, обладающие симметрией относи­

тельно плоскости первоначального расположения осей волокон и 

при которых оси волокон остаотся в этой плоскости (в дальней­

шем называемые формами потери устойчивости з плоскости воло­

кон), а также формы потери устойчивости, при которых оси..во­

локон выходят из плоскости первоначального расположения 'осей
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.волокон (в дальнейшем называемые формами потери устойчивости 

из плоскости волокон). После строгого удовлетворения всем гра­

ничным условиям получены бесконечные однородные системы урав­

нений и выведены характеристические уравнения для форм потери 

устойчивости в плоскости и из плоскости волокон. Проведено 

численное исследование применительно к задаче для сжимаемых 

изотропных линейно-упругих материалов волокон и матрицы в рам­

ках второго варианта теории малых докритических деформаций 

(докритическое состояние определяется по геометрически-линей- 

ной теории). Полученные характеристические уравнения решались 

численно на ЭЕМ методом редукции для разных значений отношений 

жесткостей и геометрических параметров задачи. Для каждого из 

случаев (потеря устойчивости в плоскости волокон и потеря ус­

тойчивости из плоскости волокон) численно получаем два решения 

характеристического уравнения в виде двух зависимостей р  от 

ЗЄ при фиксированных значениях других параметров задачи. Та­

ким образом различаем четыре формы потери устойчивости двух 

Еолокин в полубесконечной матрице, соответству-о’дие этим четы­

рем зависимостям. Затем определяем минимумы полученных функций 

и выбираем наименьшее из полученных значений, которое и будет 

критическим.

Показана хорошая практическая сходимость метода в широком 

диапазоне изменения параметров задачи. Проведен анализ числен­

ных результатов. Выявлено, что влияние свободной поверхности 

может не только снизить значения критических укорочений, но и 

привести к появлению других реализуемых форм потери устойчивос­

ти по сравнению с задачами для бесконечной матрицы. Например, 

при £а £ і - 1000, R/SR~* = 2 ,5  в случае бесконечной матрицы 

реализуемой является форма потери устойчивости из плоскости 

волокон в фазе (работы С.Д.Акбарова, А.Н.Гузя), а в случае 

приповерхностной неустойчивости при этих же значениях парамет­

ров и / R = 1 , 5  реализуемой будет форма потери устойчивос­

ти в плоскости волокон в фазе. Показано, что в зависимости от 

сочетания значений жесткостных и геометрических параметров ре­

ализуемой вблизи границы может быть как форма потери устойчи­

вости в плоскости волокон в фазе, так и форма потери устойчи­

вости из плоскости волокон в фазе. Йнтересно отметить, что по 

сравнению с результатами для бесконечной митрици, расширяется 

диапазон параметров, при которых реализуется форма потери ус-
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тойчивости в плоскости волокон и сужается диапазон параметров, 

при которых реализуется форма потери устойчивости из указанной 

плоскости.

Пятая глава посвящена исследованию приповерхностной неус­

тойчивости бесконечного периодического ряда волокон, плоскость 

расположения которого параллельна свободной поверхности. Ука­

занная постановка возникает при исследовании задач неустойчи­

вости волокнистых композитов регулярной структуры при сжатии 

вдоль волокон, когда отдельные ряды волокон расположены на до­

статочном отдалении друг от друга и вследствие этого на устой­

чивость крайнего ряда волокон основное влияние оказывает сво­

бодная поверхность. Полученные в данной главе численные резуль­

таты мокно рассматривать как верхние пределы критических укоро­

чений, приводящих к приповерхностной неустойчивости волокнис­

тых композитов регулярной структуры с плотны?.» наполнением. При 

исследовании используем основные положения и соотношения, из­

ложенные в главе I ,  подразумевая, что принимает е с є  целые

значения ОТ-с>о Д О ^ о о  (т .е . а є Z  )• Учитываем, что

G q  = Ц З , hq = h,  (20)

где 9  - расстояние между осями соседних еолокон , h - рас­

стояние от оси любого из волокон д о  свободного края связущего.

Дан і пост;іновка задач с использованием обцих реиенкй трех­

мерных линеаризированных уравнений устойчивости при однородных 

докритических состояниях, построены их решения и выведены ха­

рактеристические уравнения с левыми частями в виде бесконечных 

определителей.

Метод, изложенный в главе 2, позволяет исследовать произ­

вольное сочетание форм потери устойчивости волокон в матрице. 

Однако, при численном исследовании можно ограничиться рассмот­

рением лишь форм потери устойчивости ряда еолокон в матрице с 
периодом, равным периоду структуры. Основанием для рассмотре­

ния только указанных форм потери устойчивости являются резуль­

таты Л.И.Гуэя, М.С.Бабаева, М.А.Черевко для периодического ря­

да волокон в бесконечной матрице, где было показано, что к на­

иболее низким значениям параметра нагружения приводят лишь фор­

мы потери устойчивости с периодом, равным периоду структуры. 

Таким образом рассматриваются: I) форма потери устойчивости,
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при которой оси волокон остаются в плоскостях, перпендикуляр- 

m.rx свободной поверхности связующего (в дальнейшем сокращенно - 

первая форма) и 2) форма потери устойчивости, при которой оси 

волокон выходят из указанных плоскостей (сокращенно - вторая 

форма). Доказано, что характеристические определители являются 

определителями нормального типа, что обосновывает применимость 

метода редукции при численном решении характеристических урав­

нений. Расчеты проведены для сжимаемых изотропных линейно-уп- 

ругих материалов волокон и матрицы в рамках второго варианта 

теории малых докритических деформаций (докритическое состояние 

определялось по геометрически-линейной теории). Исследования 

практической сходимости метода показали, что с достаточной 

степенью относительной точности (до 1%) можно ограничиться ис­

следованием определителей порядка 10-22 для первой и 8-20 для 

второй формы потери устойчивости. Получено, что уменьшение 

критических укорочений по сравнению с результатами для реали­

зуемой формы потери устойчивости ряда волокон в бесконечной 

матрице составляет до ЗЪ%. Влияние свободной поверхности сов­

местно со взаимовлиянием волокон в ряду может привести к пони­

жению критических укорочений на 65-7С/5. В зависимости от соче­

тания значений у.есткостных и геометрических параметров может 

реализов іться как первая, так и вторая форма потери устойчи­

вости. Например, для £ Е~‘ = 1000 при hR~l = 5 ;9  предпоч­

тение имеет первая форма; при 1,5  $ 3 в зависимости от

может реализоваться либо первая, либо вторая форма, в 

отличие от случая бесконечной матрицы, рассмотренного А.Н.Гу- 

зем, М.С.Бабаевыг.1, М.А.Черевко, где независимо от 3 R ' 1 ре­

ализуемой была только вторая форма. Для EQ = 5С и всех 

рассмотренных значений геометрических параметров предпочтение 

имеет первая форма, в то время как в случае бесконечной матри­

цы при SQR~l '%. 3 реализуемой была вторая форма. Аналогичные 

эффекты влияния свободной поверхности выявлены и для некото­

рых других значений параметров. Было такие выявлено, что силь­

ное сближение волокон в ряду, как и сильное отдаление их друг 

от друга, способствует реализации первой формы, в то время 

1 как в случае бесконечной матрицы сильное отдаление волокон 

способствовало реализации второй формы потери устойчивости. 

Влияние свободной поверхности сильнее сказывается при первой
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форме потери устойчивости.

В шестой' главе рассмотрены трехмерные линеаризированное 

задачи о приповерхностной неустойчивости ряда волокон, пер­

пендикулярного свободной границе матрицы. Эти задачи соответ­

ствуют композитам регулярной или нерегулярной (в направлении, 

перпендикулярном границе) структуры с плотным наполнением в 

рядах, перпендикулярных границе, но незначительной плотностьЪ 

в перпендикулярном направлении.

В рассматриваемых задачах, как и в предыдущих» форм по­

тери устойчивости с кручением не существует. Возможные изгиб- 

ные формы потери устойчивости можно разделить на две группы.

К первой группе можно отнести формы потери устойчивости, сим­

метричные относительно плоскости расположения осей волокон 

(формы потери устойчивости в плоскости ряда волокон). Ко вто­

рой группе можно отнести формы потери устойчивости из указан­

ной плоскости. Построение решений, удовлетворение всем гранич­

ным условиям, вывод бесконечных однородных систем алгебраичес­

ких уравнений проведено отдельно для форм потери устойчивости, 

относящихся к первой и ко второй группе. Бесконечные системы 

уравнений имеют вид:

- для форм потери устойчивости волокон в плоскости ряда

N  - число волокон s ряді'. (Здесь, в отличие от случая пери­

одического ряда волокон, параллельного свободной поверхности, 

для всех форм потери устойчивости необходимо удовлетворять 

граничным условиям на боковой поверхности каждого волокна).

/V о о

в£х? ' 2  Z
/>*/ n-0 (21)

- для форм потери устойчивости из плоскости ряда

/V оо

СЧ"*'  2~/%Л"Р-о
p-і п*0 (22)



Аз условия существования нетривиальных решений систем 

(21) и (22) получены характеристические уравнения. Исследова­

ны свойства бесконечных определителей и доказано, что эти оп­

ределители являются определителя.»! нормального типа. Получено 

численное решение задачи для снимаемых изотропные материалов 

волокон и матрицы при малых, деформациях для конкретных значе­

ний исходных параметров задачи. Докритическое состояние опре­

делялось по геометрически-линейной теории. Проведена проверка 

практической сходимости метода. Проведено сравнение с результа­

тами, полученными для бесконечной матрицы. Сформулированы вы-
г

воды относительно количественного и качественного влияния сво­

бодной плоской поверхности ни устойчивость ряда волокон, пер­

пендикулярного' границе матрицы. Выявлено, что влияние свобод­

ной границы не только снижает значения критических укорочений, 

но и может приводить к изменению реализуемой формы потери ус­

тойчивости, и это нужно учитывать. Сравнение результатов, по­

лученных при разных значениях N , показало, что, например, 

если ограничиться точностью Ъ% для критических укороче­

ний, то для получения результатов для больших N  при ЕаЕ̂ 4 50 

достаточно провести расчеты для случая N  = 2 .

Рассмотрена также задача для случая упруго-пластической 

(теория малые упруго-пластических деформаций) изотропной мат­

рицы со степенной зависимостью между интенсивностями напряже­

ний и деформаций. Волокна моделировались линейно-упругим изо­

тропным сжимаемым телом. Исследование в этом случае проведено 

с помощью метода, развитого во второй главе для случая свобод­

ной круговой цилиндрической поверхности матрицы. С применени­

ем обобщенной концепции продолжающегося нагружения, которая 

позволяет не учитывать изменение зон разгрузки при потере ус­

тойчивости, дана постановка и получено характеристическое 

уравнение задачи. Доказано, что бесконечный определитель, 

входящий в левую часть характеристического уравнения, яєляетея 

определителем нормального типа. Проведено численное исследова­

ние для конкретных значений жесткостных и геометрических пара­

метров задачи при N = 2. Определены значения критических уко­

рочений. Выполнен анализ полученных числовых результатов.

Седьмая глава посвящена рассмотрению задач неустойчивос­

ти периодических систем волокон, состоящих из конечного числа
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N  периодических рЯДОВ волокон вблизи свободной плоской по­

верхности матрицы. Данная постановка соответствует композитам 

с прямоугольной и квадратной укладкой волокон. Исследование, 

до вывода характеристических уравнений включительно, проведе­

но е обдем віще для трансвереалько-изотропных сжимаемых и не­

сжимаемых материалов волокон и матрицы. С каждым из волокон 

связана лагранжева система координат ( Z , ви^ , ЭЕцу ), где 

£ соответствует номеру волокна в ряду и принимает все 

целке значения от - оо  до ̂  с» ( ^  Є  £  ) , а и  соответст­

вует номеру ряда волокон ( и - 1 , 2 , . . . , /V ). Используя метод, 

изложенный во второй главе, строятся решения з.-ідачи для каж­

дого волокна и матрицы, строго удовлетворяются граничные ус­

ловия на свободной плоской поверхности. Построенные решения' 

имеют довольно общий вид и позволяют рассматривать произволь­

ные сочетания форм потери устойчивости волокон в матрице, ко­

торые исследуются аналогично. Исходя из физических соображе­

ний, а также из ангишза результатов для периодических систем 

волокон в случае бесконечной матрицы (работы А.Н.Гузя, М.А.Че­

ревко), основное внимание уделено формам потери устойчивости, 

периодическим вдоль границы с периодом, равным периоду струк­

туры в этом направлении. При этом для неизвестных постоянные, 

входящих в решения, получаем

/7 аа9 - а аи ■ г аиЧ . п аи ■ д ти9 а ти ■ п тг/9 - п ти
” 1 = * , /  '  /7( /  = n,j ' /7 ,/ = п>(,  • Ln,)j = / V

. i,S, ,А/. q e i )  (23)

В рассматриваемых случаях достаточно удовлетворить условиям 

полного контакта на боковых поверхностях любьг< N  волокон 

из разных рядов, параллельных свободной плоской поверхности. 

После удовлетворения граничным условиям на указ:(нных /V по­

верхностях раздела сред, получены бесконечные однородные си­

стемы алгебраических уравнений в еидє, аналогичном (21) для 

форм потери устойчивости волокон в плоскостях расположения 

рядов, перпендикулярные свободной поверхности, и в виде, 

аналогичном (22) для форм потери устойчивости волокон из ука­

занных плоскостей.

Получены характеристические уравнения с левыми частями 

в ейде бесконечных определителей. Исследованы свойства бес-
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конечных определителей и доказано, что они являются определи­

телями нормального’ типа, что, в свою очередь, обосновывает 

применимость метода редукции при численном решении характерис­

тических уравнений.

Решая характеристические уравнения, получаем зависимости 

p f  = р^СЗЕ) для форм потери устойчивости волокон в плоскос­

тях расположения рядов, перпендикулярных свободной поверхнос­

ти (при /J  = I) и из этих плоскостей (при jtt = 2). Выбираем 

такие две функции р 1С£) и р 3 (£ ) из полученного набора ре­

шений, что

Тогда минимальное значение укорочения, при котором исходные 

уравнения имеют нетривиальное решение, описывающее форму по­

тери устойчивости, определяется по формуле

В главо выполнено численное решение характеристических 

уравнений для конкретных значений параметров задачи.

Материалы е о л о к о н  и матрицы моделировались изотропными 

сжимаемыми линейно-упругими телами. Применялся второй вариант 

теории малых докритических деформаций, при котором докритичес- 

кое состояние определяется по геометрически линейной теории. 

Примеры выражений для коэффициентов бесконечных систем для 

рассматриваемой модели среды имеют вид

Р p*te); р г(<£) /?/ (Я) (24)

Пусть

pi. =  тіп р £(# ), pi, = тіпрг(я).

Єт - mineр^ .р*,).
(26)

BZ i = 2кх'1 \г^Гкк^

B™« “  Як*'1/* 0/*™'* hr, тгк̂  ctfx n ; 1 c trfa + a -W 1 J,

C s <
(27)
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*{Z.e-4efl\v*a(t)exp(->?”c/it]'6ll)shKt x

Л e o s n tfs h  t p r  Я ) d U  < - /)" Z  Sefi lы ъ у  р „ - 1 ,/,р Ъ !)>
Р=°и(Г

X COS (Л -A0  ( r ”f  A V V V ' 9 ’ )  c ° s  <ntK>  ? Я }  '

X rK"sf'tA>-
x 075  (  Ъ”ШрГ 3) ̂ m'‘dt >  Г ‘ ( ? - / * ? ) ,

j? - расстояние между соседними волокнами в рядах, парал­

лельных свободной границе матрицы.

Рассмотрен случай параметров, соответствующих реальному 

композиту (боропластик), для которого проведено сравнение те­

оретических результатов, полученных в главе, с эксперимен­

тальным значением предела прочности, приведенным в справочной 

литературе, ’и получено неплохое соответствие. Выполнен анализ 

полученных численных результатов. Сформулированы выводы, от­

носящиеся к закономерностям приповерхностной неустойчивости 

волокнистых композитав при сжатии.

3 зчк.точении формулпруотся основные научные результаты 

и выводы работы.

oo

f .J ep \ С  ̂ Р С - к ^ Ґ ^ /ї Уp-о J

m dp і
C  ■ osct91Г7ЇГ'
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ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ И ВЫВОДЫ

I. Таким образом в диссертационной работе развита трехмерная 

теория приповерхностной неустойчивости волокнистых компо­

зитов при сжатии, основанная на использовании в рамках мо­

дели кусочно-однородной среды трехмерной линеаризированной 

теории устойчивости, которая включает:

1. Постановку различных классов трехмерных линеаризиро­

ванные задач приповерхностной неустойчивости волокнистых ком­

позитов при сжатии в общем виде для различных вариантов трех­

мерной линеаризированной теории устойчивости и различных мо­

делей сред. —

2. Разработку методов исследования указанных проблем, в 

т .ч . и для композита с произвольной конфигурацией волокон в 

матрице; обоснование предложенных методов, а также численное 

исследование их практической сходимости.

3. Исследование основных классов задач, анализ числовых 

результатов и выявление новых механических эффектов, харак­

терных для изучаемого круга вопросов, а также формулирование 

выводов, поэволяощих в случае наиболее сложных задач припо­

верхностной ^неустойчивости волокнистых композитов вместо про­

ведения трудоемких расчетов с приемлемой точностью применять 

результаты уже решенные задач о внутренней неустойчивости во­

локнистых композитов, либо значительно упростить вычисления.

П. Получены следующие основные научные результаты:

1. Применительно к случаям свободной плоской поверхности 

и свободной круговой цилиндрической поверхности композита 

разработаны методы исследования трехмерных задач неустойчивос­

ти волокнистой структуры вблизи границы материала. Исходные 

уравнения трехмерной линеаризированной теории устойчивости 

применялись к кгіждому компоненту волокнистого композита. Rl3- 

работанные в рамках строгого подхода методы позволяют точно 

удовлетворить всем граничным условиям.

2. Исследована устойчивость отдельного волокна вблизи 

свободной поверхности для различных моделей сред при конечных 

и малых докритических деформациях. Численно решены задачи для 

случаев сжимаемых изотропные линейао-упругих материалов воло­

кон и матрицы (П вариант теории малые докритических деформа-
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ций), несжимаемых материалов с потенциалом Трелоара (теория 

конечных,докритических деформаций) и случая, когда матрица 

состоит из упруго-пластического несжимаемого мг.териала со 

степенной зависимостью между интенсивностями напряжений и 

деформаций (теория м:шых упруго-пластических деформаций), a 

волокно - из сжимаемого изотропного упругого материала при 

малых деформациях. Рассмотрены случаи свободной плоской и 

свободной круговой цилиндрической по-верхности. Определены 

реализуемые (}ормы потери устойчивости. Исследовано влияние 

проскальзывания на значения критических параметров нагруже­

ния.. Доказано, что характеристические определители в рассмат­

риваемых задачах является определителями нормального типа. 

Показана хорошая практическая сходимость методов. Сформулиро­

ваны выводы о влиянии свободной поверхности на устойчивость 

отдельных волокон. Установлены области изменения параметров, 

в которых в пределах заданной точности можно применять ре­

зультаты решения более простых задач устойчивости волокнистьгс 

композитов, полученных для случая бесконечной матрицы без 

учета влияния границы.

3. В едином виде для различные вариантов трехмерной ли­

неаризированной теории устойчивости построены характеристические 

уравнения для задач о приповерхностной неустойчивости пары во­

локон в .матрице. Рассмотрены случаи, когда плоскость располо­

жения осей волокон парачлельна и перпендикулярна свободной 

границе матрицы. Доказано, что полученные бесконечные харак­

теристические определители является определителя?.»! нормально­

го типа. Применительно к сжимаемым изотропным линейно-упругим 

материалам волокон и матрицы в рамках второго варианта теории 

малых докритических деформаций получено численное решение за­

дачи. Показана хорошая практическая сходимость метода. При. 

расчетах рассмотрен случай, когда плоскость волокон перпенди­

кулярна свободной поверхности.. Изучены закономерности припо­

верхностной потери устойчивости пары волокон в матрице.

4. Выведены характеристические уравнения для исследования 

приповерхностной'неустойчивости бесконечного периодического 

ряда волокон в полубесконечной матрице (плоскость расположе­

ния осей волокон параллельна свободной поверхности). Проведено 

исследование свойств полученных бесконечных определителей и
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доказано, что они являются определителями нормального типа.

При численном исследовании характеристических уравнений рас­

смотрены формы потери устойчивости с периодом, равным перио­

ду структуры. Исследована практическая сходимость метода. Оп­

ределены з ікономерности потери устойчивости периодического 

ряда волокон вблизи свободной поверхности.

5. Рассмотрены трехмерные линеаризированные задачи о 

приповерхностной неустойчивости ряда волокон, перпендикуляр­

ного свободной поверхности. Д.ша постановка указанных задач, 

выведены характеристические уравнения с левыми частями в виде 

бесконечных определителей. Доказано, что полученные характе­

ристические определители являются определителями нормального 

типа. Выполнено численное решение задач. Рассмотрены случаи 

сжимаемых изотропных линейно-упругих материалов волокон и мат­

рицы '(П вариант теории малых докритических деформаций) и слу­

чаи, когда матрица моделируется упруго-пластическим материа­

лом со степенной зависимостью между интенсивностями напряжений 

и деформаций. Определены реализуемые формы потери устойчивос­

ти. Сдел-ш анализ полученных численных результатов.

С. В рамках используемого строгого подхода на основе мо­

дели кусочно-однородной среды с привлечением трехмерной лине­

аризированной теории устойчивости дана постановка и получены 

характеристические уравнения задач о приповерхностной неус­

тойчивости периодических систем волокон вблизи свободной 

плоской поверхности. Исследованы свойства бесконечных харак­

теристических определителей и доказано, что онн являотся оп­

ределителями нормального типа. Применительно к сжимаемым изо­

тропным линейно-упругим материалам волокон и матрицы при ма­

лых деформациях проведено численное решение характеристических 

уравнений для различных значений параметров. Рассмотрен случай 

исходных параметров, соответствующих реальному композиту (бо- 

ропластик), проведено сравнение полученные теоретических ре­

зультатов с экспериментальным значением предела прочности и 

получено неплохое соответствие. Сфрмулированы выводы, отно­

сящиеся к закономерностям приповерхностной неустойчивости во­

локнистых композитных материалов.
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Ш. При решении задач получены следуощие выводы и обнаружены 

эффекты механического характера:

1. В рамках рассматриваемой строгой постановки для от­

дельного волокна вблизи свободной поверхности было получено, 

что в отличие от случая бесконечной матрицы, здесь не суце- 

ствует формы потери устойчивости второго рода, т .е . с круче­

нием. Для других структур волокон также был получен аналогич­

ный вывод и этот вывод совпал с полученными ранее А.Н.Гузем 

выводами для случая бесконечной матрицы.

2. Приповерхностная потеря устойчивости в волокнистых 

композитах при сжатии происходит при меньших нагрузках, чем 

внутренняя потеря устойчивости, что также соответствует сооб­

ражениям физического характера и подтверждает аналогичный вы­

вод, полученный в рамках более приближенной континуальной те­

ории.

3. Свободная поверхность матрицы оказывает значительное 

влияние на устойчивость расположенные вблизи ргізличньгх струк­

тур волокон. Критические укорочения, 'приводящие к приповерх­

ностной неустойчивости, существенно зависят от отношения жест­

костей волокон и матрицы, а также от расстояний между волок­

нами и границей. Критические укорочения уменьшаются при уве­

личении отношения жесткостей ЕОЛОКОН и матрицы и при прибли­

жении волокон к свободной поверхности. Критические укорочения 

для приповерхностной потери устойчивости волокон, по сравне- 

КІ70 с явлением внутренней неустойчивости, могут уменьшаться

в I ,5 раза.

4. При увеличении расстояния между волокнами и свободной 

границей критические значения параметров нагружения и волно­

образования стремятся к соответствующим значениям, полученным 

ранее для явления внутренней неустойчивости волокнистых ком­

позитов при сжатии.

5. Наличие свободной поверхности может не только значи­

тельно снизить критические параметры сжатия, но и может при­

вести к появлению других измененных форм потери устойчивости 

(по сравнению с внутренней неустойчивостью соответствующих . 

структур е о л о к о н  в матрице). Такого рода качественные эффекты 

были выявлены практически по всех рассмотренных задачах и от­

мечены в диссертации.



6 . Изложенные выводы и указанные механические эффекты 

свидетельствуют о необходимости учета влияния свободной по­

верхности волокнистого композита на устойчивость расположен­

ных в непосредственной близости от нее систем волокон. В то 

же время во всех задачах было обнаружено, что суцествуют об­

ласти жесткостных и геометрических параметров композитов, в 

которых с заданной точностью для критических укорочений можно 

пренебречь влиянием свободной границы на устойчивость волок­

нистых композитов и применять результаты, полученные ранее 

для случая бесконечной матрицы без учета влияния границы. Об­

общив такого рода выводы для рассмотренных задач можно ска­

зать, что если ограничиться точностью 1% для критических уко­

рочений, то для отношения жесткостей волокон и матрицы в диа­

пазоне от 10 до 1000 во всех рассмотренных задачах можно не 

учитывать влияние свободной границы и применять результаты 

для случая бесконечной матрицы, когда толщина перемычки между 

границей и ближайшими волокнами или группой волокон превышает 

9 радиусов волокон.

Были получены также и другие важные выеоды и рекоменда­

ции , которые наши отражение в диссертации.
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