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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальність теми. Геометрія оанахових просторів є однією з 

ділянок функціонального аналізу, яка зараз оурхливо розвивається. 

Сучасний етап цього розвитку розпочався в кінці Ь0--х, на початку 

70-х років. З цього часу розв'язаний ряд важливих проблем функціо­

нального аналізу, частина яких лишилась відкритою ще з час; я 

Банаха, оформились нові напрямки, як наприклад, теорія векторних 

мір, оаераторні ідеали, з'явивсь нові застосування геометрії 

банахових просторів до теорії наближень, теорії ймовірностей, об­

числювальної математики та інших г~ іузей. Цей розвиток добре відо­

бражений в монографіях. Вагомий вклад до нього внесли Р.Джеймс, 

А.Пелчинський, й.Лінденштраус, П.Енфло, і.Бургеии, а також укра­

їнські математики М.Кадець, В.Гурарій, Ы.Петуній, Ь.Фонф та інші.

Важливим розділом геометрії банахових просторів в теорія 

двоїстості, зокрема, дослідження біортогональних систем і тоталь­

них підпростор і спряженого простору. Вона цікава як з точки зору 

вивч ння структури банахового простору, так і з точки зору засто­

сувань. Важливими етапами у розвитку цього розділу було .впровад­

ження и дослідження Аміром і Лінденштраусом слабко компактно по­

роджених просторів, доведення Девісом і Лінденштраусом існування 

тотального ненормуючого підпроотору в спряженому до неквазірефлек­

сивного банахового простору, побудова Овсеп'яном і ІІелчинським 

обмеженого базису Маркушевича в сепарабельному банаховому просторі, 

доведення існування (в певній аксіоматиці теорії множин) несепара- 

бельного банахового простору без незліченних біорто інальних 
систем.

Йета роботи полягає в дослідженні існування різних спеціальних 

біортогональних сиотем, тотальних підпросторів спряженого простору, 

зокрема лінійних оболонок біортогональних функціо ілів з певною 

орієнтацією на застосування в теорії регу̂яризовності за Тихонови.. 

некоректних задач та в теорії майже періодичних функцій.



Наукова новизна. У дисертації проведене систематичне вивчення 

біортогональних систем в несепарабельних банахових просторах. Вста­

новлений тісний зв'язок між проекційними розкладами й базисами 

Маркушевича. Показано, як за фундаментальною біортогональное сис­

темою, базисом Маркушеви і, нормуючим оазисом маркушевича будувати 

обмежену фундаментальну біортогональну систеиу (.ві овідно, обме­

жений Оазис Маркушевича, обмежений нормуючий базис Маркушевича). 

звідси виводиться «иувыня обмеженого Оазиса маркушевича у слабко 

компактно породженому банаховому просторі. Показано, то наявність 

у банаховому просторі фундаментальної біортогональної системи ек­

вівалентна існуванню в ньому а̂ктор-простору тієї ж ваги з проек­

ційним базисом. Наведені приклади просторів: без фундаментальної 

бі ортогонально'' системи, .рактор-простору і підпростору тієї ж ваги 

з проекційним оазисом, нормуючої біортогональної системи, які по­

казують, що результати, справедливі для сепарабельних і багатьох 

класів несепарабельних просторів, не мають місця в загальному ви­

падку .

Показане існування обмеженої тотальної біортогональної системи 

в дові. оііому банаховому просторі, доводиться, що всякий Оанахів 

простір із v-лабко * сепарабельним спряженим ізометричний доповню- 

вальному підпростору простору з базисом Маркушевича; як наслідок, 

звідси виводиться існування простору з базисом Маркушевича без 

локально рівномірно округлої норми, існування простору з базисом 

Маркушевича, але без проекційного розкладу та інші наслідки. Зок­

рема, властивість мати базис Маркушевича не успадковується допов- 

нювальними підпросторами. Досліджуються деякі властивості базиса 

Внфло-Ро зенталя.

Вивчені біортогональні системи у симетричних функціональних 

просторах на безатомних ймовірніоних просторах. Доводиться, що 

коли гндекси Бойда такого симетричного простору відмінні від 1 и 

нескінченності, то кожен його підпростір має монотонний безумовний 

проекційний розклад. Показано, що групу характерів довільної ком­

пактної абелевої групи G  можна розбити на злі-ченне число підмно- 

жин так, що кожна буде еквівалентна у всякому L р (&), ,

до ортогонального базиса гільбертового простору. Отримані резуль­

тати застосовуються до симетричних просторів майже періодичних 

функцій.
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Розглядаються також біортогональні системи в сапарабельних 

просторах. Показано, що не існує зліченного універсального базиса 

Маркушввича. Доведене існуванні ортонормальної бібазисної послідов­

ності у будь-якому банаховому просторі. Наведений приклад проек­

ційного базиса у сепарабельному банаховому просторі, який не мож­

на розбити на два (або скінченну кількість) базисів з дужками, а 

також приклад простору Сз сепарабельним спряженим), г якому немає 

обмеженого одинице» натягуючого базиса Маркушввича. Показано з 

допомогою базисів Маркушввича, що будь-який замкнений підпростір 

сепарабельного банахового простору е радикалом деякого комутатив­

ного множення»

Досить докладно вивчені прост >и із слабко* ангельським опря- 

жбним. Показується стійкість властивості мати слабко* ангельський 

спряжений простір відносно взяття підпростору і лінійного неперер- 

вногс образу, вивчаються властивості слабких * секввнціальних за­

микань, наводиться критерій спряженості й наслідки з нього. Дослід­

жуються базизи Маркушввича і доповнювальні підпростори у просторах 

зі слабко* ангельським спряженим. Наводиться доведення теореми 

Амір'-Лінде̂іітрауса про існування проекційного розкладу слабко 

компактно породженого банахового проотору, яке значно iij стіше З 

коротше від відомих.

Доводиться одна проста варіація теореми Гана-Баиаха, з якої 

випливають як деякі відомі результати, так і нові. Наприклад, ”3а- 

гальнвння теореми Джеимса про розширення квазідоповнення на довіль­

ний Санахів простір.

Вивчається отупінь розривності оберненого до лінійного непе­

рервного оператора А *• X  "* Y  у термінах в ютивостей під­

простору F - A *  Y  *с X *  . Показаний тісний зв'язок між б -
- *j

вимірністю класу J, оператора ,А і слабкими * овквенціальнимй

замиканнями порядку <JL підпростору F  . Вивчається 8-вимір-

ніоть оператора А , Багато уваги приділено регуляризовності та 

лінійній скінченномірній регуляризовності за Тихоновим оператора

А, ; знову в термінах властивостей підпростору F  , Отримані

загальні результати даіить можливість до одитл регудяризовиіоть ба­

гатьох конкретних ?адач і будувати приклади нврегуляризовнчх. На-
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водиться приклад застосування методів теорії двоїстості баиахових 

просторік до ще одного розділ/ оОчисдовальноі математики - дискрет­

ної апроксимації.

Теоретична а практи на значущість. Результати роботи да°ть 

можливість зрозуміти структуру багатьох класів несс шрабельних 

банахових просторів. Вони е теоретичною основою для побудови 

регуляризуючих алгоритмів.

Апробація роботи. Результати роботи доповідались на 6-Н 

Школах з теорії операторів у функціональних просторах, на все­

союзних яколах з некоректно поставлених задач (Фрунзе, ІУ7У;

Нооруе, ІУйі£; а̂ратов, ІУ05,), 17 і ІЬ воронезьких математичних 

школах. Міжнародних конференціях,присвячених ІШ-річчв народження 

С.Банаха (Львів, ІУУіО та М.Кравчука (Київ, ІУУ<?), в Ьанахівському 

центрі (Варшава, на наукових семінарах МІАН, Уральського

університету, Інституту математики АИ України, Інституту математики 

СВ Російської АН, міських семінарах з геометрії санахових просторів 

в Санк -Петербурзі й Харкові та ін.

Публікації» Матеріали дисертації опубліковані у роботах, 

поданих у вигляді двох списків. Перший список містить назви £У 

робіт, в яких викладено всі основні, принципово важливі результати 

дисертації. Роботи з другого списку, це або тези праць конференцій, 

або праці, результати яких були перекриті іншими працями автора, 

або праці, виконані у співавторстві, де важко встановити вклад ко­

жного автора, або праці, які стоять трохи збоку від основного на­

прямку дисертації. Не існує монотонної залежності між науковим 

рівнем результатів та науковим реноме журналу, де вони опубліко­

вані, а також між важливіств теорем та довжиною їх доведень. На- 

ведег. тут результати отримані автором самостійно. Виняток станов­

лять теореми ЇУ і 21, викладені для повноти,та абзац після теореми

20, де на. даться приклади застосування загальних результатів до 

деяких конкретних обернених задач. До багатьох результатів наводи­

ться перед- і післяісторія, звичайно далеко не повні. Інші публі­

кації автора відносяться переважно до теорії випадкових величин 

із значеннями у банахових просторах.
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ЗМІСТ РОЬОТИ

І. Проекційні розклади й Сі ортогональні системи.

Розпочнемо з означень. Нехай X  - банахів простір і X  - його 

спряжений, набір х. , £; , £ X  , X* , It 3  , tl

деяка множина індексів, називається СІ ортогональною системою, якщо 

51 О ПРИ # j й = І при *-* j . Бі ортогональна 

система називається: І) фундаментальною, якщо замкнена лінійна обо­

лонка Оі : J J «  X  > «О тотальною, якщо множина (f; : Lfe 3)

тотальна на X  . тобто з £;.(*)*О VI випливає х =0 ;

3) обмеженою числом 0- , якщо Supi flx;J I fell ;

4) норму в чо, , якщо підпростір Р= : іе X* нормуючий,

тобто функціонал it] х Ні * : f t p  буде нормою,

еквівалентною вихідній нормі Ц xt! простору X  . »ундаг->нтальну

тотальну біортогональну систему називають базисом Маркушевича (М~ 

базисом). Кожен простір X  має вагу (позначається <£елл X  ).-

найменшу потужність щільних підмножин. Одним з основних методі з 

дослідження несепарабельних банахових просторів є побудова та вив­

чення проекційних розкладів. Нагадаємо, що проекційним розкладом - 

банахового простору X  називається цілком упорядкована обмежена

в сукупності множина проекторів І ^Х ~ *Х  > <-;«*.<•<.», 03

- перший неокінченний ординал, - перший ординал ваги X  ,

для яких при̂будь-яких і., jb : £  *  P m!iv и> ̂  ;

<іелл - потужність ординала Л ; . £  X  ~

^ : * .̂о ” одиничний оператор. Най

відомішім клаоом просторів з проекційними розкладами в олабко ком­

пактно породжені простори (ті, що в замкненими лінійними оболонками 

своїх слабких компактів). Розпочнемо із зв'язку проекційних роак-
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ладів з Оазисами Маркушевича. Нк суде відзначено далі, не всякий 

проотір з Оазисом Маркушевича мав проекційний розклад. Ьазис .Чар­

ку шевича : іе 3 називатимемо зліченно нормуючим, якщо

підпроотір X й > Я|сий складається з тих елементів f , для

яких множина ^ : |(x-)*0} зліченна, німуючий.

Усякий нормуючий базис Маркушевича в зліченно нормуючим. Невідомо, 

чи існує в довільному слабко компактно ..ородженому просторі нор­

муючий базис Маркушевича. Але всякий базис Маркушевича слабко ком­

пактно породженого простору буде зліченно нормуючим.

Теорема І Сі5І • Нехай X  - банахів простір із зліченно 

нормуючим баї сом Маркушевича • '•€.̂  • Тоді в X

існує проекційний розклад (f^,) , причому для всякого ^  знайде­

ться підмножина 3jl така, що f^X * С. '• l6 З й

(І-Р ^)х  =  С *i • *-4 •

мл теорема узагальнює один результат ііона і Ьізлера й істотно 

використовуються далі для доведення існування простору з локально 

рівномірно округлою нормою без оазиса Маркушевича. Нагадаємо, нор­

ма X І банахового простору X  називається локально рівномірно ок­

руглою, якщо з х, х„ б X  , 8*И * 8Л»Й- і , К * + Л 2

випливає D * -  1 -* 0 . Пізніше теорема 1 узагальнювалась

Вандерверфом, Ьітфільдом і Ьізлером. Цілком упорядкована послідов­

ність Х  ̂; Is А <<*.„ у банаховому просторі X  , для якої

С **. і < А < *„"] = X  і проектори •' X  — * С д> ; ? < 1

паралельно підпросторові С Хр : £  >  J. З існують і обме­

жені в сукупності, називається проекційним базисом довжини «‘-о 

Якщо для всякого , И II * і у »° базис називається «о

нотонним.

Теорема £. £ 17] . Для несепарабельного банахового простору на 

ступні умови еквівалентні:

I) X  мав фундаментальну діортогоиаліну систему̂

І) X  мав фактор-простір а монотонним проекційним базисов

потужності сіепл X  і
3) X  млв фактор-простір з проектііяии бази м потужності



СІАЛЛ X  f

4) Для всякого > 0  простір X  мав обмежену числом

іі+8 фундаментальну оіортої анальну систему.

Теорема узагальнює і уточнив деякі відомі результати Йояа- 

Зізлера, Девіса-Джонсона та Годуна. Умови 1)-Ч) майже виконують­

ся для будь-якого сепараоельного банахового простор . точніше 

монотонний проекційний Оазис в умові d) потрібно замінити Ч S  

монотонним оазисом, а в умові 4) константу k + S можна заміни­

ти на і +(5 . Бони виконуються не для всякого несепараОельно-

го простору.

Простір nv0 (P) оомежени' послідовностей на множині Iі

потужності більшої від С , для яких лише зліченна кількість ко­

ординат відмінна від нуля з супремум-нормою, не мав фундаменталь- 

ної біортогональної системи £11Ц . Це відповідь на питання В.Де- 

віса й В.Джонсона; інше доведення цього результату було дане Ь.І'о- 

дуном та М...-ідецьом. За теоремою і простір пп.0 (П) не мав фак-

тор-проотор, тігії ж ваги з проекційним базисом.

Ьідзначимо ще одну властивість простору X  з фундаментальною 

біортогональною системою: існують банахові простори Y  » 5^ і

лінійні неперервні ін'бктивні щільні оператори S  : Y  -*■ X  >

Т: ї  X  з $Y 0 T Z  « 0 і зокрема таку властивість >'че

простір X s* I/o] . Це дав відповідь на одне питання Дх.

Борвейна й Д.Тінглі.

Теорема і С ІЗ] . Існує банахів проотір X  » го не мав під- 

прооторів ваги X  з проекційним оазисом.

Умови, при яких банахів проотір мав підпростір тівї ж ваги з 

проекційним базисом,в в працях Ч.Ьессаги, К.Йона, В.Зізлера, І). 

Рейфа. Ш.Шелехом та К.Куненом доведене існування " деякій аксіо­

матиці теорії множин несепарабельного банахового простору без не­

зліченних біортогональних оистем. Такий простір, звичайно, не мо­

же мати ні фундаментальної біортогональної системи, ні підпростору 

тієї ж ваги з проекційним базисом.

Найважливішим позитивним результат м у цьому напрямку в нас­
тупна
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Теорема 4 [о, ІУІ . /оякий банахів простір мав обмежену чи­

слом 4j + £ тотальну Оіортогональну систему • **я

якої елементи ( Xj.) утворюють проекційний базко своєї замкне­

ної лінійної оболонки.

Існування тотальних біортогональних систем дл» деяких класів 

банахових просторів досліджувалось ранігч, зокрема Дайером. У 
певних випадках константу 4 t£ можна покращити.

Теорема 5.[і0] . Іікщо X* містить тотальну зліченну підмно- 

кину Н , то X мав обмежену числом 1*1 тотальну біортого-

нальну послідовність . Причому, якщо лінійна оболонка

віч, У нормуюча, то й Ь<\ ̂  (1^) - теж нормуючий підпростір.

Ця теорема узагальнює один результат І.Зінгера, доведений при 

сильнішому припущенні сепарабельності простору X. » ідея доведе­

ння подібна.

Теоремч 6 £ ІЗ] . Іонуе банахів простір без нормуючих біорто- 

гональних систем.

Як відомо, не всякий банахів простір мав базис Маркушевича.

Але подібно до того, як за фундаментальною біортогональною систе­

мою можна будувати обмежену фундаментальну біортогональну систе­

му, справедлива

Теорема 7 [15] . Нкще банахів простір мав базис Маркушевича 

(нормуючий базио Маркушевича), то він мав обмежений числом i'J 

базис Маркушевича (нормуючий базис Маркушевича).

Зокрема, усякий слабко компактно породжений простір мав об­

межений f'-зис Маркушевича. Константа ІУ у,теоремі 7, звичайно, не 

точна. Існує слабко компактно породжений банахів простір, для якого 

вона не менша від і [<ІЗІ . Як показав А.ііелчинський, у сепарабсль- 

них банахових просторах її можна зробити менше I *t . Неві­

домо, чи можна тут позбутись від £. (питання, що йде ще від
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С.Ьанаха). Проте існує банахів простір X. 3 сепарабельним впря­

женим, який не мав обмеженого одиницею базиоа Маркушевича ( *п.»

Їя-)а.„ такого, що L " X* LI5] . Це відповідь на одне

питання І.Зінгера й А.ііелчинського.

Простір £ „  не мае базиса Маркушевича, a £*,(?) ,

солеї. Г > ~Н-0 не може бути підпростором простор, з базисом 

Маркушевича. Природно виникав питання про вкладення у прос­

тір з базисом Маркушевича (Дж.фотель, С.Троянський, Ч. Мак-Артур.) 

Відповідь дав

Теорема Ь і ІУ] . Ьанахів простір зі слабко * сепарабельним 

спряженим (зокрема ) ізометричний доповнювальному підпростору

простору з базисом Маркушевича,

З цієї ,'еореми випливають відповіді як на деякі питання, які 

раніше ставилиг",, так і на питання, які не ставились, але поста­

новка котрих не менш природна. Зокрема, властивість мати базис Мар­

кушевича не успадковується доповнювальними підпросторамі (питання 

І.Зінгера), існує простір з базисом маркушевича, який не лав ні 

еквівалентної локально рівномірно округлої норми (питання К.Йоиа 

та В.Зізлера), ні нормуючого базиса Маркушевича. В припущенні ак­

сіоми континуума простір X  . який будується в теоремі b (з і - 

С  ). не мав проекційного розкладу. В припущенні існування зга­

даного простору Кунена-Шелаха без незліченних біортогональних сис­

тем з теореми в можна вивести існування банахового гіостору X  а 

базисом Маркушевича і допоанювального підпростору Ц. с: X  

теж з оазисом Маркушевича таких, що жоден базио Маркушевича під- 

простору LC не можна розширити до базису Маркушевича у всьому X  

(питання І.Зінгера). Теорема b застосовується також до просторів, 

зв'язаних з векторними мірами: Кажуть, що підинож m  А банахо- . 

вого простору X  загострена, якщо для всякого Є > 0  знайдетьс 

*. є А , х і conv ( А \ [^ •' 0'j-x II <■ £ J ) . Множина А спадково

загострена, якщо кожна її підмножяна загострена. Ьанахів простір, 

який в замкненою лінійною оболонкою аво і замкненої опуклої спад­

ково загостреної множини f називають R. A / P P  -просторо! Н«вак-

9



ко показати, що всякий проотір з оазисом Маркушввича в ЯЛФ G  - 

простором. Звідси і з теореми о випливав, що існує R/SPG -проотір 

У і не слабко компактний оператор Т : t00—‘* V  (питання А*.

Ді отеля).

Далі розглянемо біортогональні системи?близькі до звичайного 

базису (Шаудера) сепарабельного банахового простору.

Означення. Множина : Le 3 баиахового простору X  нази­

вається Оазисом Внфло-Розенталя, якщо L 0 J ь. X *

кожну його зліченну підмножину можна так упорядкувати, що вона ста­

не базисом Шаудера у своїй замкненій лінійній ооолонці. власне £н- 

фло і Розенталь показали, що такий базис іонув в довільному прос­

торі Lp(^), 1<р<оо. У праці [ІУ] вводиться £ R  -Оазисна конс­

танта Оазиса Кнфло-Рсзенталя і з їі допомогою доводиться, що Оудь- 

який базио Бн̂ло-Розенталя є нормуючим базисом Ларкушевича (.раніше
І.Зінгер показав, що Оазис Ьнфло-Розенталя буде оомеженим Оазисом 

Маркушввича). Потім наводиться приклад проекційного Оазису (

(навіть у аепараоельному) Оанаховому просторі, який не оуде оази­

сом Е..*>ло-Розенталя (у сепарабельно-:,» просторі це просто звичайний 

базио) при жодній перестановці індекоів, але для Оудь-якого д є Х

знайдеться перестановка С5" натурального ряду така, що х =

* “-»(!,) Хіг(і) • У® відповідь на одне питання Ч.Ьеосаги й І.

Зінгера. Прикладом служить стандартний проекційний Оазис простору

С[шг3 неперервних функцій на відрізку ординалів Сі-, и>г]

Такі ж проекційні базиси існують у просторах С0 та С С О, і ]

Відзначимо ще одну властивість проекційного базису простору CLu>*J •

Нагадаємо, що базис Маркушввича називається оазисом з дужками, як­

що іонуе така зростаюча послідовність натуральних чисел (<чК*Г. >

що природні проектори Рп.ь : X С *«.3» “ паралельно

обмежені а сукупності. Як помітив М.Кадець, коли біортогональні фун­

кціонали до базису Маркушввича у сепарабельному банаховому прос­

торі -натягують нормуючий підпроотір, то цей базио Маркувевича 

можна розбити на і. базиси з дужками. Виявляється, що природний

проекційний базио простору С С tob3 не можна розбити на

*0



а
скінченну кількість послідовностей, кожна з яких є базисом з дуж­

ками у своїй замкненій лінійній оболонці £1^3 . Це відповідь на ла­

тання І.Ьінгера. •

Відзначимо ще два результати, які відносяться до теорії біор­

тогональних систем у сепарабельних банахових просторах: У всякому 

нескінченновимірнону банаховому просторі існує обмежена числом і 

бібазисна послідовність, тобто бі ортогональна послі >вність (xrs.,?.t)

така, що як (хп) , так і в базисами в своїх замкнених

лінійних оболонках ( [ іу] ; цс позитивна відповідь на одне питання 

ГіЛ'еренці; існування обмеженої бібазисноі послідовності показали

В.дьвіо, Д.Дін та Лін Бор-лу). У класі злічениих базисі» Маркуше 

вича не існує універсального елемента ( [^3] , відповідь на питан­

ня Н.Далтона, який показав існування універсального елемента у 

класі зліченних фундаментальних біортогональних систем. При дове­

денні істотно використовується один результат Ь.Годуна та 

торовського про слабкі* секвенціальні замикання у спряжених г.роо 

торах.

У роде і і_ dbt] розглядаються, зокрема, ортогональні базиси 
Маркушевича в банахових алгебрах, тобто базиси Маркушевича (хл )*

для яких V -  О при п~ Фт. і О , 3 їх допомого» по­

казано, що для будь-якого замкненого підпростору V  сепарабель 

ного банахового простору X  на X  можна ввеоти комутативне і с~ 

женин, яке матиме Y  своїм радикалом. Це узагальнення одного ре­

зультату Н.Яковлева; результат Яковлева у свою чергу узагальнимо 

один неолублікований результат автора.

і. Біортогональні системи в несепарабельних симетричних 

фу нкціональних просторах.

Результати цього розділу опубліковані головним чином в 

Хам доводиться теорема Магарам про структуру вимірного простору, 

яка грає важливу роль у багатьох питаннях, зв'язаних з несепарабе- 

льними симетричними просторами. На думку автора це, значною міро» 

функціонально-аналітичне доведення з ви ористанням теореми іірейна-



м

Мільмана про крайні точки, простіше від відомих.

Нагадаємо, що Оанахів простір (класів) вимірних функцій, за­

даних на вимірному просторі називається симетричним

якщо: І) з ^ с. X  і I *(w)| * І (̂ио)І для майже всіх i*j є а

випливає хе X  і І*«* ІІ̂в ; 2 ) 5 і d|x, W а

для всіх t > 0  випливає х^Х і = ,де

(t\=/»(u>: |»(ui)|>t) -функція розподілу l*(w)l • Кажуть,

що норма II II симетричного простору X  абсолютно неперервна, 

якщо для всякого *6  X  і всякої спадної послідовності О-п.

вимірних підмножин з порожнім перетином И ° ПРИ

ru->oe . ва» ивими характеристиками симетричного простору X  « 

нижній Рх ® ^ v T / ^ n- V x (t) та верхній ^  =

індекси сойда, де С̂Іі/ндИ

* «£ \о} > 'ае Єц,сх) } . Ьг(х),г>о - множина уоіх уеХ

таких, що для всіх @ з а <& і a f e > 0  маємо ju ̂  <х> : Q s

Вводиться і досліджується поняття відповідності між симетрич­

ним Оанаховим простором на одиничному інтервалі и симетричним Оа- 

каховим простором на довільному ймовірнісному просторі. Воно допо- 

могає переносити деякі теореми, зокрема інтерполяційні, з симетри­

чних просторів на (0,1) на випадок довільного ймовірнісного прос­

тору. Це поняття Оуло відоме раніше, проте точних доведень, а осо­

бливо явних конструкцій з допомогою теореми Магарам здається раніше 

не з'являлось.
Базио Маркушввича (*і • ‘•etJ) несепараоельного банахового

простору називаємо базисом Внфло-Розенталя-Чезаро, якщо всяка його 

зліченна підмножина : j 6 2f) міститься в зліченній підмножині, 

яка в базисом Чезаро своєї замкненої лінійної оболонки після дея­

кої перестановки індексів. У наступній теоремі синтезуються деякі 

результати про існування різних біортогональних систем у симетри­

чних просторах.

Теорема У. Нехай - безатомний імовірнісний простір.



Тоді:

а) на <а,Чг> існує ортогональна відносно природного ска­

лярного дооутку оистема є З t яка утворює базис Кн~

фло-Розенталя-Чезаро у всякому симетричному просторі Б не (><і s 

абсолютно неперервною нормою}

б) якщо , крім того, верхній індекс ьойда <  00 , то си­

стема (^і '■ 3)  розбивається на зліченну кількість підсис­

тем, кожна з яких еквівалентна ортогональносу базисові гільберте 

вого простору. Коли ж ще й нижній індекс Бойда р̂_ > 1  , то

ці підсистеми натягують доповнювальні підпростори, а вся система 

утворює базис Енфло-Розеиталя}

в) якщо симетричний банахів простір Е на ( S? , <£.,/*) мао

вагу не менше , то він ізоморфно вкладається у простір з

безумовним базисом лише тоді, коли Є = J*)

• Доведення теореми ч в) використовує деякі міркування іїн̂до . 

Розенталя, . :і довели це твердження для L p  (]«) . Наступяв

твердження узагальнює один результат Джонсона і Одела те, аю

уоякии піднростір X е Lp(j«) , і<-р<о°> містить безумовну

базисну послідовність потужності <Аєан> X

Теорема 10. Нкщо к 00 • т° усякий підпростір X  с~

Б мав монотонний безумовний проекційний розклад.

З цієї теореми виводиться існування в X  в ,иких підпросторЬ.-, 

ізоморфних гільбертовому проотору. Виявляється, розбиттч, аналаї*- 

чне теоремі 9 0), існує для кожної системи характерів на компактні ? 

абелевій групі.

Теорема її. Нехай G - компактна абелева група. Тоді грум 

її характерів G утворює базис Маркушевича в довільному симетри­

чному прооторі на 0 (з мірою Гаара) з абсольтно неперерв.чев 

нормою і може бути розбита на зліченну кількість підсистем,кажна

з яких еквівалентна у всякому Lp(G )  v і » р < 00f ортогэиа.зьиу- 

му базисові гільбертового простору.

ІЬ
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Важливими прикладами иесепараоельних симетричних просторів з 

абсолютно неперервною нормою в простори майже періодичних функ­

цій. Ми вводимо поняття симетричного простору майже періодичних 

пункцій, яке узагальнює поняття просторів Безиковича, ьезнковлча- 

Орліча та Безиковича-Яог нца. Використовуючи попередні загальні 

результати, досліджуються питання існування різног сорту базисів 

у симетричних просторах майже періодичних функцій а також питання 

існування великих гільб̂ртових підсистем. Зокрема показано, по триг­

онометричну систему ( е1-** : AelR) можна розбити на зліченну кіль­

кість підсистем, кожна з яких буде еквівалентна ортогональному ба­

зисові гільбертового простору у всякому просторі майже періодичних 

функцій Ьезиковича fep , 1 < р <  ■»<> .

3. Простори зі слабко * ангельським спряженим та вибір 

підпросторів із спеціальними властивостями.

•

> досить докладно досліджуються простори зі слабко*

ангельським спряженим, тобто простори X  , для яких слабке * і 

слабке * секвенціальне замикання кожної обмеженої підмножини X* 

співпадають. Вони в узагальненням слабко компактно породжених 

просторів і успадковують багато їхніх властивостей. Показується 

стійкість властивості мати слабко* ангельський спряжений відносно 

взяття підпростору і лінійного неперервного образу, досліджуються 

властивості слабких * секвенціальних замикань. У роботі [53 наво­

диться критерій спряженості слабко компактно породженого простору.

Теорема Td. Для того, щоб слабко компактно породжений простір 

був спряжений до деякого банахового простору, необхідно і достатньо,

щоб в X *  існував замкнений за корисно тотальний підпростір F  , 

складений з функціоналів досягаючих норми.

Ця теорема узагальнм теорему Джеймса про рефлексивність (зви­

чайно, з припущенням, що простір X ’ слабко* ангельський): бана-

хів простір рефлексифний тоді А тільки тоді, коли кожен неперервний
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лінійний функціонал на ньому досягає своє і норми. У цьому випадку 

роть підпростору Р , про який іде мова в теоремі і<?, грає узве*.

X  . Насправді ми використовуємо відому техніку доведення тео­

реми Дкеимса. Теорема л̂еимса справедлива для '"'дь-якого оанахо- 

вого простору, але теорема id не для всякого [ . М.сіфремов узага-

льнсвав їі на простори зі слаоко * ангельським спряденим. З теоре­

ми id можна дістати декіл-ка корисних наслідків, наприклад̂узага­

льнення одного результату гі.Кадеця, Ь.*онуа та Р.Ха.ідона.

Наслідок [*] . Нехай X  - банахів простір і Е - замкнена

за нормо» лінійна оболонка крайніх точок кулі В(Х‘) . подо Б

~ слабко компактно породжений простір, то Е “X *  •

За допомогою базисів маркушевича у роботі Ĉ °3 доводиться, во 

для всякого слабко компактно породженого банахового простору X  

існує оанахів простір Y  і лініпний неперервний і«*вктивний опе­

ратор Т: Y  —*■ X. із кільним образом такі' що T Y  містить 

Обмежену замкнену опуклу множину̂на якій жоден пункціонал з X  яв 

досягав супремуму, це >з;ітивна відповідь на Одне припущення дж. 

Ьорвеина й Д.Тінглі.

Ьудь-якии базис Маркушевича простору зі слабко* ангельським 

спряженим в зліченно нормуючим, та не завжди існує.

Теорема іі [ІЬ] . Існує банахів простір зі слабко * ангель­

ським спряженим І локально рівномірно округлое нормо», який не має 

ні базиса Маркушевича, ні проекційного розкладу.

Це відповідь на питання К.Гіона і В.Зізлера, які показали, до 

спряжений простір з локально рівномірно округло» нормо» мав базис 

маркушевича. Не відомо, чи існув для всякого сепарабельного під­

простору Y  банахового простору X  доповнювальний в X  підорос- 

тір континуальної ваги, що містить Y  . При деяких додаткових при­

пущеннях існування такого підпростору вивчав С.Гулько. Для о̂сто- 

рів зі слабко* ангельським спряженим мав місце сильні о тверджен­

ня (яке у загальному випадку не правильне).

Теорема 14 С • Нехай X *  слабко* ангельський. Для будь- 

якого підпростору Y с X  знайдеться доповнювальний під..роотір
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'У с. 'jt С  X  ваги не більшої ніж іт\л>і (с, de.«\A У)

У роботі £.7] наводиться доведення основної властивості олаб- 

..о компактно породжених просторів - наявності монотонного проек­

ційного розкладу • йоно чисто геометричне, значно простіше

И коротає від раніше відомих. Теж просте, топологічне, доведення 

основної властивості слабко компактно породжених просторів було 

дане С.Гульком, Звичайно, якщо розіиіад ^ } монотоннии, тобто

II Р*.й * і , то It І - РА І 4 2 . І - одиничний оператор. Цю
оцінку не ножна покращити С ІО] . Існує слабко компактно породже­

ний простір тысий, що для будь- .сого проект.!ного розкладу ІР±} я 

ньому існує індекс J5> з Ц І - Рр і = 2  . При конструкції цього

прикладу провину роль грас встановлений у Ц 8}і*,акт» щ0 У слабко 

компактно породжених преторах ваги проекційних розкладів 

"небагато" у тому сенсі, що перетин двох проекційних розкладів 

знову оуд« проекційним розкладом.

Доведення наступного варіанту теореми Іана-Ьанаха просте.

Теорема 15 С . іЬхай X  - віддільний локально опуклий 

простір, а V - його нескінчс.іновимірний лінійний підпростір. Не­

хай (Vft,) - послідовність опуклих замкнених множин з X  , ^

0 Y  = 0  для всякого . Тоді Y містить нескінченномірний

підпростір X- , замикання котрого не перетинається з Vа. при

ЖОі .йму rv •

Наслідками звідси дістаються як раніше добре відомі резуль­

тати, так і нові. Наведемо деякі з них. Якщо X  - банахів прос­

тір з сепарабельним спряженим, то кожен замкнений за нормою нес- 

кінченномірний підпростір X містить слабко* замкнений иескін- 

ченномірний підпростір. Якщо,більш того, X* сепарабельний, то X

1 X* містять иескінченномірні рефлексивні підпростори. З допо­

могою техніки базисних послідовностей ці результати доводились В. 

йільманом, В.Джонсоном та X.Розенталем. На деякі класи несепара- 

оадьнкх просторів вони узагальнювались К.йоном і В.Зізлером. Пи­

тання існування рефлексивних підпросторів у банахових просторах 
досліджувались також В.Фонфом.



Наслідок і.  Нехай Д : X Y  -  лінійний неперервний ін' 

бк~ івнии оператор з розривним оберненим, існуй замкнений нескін- 

ченновимірний шдпростір ІС-Ч , It О АХ =0 •

Цей наслідок суттєво використовувавсь гі.иеачиком ари дослід­

женні операторних ооразів та Оазисів у парах оанахових просторів.

Наслідок Нехай У і ї. квазідоповнювальні але не доповне-

вальні замкнені підпростори банахового простору X  • Т0лі знай­

деться такий замкнений підпростір Jt с. Ц. <=■ X  » «о сГ-тї/К

* 00 і підпростори Y  та %  квазідоповнювальні.

* При додаткових припущеннях і за допомогою набагато складнівоі 

техніки цел результат доводився рані се Р.дгеимсом і о.длонсонок. 

Пізніше він узагальнювався на простори vpeae Л.дре'вноаськлм.

Наступний результат узагальнив теорему довіса Л Лінденатра- 
уса про існування ненормукчого ггідпростору у сг яжеиому до некаазі- 

рефлексмвного простору . «іого доведення спирається на доведення 

теореми і5, а сам результат використовується для встановлення не 

регуляризовності обернених до деяких інтегральних операторів.

Наслідок і [о ] . Нехай X  ~ сепарабельний банана простір,

F - тотальний підпростір простору X* і di"' X * V ( F J‘ ♦ X)

^  оо . Тоді F містить тотальний ненормуючий підпростір.

У роботі СО згадана теорема Девіса-ЛІнденатрауса уза. ль- 

нюється на просїір іреше.

4. Тотальні підпростори і ступінь розривності оберненого 

до лінійного неперервного оператора.

Надалі нас цікавитиме наотупне коло питань. Нехай X  - Оана- 

хів простір, Y - топологічний векторний простір і А ' Х “*  Y 
лінійний неперервний ін'ективний оператор. Коли (\' буде 6 «ви­

мірною функцією, поточкоаоо границею неперервних зображень.
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границев послідовності лінійних неперервних скінченномірних опера­

торів І т.п.:' Те, що розглядається топологічний вскторни.і простір 

Y  , а не нормований, понснсеться не стільки прагненням до біль- 

-0 1 загальності, а більше тим, по з точки зору деяких застосувань 
{.наприклад̂ теорії ймовірностей аоо теорії регуляризовності за 

Тихоновым некоректних задач) важливо розглядати тотожне аідоораже- 

ння з саііахового простору X  3 нормовано» топологієь в X  зі 

сласкои топологіси w  t X , F і j F - тота ьний підпростір X  .

/мови формулюватимемо в термінах властивостей підпростору F  =

=  с. X* • Наступне твердження, яке неважко доводиться і мо~

жяиЬо відоме, дає надів, що на 1 -ому шляху можна досягти успіху.

Тверджень.. 1. Нехай X  , V  , 1  - банахові простори і ^  •

Y  > 6>; Х~* - лінійні неперервні іи'єктивиі оператори. Не­

хай А*'/* =  В* X *  . Тоді існує ізоморфізм С. •• АХ -*• Ь Ч ,
ДЛЯ Аі го fl# Сб . ,

Інакше кажучи, твердження d показує, що ізоморфні властивості 

оператора (і його оберненого,) певність визначавться простором X  

і підпросторем ((“У* с X"

Слабким * ськвенціальним замиканням множини Г С X

називається сукупність f (4> усіх границь слабко * збіжних в X  

послідовностей з Р .За індукцією для будь-якого ординала «*-.

ела .в * секвенціальне замикання порядку <*- означуються як

Теорема 16.£і4і  . Нзхай А - лінійний ін'єктивний опера­

тор з сепарабельного банахового простору X  на нормований прос­

тір Y  . Оператор А" в (Ь -вимірним відображенням класу oL 

тоді Й тільки тоді, коли для підпростору Г = ег X*

буде Р и) -  X*

ііри </- = і ця теорема доведена Л.Афанасево»' та Іі.ііету-

ніяим; означення Ь -виг;рнооті класу <L див. jrСffuratoweki К,

Topoltgy, r,t. Hew York - Warseawa, ІЧ66 3 •



Наслідок. Нехай на сепарабельному Санаховому про-

cTfpi X  , І| Ч иадана слабкіша віддільна топологія Т̂узгод- 

«она з векторной структуро». O' -алгеори <Г(К її) та 

породжені відповідними топологіями, збігаються.

Нехай Рс X - тотальна мнолина і <Т(Г) - б" -алге­

бра на X  . породжена півпросторами вигляду _̂хсХ : ?(•)< c l] ,

£ еР , О- е ^ точки зору теорії ймовірностей цікавим є пита­

нии про співпадіння <?-алгебр СГ(Й"И) та 0~(Р) . Якщо

іуюстір X  сепараОельнии, то неважко помітити, цо <3" ( Р} =• 

* o ( w ( X ,  F ) ) • Тому з наслідку випливає відомий результат

,1/ро те, 49 для сепараоельного простору X  і тотальної підмножинм 

Р с. Х* завжди <Г(Р) = СГ(ІІ 11) . Неважко показати, що для

!м>сепарабельних просторів теорема іо та наслідок з- неї неправиль­

ні. проте у випадку рефлексивних просторів справедливий такий

Наслідок [t!, Зь] . Нехай на рефлексивному .*росторі X  задана 

влабкіша віддільна локально опукла топологія X . Тоді СГ(! !і)- 

<5- (х) .

Цей наслідок легко аивеот.. з такої

Теореми 17 £<:, Зо 3 • Для локально рівномірно округлого про­

стору X  <г(ц И) = G-(w(X, X*)) *

яка була отримана незалежно Ьдгаром і автором,

Теорема ій С-ІЛ] . Слабко компактно породжений банахів про­

стір розкладається в пряму суму сепарабельного і рефлексив­

ного підпросторів тоді й тільки тоді, коли для будь-якої слабкі­

шої норми ЦІ III (слабкішої віддільної локально опукло’, то­

пології 1  ) С(|| ||) = ^(НІ III) (відповідно, <Т(|| ' * <3*(Т) ),

У роботі[ІУЗ розглядається задача про борелівський графік.

X відомих теоремах Jl.Iiieapua, А.Мартіно, Ж.Годфруа про неперерв­

ні оть оператора з борелізським графіком так чи інакше фігуру ть
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умови еепараОельності. л.Год̂рув було поставлене питання про спра­

ведливість теореми про борелівськии графік для иесепарабвльних 

просторів. Ьиявляється, ідо навіть при інших досить жорстких вимо- 

. ах без припущення сепарабельності теорема про борелівськии граф­

ік не правильна. Наведении у [ іу] приклад не е слабко компактно 

породженим простором, для слабко компактно породжених просторів 

деякі позитивні результати у цьому напрямку дістала Т.ожинова.

Роботи [\<L-k, гг3 присвячені регуляри̂лності лінійних обер­

нених задач.

Означення Нехай А •' X  Y  - лінійний неперервний ін'є- 

ктивний оператор з банахового п стору X  в нормований простір Y. 

Оператор А називається регуляризовиим за Тихоновим, якщо іс­

нує сім'я відображень Rg-' Y - » X  , <3 б (О, <50) така, що для 

всякого к є X

Sup^ i U - R -^ІІ : J - * 0  при S -* О

Якщо відображення лінійні (скінченновимірні), то оператор

А * називають лінійно (скінченновимірно) регуляризовним.

Як показав В.Винокуров, регуляризовність А_і еквівалентна 

належності його до 1-го кльоу ьера. Наступне твердження отрима­

не сгйльно з В.Винокуровим та и.ііетуніним. #

Теорема 19 \_d, , Нехай А - лінійне ущільнення (тобто

лінійний неперервний ін'єктивнии оператор із слабко компактно по- 

род-еного простору X  в нормований простір V,). Регуляризовиіоть

A L еквівалентна нормуючооті підпростору А* Ч с: X

Звідси виводиться існування нерегуляризовних лінійних обер­

нених задач в сепарабельних неквазірефлексивних просторах, а також 

результат В.Васіна та В.Танани про регуляризовність таких задач у 

рефлексивних банахових просторах. Проте існують рефлексивні сена- 

рабвльні простори Фреаіе і оператори в них з нерегулярной ними 

оберненими £г7 ] . За допомого» базисів Маркушевича доводиться нас­

тупна

Теорема 20 . Нехай X  - сепарабельний неквазірефлек­

сивний банахів п< ютір і "Y - сепарабельний банахів простір.



Тоді існує ядерне Л1НЫНИ ущільнення Й ' X Ч  ІЗ ЩІЛЬНОЮ В 'І 
Об'НСТЮ значень f\ X  І з  нереГуЛЯрИЗОЗНИМ оберненим.

У роботі загальні теореми застосовуються мо вивчення 

умов регуляризовності деяких конкретних задач *ііднозлення непере­

рвної пункції за її коефіцієнтами *ур*є, розв'язання інтеграль­

них рівнянь 1-го роду, зичачі аналітичного продовження уункціі з 

кривої а область. Регуляр.ізоаність neptioi задачі Оула відома ра­

ніше; доведення двох інших нові і отримані разом з і.ііетуніним.

Ііри цьому автором Оула доведена одна теорема про регуляризовність 

суперпозиції операторів, ііізніше питання регуляризовності супер­

позиції докладно вивчалось .̂Доманським та М.Островським. У £ d7] 

розглядається задача аналітичного продовження у просторах Фреше, 

а в О ] доводиться, опираючись на загальні теореми з розділу 

нерегуляризовність деяких інтегральних рівнянь у широкому класі 

функціональних просторів. Результатам з Q передував один прик­

лад Д.і4еніхеса; далі вони на основі теореми іо позвивались М.Оот- 

ровським.

Означення. Тотальний підпростір f1 спряженого простору 

назвемо сильно нормуючим, якщо знайдеться число CL таке, що 

для Оудь-яких скінченномірних підпросторів Б <= X і G с X 
Ln? f̂ o.x { О Til , ЦТ 'Ц } sr О- »

Inf береться по всіх операторах Т: (? -* Г , для яких ^(С)- 

= Т при Оудь-яких Є є Е > * 5 € £  •

Усякий сильно нормуючий підпростір s нормуючим, але не нав­

паки. У роботі U O ]  вивчаються властивості сильно нормуючих під­

просторів. Так, якщо простір X  або квазіре̂лексивний, або в 

простором, то всякий нормуючий підпростір буде сильно нормуючим.

Означення. Ьазис Маркушевича (*«, ?■,,), банахового прос­

тору X  називаємся операторним базисом, якщо існув послідо »ність 

лінійних операторів • Rv X —* Р*. X , де Г , X *
= ?:„(*) *; , така, що для всякого хєХ II &  »v Рл. * ~

— А II О .. Банахів простір X  мав властивість обмеженої апро­

ксимації, якщо існує ~К > О таке, що для будь-якого скінченно- 

вимірного підпростору Y с X  * будь-якого t > 0  знайдеться

I t
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скінченновимірнии лінійний оператор : X X  з H R  II S -Лі

HR<j -<jI!s Є. Ŝ jlt при
У наступному твердженні синтезовані результати й.А.Ьинокурова

I автора.
9

Теорема <іі СЗ, <Л] . Нехай Я - лінійне ущільнення з сепараб 

ельного оанахового простору X  в нормований простір Ч . Наступ­

ні умови еквівалентні:

і) /\ 1 лінійно скінченновимірно регулмризовнии;
О іонуь- послідовність лінійних неперервних скінченновимірних

операторів К-- Y - X  , ДЛЯ ІКИХ при оудь-якому у € АХ

Н Ьп.̂ - І! - с при •

У) X  мав властивість обмеженої апроксимації і підпростір 

А'Ч'с. X* сильно і.̂рмуичий;

4} існує послідовність лінійних неперервних скінченкоиірних 

операторів ! X  -*■ X  > для якої при всякому х е X

II - д| —  О і Є»; X* с: Л "ї‘ ;

Ь) в X  існує операторний оазис (х^ ?п) з є A Y

Деякі попередні результати тут були отримані Ф.Вахер та І .Зі— 

нгерои. Пізніше питання лінійної скінчеиновимірної регуляризовнооті 

та сильно нормувчі підпростори активно досліджувались Л.Гладуном 

та М Островським.

Теорема dd [б] . Нехай X  - банахів простір. Для того, щоб 

для будь-якого нормованого простору Y  обернений до воякогб лі­

нійного ущільнення з X  в Y  був окінченномірно лінійно регуля- 

ризовним, необхідно і достатньо, щоб X  був сепарабельним каа- 

зірефлексивним простором з властивістю обмеженої апроксимації.

У [.3] загальні результати застосовуються для встановлення 

лінійної скінчеиновимірної регуляризовнооті деяких конкретних 

задач. Наводиться приклад регуляризовного̂ але не лінійно регуля- 

ризовного оператора.

Далі розглянемо розв'язні регуляризатори. Лінійний рргуячри-
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затор називаються розв'язним, якао Із збіжності

7 » О при & -» о випливав А * - у . Побудовані на

основі такого регуляризатора наближені розв’язки мають ту власти­

вість, що з їх збіжності випливав збіжність са. , до точного роз­

в'язку. Виявляється, що нерозв'язних регуляризаторів досить багато»

Теорема і'і [/і-3 • пе іл оператор А Х — * Y  > X  , Y  .

Оанахові простори, мав розривнии обернений, нкии лінійно регуляри- 

зовний. Тоді для А 1 Існує нерозв'язний лінійний регуляризатор.

Теорема сч 0 3  • Нехай А - лінійне ущільнення з рефлексив­

ного банахового простору X  з базисом Уаудера у банахів простір

Y  . Тоді Л 1 лінійно скінченноаимірно розв'язно регуляризовний.

Тематика роботящі] розвивалась пізніше В.Кадецьом, С.Доман- 

ським та В.і>онром.

Наведемо це одне застосування методів теорії двоїстості ( - 

пахових просторів до інсіого розділу обчислювальної математики - 

дискретної апроксимації. Нехай X  і X  - банахові

простори і • X  ~ * Хп. - лінійні неперервні оператори з ~

І)аЦ при п.-*оо для всякого > « X  (вони називається зв'язу­

ючими). Кажуть, що послідовність *п.е%п. &  -збігається

до елемента *с X  , якщо А **.—  P<v* А при 0 0 .

Нехай Х*> Х ^ - відповідні спряжені простори. Послідовність 

f„ є ХЦ вважається слабко* збіжною до ? є X  , якщо
ґ~) О

для будь-якої J -збіжної послідовності *п, — завжди 

£(*) . Позначимо через РС̂Р) множину всіх елюен­

тів з X" , які е границями слабко* -̂збіжних пос *довностей. 

йк відомо, для сепарабельного простору X  завжди Р (@) ж X- ; 

для несепарабельного - не завжди. В багатьох випадках множина F(&J

виявляється досить великов; так, наприклад, якщо -X - сла(to 

компактно породжений простір, то вона тотальна.
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Теорем Л [16] . Існувть простори X  , Хп_ і

послідовність эв'яэувчмх операторів Р„х —  X  «. 

множина F( Р) не тотальна на X. •

Це контрпряклад до однієї гіпотези Г.Ьайнікко.

ги = і, ОО j 

, ДЛЯ ЯКИХ
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