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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальність теми. В останні роки дослідників все більше 
турбує проблема забруднення навколишнього середовища, в основ­
ному, надходження в біосферу штучних радіоактивних речовин. 
Актуальність її пояснюється тим, цо у зв’язку з інтенсивніш 
використанням атомної енергетики і широким застосуванням 
радіонуклідів у різних галузях людської діяльності існує 
ймовірність попадання їх в організм людини, головним чиним, 
через грунт, Особливої уваги гзслуговують аварійні випадки на 
атомних електростанціях, ядерних реакторах та інших об'єктах, 
во супроводжуються значним викидом радіонуклідів у біосферу і 
становлять реальну загрозу здоров’ї) людей. Так, в результаті 
аварії на Чорнобильській АЕС у квітні 1986 року викид у навко­
лишнє середовище становив ?,б»і0 ‘Ки радіоактивності. При цьому 
цілий комплекс проблем вимагає довгострокового й детального 
вивчення. Одна з них - вертикальна міграція радіонуклідів у 
грунтах. 9 нерву чергу треба знати, як швидко мігрує той чи 
інший нуклі/' - грунті при даних умовах. 9 багатьох випадках 
виникає необхідність у проведенні прогнозних розрахунків роз­
поділу нукліда на досить довгі проміжки часу.

Перш! результати в області теоретичного вивчення питань 
переносу розчинних речовин були одераані Н.Х.Арутаняном, 
М.М. Вериг і ним, Й.Й.Натрашевим і С.М ліумеровим. Подальшому вив­
ченню процесів масолереносу мігруючих речовин у пористих сере­
довищах і математичним методам їх розв’язну присвячені роботи 
С.Ф.Йвер’янова, Е.Л.Бондарева, Г.И.Бондаренка, Ф.М Бочевера, 
О,В.Голубевой. В.С.Дейнеки, Л.І,Демченко, Ч. і.Лаврика, 
1.і,Лявка, Г.Ё.Мистецького, Р.Л.Молтянера, В.М.Николаєвського, 
0.Я.Олійника, Г.б.Орадовської, Ф,І.Павлоцької, З Л  .Пеньковсь- 
кого, 8.0,Полякова, В.М.Прохорова, Л.И Рекса, П.Й.Рудченка, 
В,С.Саркісяна, В,В,Скопецького, й.б.Ситніг ва, 3.-.Соботовича, 
Е.б.ТврнкаиоБої, 8,К Вег.такова, 5.С,йернукова. Д.ф,іульг.інз та 
багатьох інїїих.

Прогрес у вивченні фізико-хімічних механізмів а і грації 
шкідливих речовин в грунтах обумовив появу б Ільв складних і 
точних математичних моделей транспорту и”к л Ш в ,  що враховують



зразу кілька механізмів перенесення (конвективний, дифузійний, 
сорбцію, радіоактивний розпад).

Повніше приблизити модельні математичні зображення до 
умов реальних природних грунтів дозволяє застосування чисель­
них математичних методі в розв'язку рівняння переносу. Але 
чисельний розв'язок рівнянь геоміграції пов’я .іний з характер­
ними математичними складностями ("схемна" дифузія, нефізичні 
сплески в результатах розрахунків). ЦІ обчислив ьні проблеми 
це б і льве загострюються при розв’язанні багатовимірних задач у 
зв’язку з шорсткими обмеженнями на витрати оперативно! пам’яті 
1 часу обчислення ЕОІІ. Одеріання прийнятних для практики 
розв’язків за однією із звичайних скінченнорізницевих схем 
можливе тільки за умови достатньо детальної просторової та 
часової диі .ретизації. Враховуючі специфіку задач міграції 
радіонуклідів у грунтах (великі лінійні розміри області, не­
обхідність прогнозних розрахунків на довгострокові проміжки 
часу) використання стандартних скінченнорізницевих апрокси­
мацій малоефективне. Току, незважаючи на досягнуті успіхи в 
г^ласті моделювання міграції радІпак-фттУ’їїШІ'вин, задача по­
будови ефективних чисельних методів розв’язку рівнянь пере­
носу, які враховують специфіку проблем, що виникають, вельми 
важлива і актуальна.

Мета роботи полягає в розробці методики чисельного моде­
лювання (дослідження математичної моделі, обгрунтування 
чисельного методу розв’язку, програмна реалізація на ЕОН) од- 
новимірних та двовимірних задач геоміграціТ радіонуклідів при 
фільтрації грунтових вод та застосування її до розв'язання за­
дачі розрахунку розповсюдження радіонукліду стронцІю-90 із 
ставка-охолоджувача Чорнобильської ПЕС в р.Прип’ять.

Методика досліджень заснована на математичному моделю- 
анні процесів геоміграції за допомогою диференціальних 

рівнянь у частинних похідних другого порядку параболічного ти­
пу з' змінними коефіцієнтами; про цьому рух підземних вод 
описується за допомогою „иференціальних рівнянь гідроди­
намічної теорії двовимірної фільтрації. Чисельні методи 
розв’язання рівнянь геоміграції будуються з використанням ма­
тематичного апарату теорії різницевих схем. Дослідження зако-
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помірносте* транспорту радіонуклідів та оцінки параметрів 
підземного масопереносу проводяться методом обчислввального 
експерименту на основі розроблених чисельних алгоритмів.

Наукова новизна полягає в розробці методики чисельного 
моделювання задач геоміграції радіоактивних забруднень під час 
фільтрації підземних вод. цо враховує процеси конвективного 
переносу, гідродисперсії, сорбції та радіоактивного розпаду.

Показано, чо застосування лаграи»ево-ейлерових різницевих 
схем дозволяє: і) збільяити на 1-2 порядки різницевий крон у
часі (в порівнянні з відомий! скінченнорізницєвими апрокси­
маціями конвективного члену); 2) отримати при розв'язанні дво­
вимірних геоиіграційних задач системи лінійних алгебраїчних 
рівнянь з симетричними матрицями.

Побудована та обгрунтована (тобто дослідвена на стійкість 
та збіаність) лаграняево - ейлєрова різницева схема для неста­
ціонарного рівняння геоміграції при наявності в рівнянні 
аіваних похілних.

Розроблено програмне забезпечення для розрахунку міграції 
забруднень є "Рантах,

іірактична цінність роботи. Запропоновані чисельні методи 
розв’язку рівнянь геоміграції можуть бути ефективними в 
підземній гідродинаміці, меліорації, цілому комплексі задач 
екології.

Запропонована методика моделювання транспорту ккідливих 
речовин була застосована для розрахунку та прогнозу міграції 
радіонуклідів при фільтрації підземних вод із ставка-охолодиу- 
вача Чорнобильської ЙЕС в р.Прип’ять.

Розроблене програмне забезпечення дає мокли сть опера­
тивно приймати обгрунтовані рііения щодо захисту об’єктів від 
забруднень, а такой здійснювати контроль за якістю підземних 
вод в зонах їх забруднень.

Апробація роботи. Основні результати исертації доповіда­
лись та обговорювались :
- на 1-1II наукових конференціях молодих вчених Київського 
університету (м.Київ, 1985-І987рр,);

- на другому Республіканському науково-технічному семінарі 
"Навини! методи розв’язання задач теор!т фільтрації'' (м.Ка­
зань. 1992р.);



- на Українських конференціях "Моделювання та дослідження 
стійкості процесів (м.Київ, 1992-1993рр,);
- на другій Іколі-семінарі "Метопи математичного моделввання в 
наукових дослідхеннях" (м.Донецьк, 1990р.);
- на наукових семінарах кафедри обчислввальної математики 
Київського університету (м.Київ. і985-1993рр. :
- на науковому семінарі кафедри моделввання складних систем 
Київського універс итету (м.Київ, 133р.);
- на семінарі "Математичне моделввання гідрогеологічних про­
цесів (м.Дуванбе, 1991р.).

Публікації. За темов дисертації опубліковано 10 наукових 
праць.

Стр”ктура та обгдг роботи. Дисертаційна робота скла­
дається із ступу, трьох розділів, висновку та списку вико­
ристаної літератури.

ЗМІСТ РОБОТИ
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З вступі обгрунтовано актуальність обраної теми 
досліячень, сформульовані мета й завдання дослідіень, показана 
наукова новизна та практична цінність отриманих результатів, 
коротко викладений зміст дисертації.

9 первому розділі наводиться використана в роботі матема­
тична модель перенесення забруднень грунтовими водами. Перера­
ховані основні прилучення, на яких побудована модель. Розгля­
дається усталена профільна фільтрація рідини в жорсткому ре- 
іимі. Припускається, цо иігрувча речовина Істотно не впливає 
на питому вагу, в ’язкість та інві гідродинамічні характеристи­
ки розчину. Записується рівняння фільтрації грунтових вод, яке 
при зроблених прилученнях має вигляд;

Ї &  * £і& «о, гг 2d іх*Л, (,)a if, 9Xl ' * »хі >
де Х і - декартов І прямокуть. координати; - складові ввид- 
кості фільтрації; Н - коефіцієнт фільтрації: -
п ’єзометричний напор; р  - тиск; j> - густина рідини; р  - 
прискорення сили тявіння (координатна вісь охх напрямлена



вниз). Зазначається, що поглинання радіоактивних забруднень 
Фільтруючими породами моїе йти різними (ляхами. Стисло розгля­
даться іонообмінне поглинання специфічна сорбція, ізоморфне 
заміщення в кристалічній решітці, наведені критерії перебігу 
цих процесів. Подано математичні співвідноіення, «о описувть 
міграцію речовин у грунтових водах. Використана математична 
модель перенесення враховує такі головні механізми : конвек-
тивний перенос, гідродисперсіп, сорбцію та радіоакт».ьний роз­
пад. Сорбція припускається миттєвою, оборотной, *о описується 
лінійно» ізотермою Генрі. Загайне рівняння транспорту мігран­
та моїе бути одеріано з умов балансу маси розчинено? речовини 
в елементі водоносного пласту і при зроблених припущеннях має 
вигляд

g - r t Л Л .  - £ Ч ) -  A c  - z  * . ,

1г *  *ігл / { е »), (2)

%  ( К  ( <  * *г) £  V * r , ^

де Cfa'K.i) - об’ємна концентрація мігранта в розчині (вукана 
змінна); - компоненти тензора коефіцієнта конвективної ди— 
фузії; <£,̂  - символ Кронекера; дверельні члени, цо
описують массообмінні процеси міі розчином та фільтруючим по­
ристим середовищем; А  - константа радіоактивного розпади; Я - 
коефіцієнт сповільнення переносу мігранта внаслідок сорбційних 
процесів: _/> - щіяиність грунту; гг> - поруватість грунту; -4̂ /- 
козфіцієнт розподілу речовини, цо являє собою С’ ввідновення 
рівновагових концентрацій мігруючої речовини в твердій фазі і 
в розчині; - козфіцієнт молекулярної дифузії у пористому 
середовичі;dt ,ЛГ - параметри поздовжньої (в напрямі ввидкості 
фільтрації) та поперечної гідродисперсії; модуль ввидкості 
Фільтрації; і - час. На мені області фільтрації ь залевнос»! 
від типу задачи, цо розглядається, для функції С задаються 
крайові умови первого чи другого роду. 9 момент часу при­
пускається заданим початковий розподіл концентрації мігранта 
в розчині.
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Другий розділ присвячений побудові та обгрунтуванні даг- 
раняево-ейлерових різницевих схеи (й£РС> для двовимірного 
рівняння геоміграціТ при наявності в рівнянні міманих 
похідних. На прикладі модельного рівняння переносу для най- 
простімих ск і нчетг Різницевих схеи денонструпться характерні 
обчислввальні проблеми, наводяться особливеє- аозв’язку бага­
товимірних задач. Розглядається лаграимево-ейлевовий метод 
( Л Е Ю  розв’язання . івняиия геомігроції. основна ' іея якого по­
лягає а розчепленні в процесі обчислень оозрахунку конвекції і 
дифузії та розгляді кплного типу переносу окремо Конвекція 
розраховується лаграняевим яетопом (методом слідкування за 
частинкою), а дифузія - стандартним ейлеровим (на нерухомих 
сітках). Наведено стислий огляд робіт по ДНИ. За допомого» 
Інтбгро-інтг,поляційного методу яа прямокутних сітках для 
рівняння геомігоації, записаного в яаграндевій формі, побудо­
вана різницева схема

-  6 -

(к*>) '* ">  л „ fe*'>  . *
ft -Л/  *>'■

у " " ’- i /y '.Z )

де у  , р  , Y ~ сіткові аналоги Функцій с . \ ,і відповідно; 
Т(и*%) - значення полілінійноТ процедури інтерполяції, знай­
дене за значеннями у* в момент часу і* в точці К » такій, мо 
в ауканий момент часу надходить у вузол сітки Хс,

Наведено дослідяення стійкості побудованої різницевої 
:хеми. Доведена збіжність у середньому різницевої схеми (3) зі 
авидкіста О/п-А)

При розв’язанні багатьох практичних задач транспорту заб­
руднень модна знехтувати впливом поперечної гідродисперсії та 
враховувати при проведенні розрахунків ливе поздовмна гідро- 
дисперсіа. Це дає можливість привести початкову двовимірну за­
дачу підземного масопереносу до сукупності одновимірни* задач



переносу вздові виділених ліній струну рідини. Таки* підхід 
аі; лізується у третьому параграфі розділу П. Зазначимо, «о ме­
телика, близька до викладеної, використовувалась у роботах
0.в,Голубевой те В.і.ііаврика з співавторами ри розрахунках 
конвективного переносу водорозчинних речовин. Рівняння, во 
описує перенос радіоактивних забруднень в Фільтраційній течії, 
гає вигляд

|£ - в  Щ  - - Ус*. Д/ с і х &С, (45
Г* 9.Х ЗХ 9

- ддя кеедеитрації «ігдота в розчині та

£. а .  = - м -  £  \ s  {5jт  э t f”
длг ссрбсваної фази. Тут £(*,4) ~ концентрація иіґрувчої ре­

човини е сораова.іій фаз) (на одинице васи фільтруючих пород): 
А''*- в»*реімяіЯ член, во описує лроцеси адсорбцї - десорбції; 
X -  лінійна координата, ао відраховується вздові лінії струну; 
(Г- аійгна «їдкість фільтрації; В  = <4г - коефіцієнт гідро- 
^лєперсSї Ы -  параметр позіивжньої гідродисперсії), Припуска­
ючи. во має місце рівноваг а адсорбція розчиненого у воді
ііграита, во описується лінійною ізотермою Генрі, після неск-
ійїких алгебраїчних перетворень остаточне рівняння иігг ції 
забруднень в грунтових водах мовна отримати у вигляді

—  ш д ' 2 -Z - у '  - Де , («<

,г'жіг/ї - "ефективні” (із врахуванням сорбції) ко­
ефіцієнт дисперсії та швидкість переносу забруднень грунтовими 
ведами.

Для рівняння (6) побудована та дослідвена /ІЕРС, во м?-‘ 
вигляд

(t.*! т /  *
У  “ А  / У  9 * ' (***) /Л*0
---------------------------/■/ . «»>

I% К) ~ значення квадратичної прецедури інтерполяції, n
використовується при обчисленні субстанційної пох ної. Теоре-

- 7 -



тичне дослідіення точності різницевої схеми (7) базується на 
аналіз) дисипативних та дисперсійних помилок різницевих ап­
роксимацій рівняння геоміграціТ з використанням методу дифе­
ренціальних наблимень. Показано, «о ЛЕМ мають помітну перевагу 
щодо точності чисельного розв'язання в порівнянні з інними 
гурцлми. *іо ча'тп використовуються на практиці. ЛЕМ посту­
паються крааим схемам із заданого класу ліш<. при малих числах 
Куранта (Си), наприклад ЛЕРС з лінійною інтерполяцією при мі- 
лих числах С близька за точністю до явної різницевої схемі з 
односторонньою апроксимацією конвективного члену первого по­
рядку то зеті. У той «е час ЛЕМ мають значну перевагу перед 
іншими схемами при Си > 1, наприклад ЛЕРС з квадратичною
*нтерполяї в зіставлюваиа за точністю зі схемами Лакса-Венд- 
рофа і Кранка-Ніколсона другого порядку точності, але при 
цьому вільна від обі іень, цо властиві останнім.

Проведено порівнювальний аналіз ЛЕМ, по використовують 
л ійну та квадраті ну процедури інтерполяції при обчисленні
субстанційної похідної. Показано, по у ЛЕРС з лінійною проце­
дурою інтерполяції домінують амплітудні помилки і схемі 
властива чисельна дифузія. ЛЕРС з квадратичною процедурою 
інтерполяції вільна від чи.гльної дифузії, але має відносно 
великі фазові помилки. Методи мають відносно 1-й та 2-й поря­
док точності. При цілих числах Куранта ЛЕРС мають третій поря­
док точності. ЛЕРС з кьадратичною процедурою інтерполяції по­
казує г  довільну точність в більш широкому діапазоні різнице­
вих чисел Пекле (Ре) та Куранта, нів ЛЕРС з лінійною процеду­
рою інтерполяції. Установлено, «о чисельна дифузія та фазові 
помилки ЛЕРС, обумовлені інтерполяціє», зменшуються з звіль­
ненням кроку часової дискретизації, ая поки не починає виявля­
тись вплив коефіцієнта при четвертій просторо й похідній в 
диференціальному наближенні, який визначає дисипативні власти­
вості різницевої схеми. Це свідчить про те, цч з збільвеиням 
різницевого кроку за часом помилки апроксимації дифузійної 
частини починають пере звати над помилками, які вносить інтер­
поляція при обчисленні субстанційної похідної.

Лосяідяена стійк'сть ЛЕРС з квадратичною процедурою 
інтерполяції. Доведена теорема про збіяність такої ЛЕРС з 
швидкістю
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У заключному параграфі глави П розглядаються питання, 
ік^’язаиі з розв’язанням систем лінійних алгебраїчних рівнянь 
(П/ІАР), до необхідності чого приводить дискретизація дво- 
вимірного рівішшя геом.грації (2). П з и а ц а м  д«яа (3) иоае 
бути записана у вигляді

/1^=8, А- Г - Г ^ Л -cf), 6* Iff* *<)*?£, (8)

де А - матриця розрідхеної структури, «о має, як правило, ве­
лику розмірність. Показано, что застосування ЛЕМ до розв’язан­
ня задач вигляду (2) дає моїливість одержати симетричну матри­
цю А , що значно знихує вимоги до об’єму необхідної оператив­
ної пам’яті ЕОМ та полегіує розв'язання системи (8).

Для розв’язання специфічних СЛАР вигляну (8) в роботі об­
грунтована висока ефективність застосування методГв переобу- 
иовлення, суть яких полягає в перетворенні початкової СЛйР на 
еквівалентну систему

М ' ХА /  - М ' * 3  (9>

з наступним застосуванням до (г ' одного з економічних іте- 
раційних методів (методу спряхених градієнтів). Переобумовлю- 
вач вибирається таким чином, щоб поліпкити обчислив-*ьні 
властивості матриці ітерацій А та забезпечити ввидку 
збіїність ітераційного процесу. На модельних приклада проде­
монстровано помітну перевагу цього методу розв’язку C/IflP j
порівнянні з "чистим" методом спряхених градієнтів та методом 
послідовної верхньої релаксації.

У S главі запропонована методика використана для 
розв’язання задачі розрахунку розловсюдіення радіонукліду
строицію-90 із ст^пка-охолодхувача (СО) Чорнобильської АЕС » 
р.Прип’ять. Описана інхенерно-геолог.ічна та гідрогео"огічна
обстановка в зоні СО станції, а такої ступінь забруднення
стронціем-90 поверхневих та грунтових вод біля Сп . Розгля­
дається задача профільної усталеної фільтрації в системі " СЛ
- р.Прип’ять ". в результаті розв’язання якої одеріані розт 
поділи напорів, поля швидкостей в області фільтр (її. побудо­
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вані стрічки струну. «о надалі використовується при 
розв’язанні геоміграційної задачі.

Проводиться чисельне моделввання розповсюдження 
стронців-90 підземники водами на перемичці иіж CQ те 
р.Прип’ять. У результаті багатоваріантних розрахунків одержані 
оцінки параметрів підземного магопереносу стронціг-90. Значен­
ня параметра поперечної гідродисперсії dT вар’ввались у межах 
ох-го̂ і ч. Од»рі»ан 1 результати гвілчлтк про те, цо найкрачого 
збігу «tv даі ш  режимних спостережень .а результата»!-: чиье:ь~ 
ного мгіьлмзния можна чекати при Ur< о,і м, цо дозволяє звести 
двовимірні, геоміграційну задачу до розв’язання сукупності од- 
новимірних задач перенесенню гтронців-30 вздоьа ліній строку 
оідини. Г іевага такого підходу полягає в поєднанні високе! 
точності, обумовленої використанням криволінійних координат, з 
відносно низькими о ’іслввальниии витратами, цо досягається зе 
рахунок зменяення вимірності рівнянь, чо розв’язується. Одер- 
ж і розрахункові криві концентрації стронців-90 в грунтових 
водах у цілому адекватно еідображавть тенденції, виявлені під 
час режимних спостережень (утворення в початковий період часу 
концентраційного піку та перемічений йогз з плином часу в бік 
р.Прип’ять), тобто иетодк а, чо застосовується для даної за­
дачі є правомірно» й дає якісно правильні результати. Побудо­
ваний прогноз змінввання концентрації стронців-90 на виході в 
р.Прип’ять.

Bt новки з одержаних розв’язків задач міграції 
.тро. 4Ів—90 в грунтових водах на перемичці між ПО 1 р.Прип’ять 
підсумовані у четвертому параграфі глави S,

На закінчення наведено висновкі за дисертаційної! роботов
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(.Запропонована > тодика чисельного моделввання задач ге- 
оміграції радіонуклідних забруднень при фільтрації підзеиних 
вод, яка враховує процеси конвективного переносу, Маро 
дисперсії, сорбції те радіоактивного розпздц.



2.Показано, що застосування розробленої методики дозво­
ляв :

а)збільмити на 1-2 порядки різницевий крок у часі (в 
порівнянні з відомими си і нченнорі зницевики апр -симаціями кон- 
вективчого члену), не втрачаючи при цьому точності обчислень;

б втримати при розв’язанні двовимірних геоміграційних за­
дач СЛЙР Із симетричними чтрицями, «о значно зниіуе вимоги до 
необхідної оперативної пам’яті ЕОМ та полегшує їх розв'язання.

3.Побудована та обгрунтована (тобто дослідмена на 
стійкість та збіїність) ЛЕРС для нестаціонарного річняння гео­
міграції при наявності в рівнянні мішаних похідних.

4.На уппе.чкній чядлчі проявлено обчислювальний аналіз 
точності ЛЕРС. яо використовують різні процедури інтерполяції. 
Показано, що точність ЛЕРС з використанням квадратичної інтер­
поляції виша за точність ЛЕРС з використанням лініййої Інтер­
поляції в більш широкому діапазоні різницевих чисел Пекле та 
Куранта. Порівняння ЛЕРС з відомими скінченнорі ницевими схе­
мами для рівняння геоміграції демонструє помітну перевагу пер­
ших при великих числах Куранта.

5.Для розв’язання СЛЙР великої вимірності з симетричною 
матрицею розрідженої структури «о виникає при дискретизації 
методом кінцевих різниць двовимірного рівняння геоміграції. 
яке записане в лагранжевій формі, обгрунтована висока *гек- 
тивність методу спряшених градієнтів з використанням процедури 
переобумовлення. Проведено порівняльний аналіз даного етоду з 
"чистим" методом спряжених градієнтів та методом послідовниі 
верхньої релаксації.

6.Розроблено універсальне («одо використання його для 
розрахунку міграції не тільки радіонуклідних, але й хімічних, 
біологічних та Інших забруднень) програмне забезпечення, що 
дозволяє оперативко приймати обгрунтовані ріиення щодо захисгьі 
об’єктів від забруднень та контролювали якість підземни* вод в 
зонах їх забруднення.

7.Нетсдом обчислювального експерименту знайдені оцінки 
параметрів підземного масопереносу та досліджені закс 
номірності міграції радіонуклідів при фільтрації забруднених 
вод із ставка-охолоджувача Чорнобильської АЕС в р Прип'ять.
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