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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальність теми. Апарат функцій розподілу є одним ті 
потужніших інструментів теорії ймовірностей, який має 
глибоке історичне коріння. При вивченні вигляду функцій 
розподілу часто доводиться користуватись методами теорії 
функцій та функціонального аналізу, наприклад, відомою 
теоремою Лебега про розклад функцій обмеженої варіації 
/  саме для функцій розподілу вона переформульована, напри­
клад, Лоевом /1955 р . / / .

Добре відома також теорема Дкессена -  Вінтнера про 
чистоту функції розподілу нескінченної згортки дискретних 
розподілів. Ця теорема виявилась дуже зручним інструментом 
при дослідженні нескінченно розділених розподілів та вза­
галі в арифметиці функцій розподілу. Неодноразово звертався 
до неї В.М. Золотарьов, який запропонував декілька варіан­
тів ї ї  аналогів для сингулярних розподілів /1975-1979 p .p . / .

Приклади, які демонструоть той факт, що згортка ск і­
нченного числа сингулярних розподілів може мати ненульові 
і сингулярну, і абсолютно неперервну складові, зустрічаєть­
ся у багатьох монографіях /  наприклад, у В. Феллєра, 19Є6р./ 
При ньому питання про нескінчейні згортки вке виявляється 
набагато складнішим. Деякі методи досліджень у ньому 
напрямку містяться в роботах Лукача /  1979 p .,  метод
характеристичних функцій /  та Райха /  1981 р. / .  Але навіть
у самих конкретних випадках, наприклад, коли розглядаєть­
ся випадковий степеневий ряд з однаково розподіленими бер- 
нулліївськими коефіцієнтами, питання про вид Функції 
розподілу суми ряду остаточно не розв’ яяане.

Цікавість до таких об 'єктів , як сингулярні розподіли,
фрактальні криві та ін. значно зросла .за останній час.
Але перша монографія російською мовою, яка містить цілісне 
викладення матеріалів в цій області, була опублікована 
лише у 1992 р. А. Ф. Турбінам та М. В. Праиевитим і ,  без­
перечно, відкриває нові шляхи у дослідженні тих об 'єктів , 
яким присвячена і дана дисертація.

Мета роботи.1. Вивчення виду Функцій р о з п о д іл у  випадкових
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степеневих радів.
2. Знаходження умов абсолютної неперервності Функцій розподі­
лу випадкових рядів.
3. Зведення задачі вивчення виду функції розподілу випадкового 
ряду до вивчення добутків випадкових матраиь.

Методика досліджень. В роботі використовуються результати 
з теорії сумування випадкових величин, теорії Функцій та 
функціонального аналізу, методи теорії характеристичних 
функці-й та матричні методи.

Наукова новизна. В дисертації доведена неможливість по­
будови природного аналога теореми Джессена -  Вінтнера для 
нескінченної згортки сингулярних розподілів. Показано, що 
аналогічне пій теоремі твердження мас місце для випадкових 
степеневих рядів, незалежно від виду Функцій розподілу до­
данків ряду. Детально вивчено влгляд функції розподілу ви­
падкового степеневого раду при малих значеннях параметра 
Знайдено деякі умови абсолютної неперервності Функцій роз­
поділу випадкових збіжних радів /  в т . ч. випадкових сте­
пеневих рядів /  і показано, як у деяких випадках задачу 
вивчення виду функції розподілу випадкового степеневого 
раду можна звести до вивчення добутків відповідних випадко­
вих матриць.

Практичне т теоретичне значення. Результати дисертації 
дозволяють у деяких випадках визначити вид функції розпо­
ділу суми випадкового ряд - за виглядом Функцій розтоділу 
доданків або в залежності від параметра, а також розв'язу- 
рати цю задачу матричними метода»®.
Ці результати можуть бути застосовані в Теорії су»*уваннк 
незалежних випадкових величин, при вивченні випадкових сте­
пеневих радів та згорток сингулярних розподілів.

Апробація роботи. Результати роботи доповідались на:
-  міжнародній конференції по випадкових еволюиіях 
/Кацівелі, 1992 р . / ,
-  Другій Українсько -  Угорській конференції по наукових 
напрямках в теорії й»ю«ірностеЗ та математичній статистиці 
/Чукачів, 1992 р . / ,
-  '« імія'-прг інституту -втв-*8"пк:і АН України /Г"*?1-1993 p .p . / .
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РуідіК'Пііт . Основні результати дисертації опубліковані 
в роботах С1 -  б ]  .

Структура та обсяг дисертації. Дисертація складається із 
вступу і чотирьох глав, розбитих на 9 параграфів. Вона 
займає 75 сторінок машинописного тексту. Бібліогра ія 
містить 6? назв.

Автор виражає вдячність своєму науковому керівнику 
Віннішину Я.Ф. за постійну увагу до ц ієї роботи та невичерпне 
терпіння, а також проф. Дороговиеву А.А. за критичні заува­
ження.

КОРОТКІЙ ЗМІСТ РОБОТИ.
У вступі обгрунтована актуальність теми дисертації, дано 

огляд найбільш близьких до ц ієї теми результатів, коротко вик­
ладено зміст дисертації, а такок перераховано основні резуль­
тати, що виносяться на захист.

У першій главі "Аналог теореми Дчессена -  Вінтнера для 
випадкових степеневих рядів" розглядаєтеся можливість дове­
дення аналогічних цій теоремі тверднень для сингулярних 
розподілів, для випадкових рядів, яким притаманна деяка до­
даткова алгебраїчна структура та задача з'ясування вигляду 
Функції розподілу суми ряду за виглядом функцій розподілу 
коефіцієнтів.

В § 1 наводяться два гіпотетичні варіанти аналогу теоре­
ми Ддессена -  Вінтнера дня нескінченних згорток сингулярних 
розподілів, сформульовані В.М. Золотарьовим, Якщо продов­
жувати його ідею досягти чистоти нескінченної згортки 
сингулярних розподілів шляхом накладання певних умов на 
скінченну згортку, то природним заключним кроком у цьому 
наяряіжу буде наступна умова:
(А).Нехай С* У , /jj •Сх> »• • • -  деяка послідовність сингу-
лярких функцій розподілу, що мають наступні дві а іастпвості:
а )  нескінченна згортка всіх Функції послідовності збігаєть­
ся до деясої функції розподілу F(x),
б) нехай задано послідовність випадкових величин f K ,
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Р { Т к  < * J  * ( х )
П означим о ч е р е з  ф у н к п і»  р о з п о д іл у  в и п а д к о в о ї величини

е сингулярною функцією розподілу.
Наступний приклад показує, що отримати твердження, 

аналогічне теоремі Дтасоена -  Вінтнера, накладаочи якісь 
обмеження на скінченну згортку сингулярних розподілів, мабуть 
таки неможливо, оскільки навіть умоваf А) , яка в ньому на­
прямку є найбілвш 'коротким із природних обме ень, не забез­
печує ЧИСТОТИ . відповідної нескінченної згортки.

Приклад 1,1, Задамо послідовність віпєдкових величин 
наступним чином: j

де р *  -  н е з а л е т а і  однаково р о з п о д іл е н і  берНУЛЛІЇВСоКІ випад­
к о в і  величини, Кі- О , яо}х  *  ■*/ т г' •
Від мнотин Ап , * 2 0  будемо вимагати, іпоб

/іЪ)Уп мнотиня містите неокінчеинб багато ег.9” ентів,

К  = + - да . А  € А .
V * € &  , ^ . Л , • • ■ €  ^  > ;  j,.r,
У { < ї , { д 7  € Я  >п * V  *  ■ V e * o V r ' ‘

згортка / 7 *  * f t
Сч І ТІ в *

+ Г г * Г * «  .. *  . . . *

Л 0 " ' '

при л •»
njanvj’’!. >

2 Г- ’ Д  « *  ■

1) Y і*/ Ж ПА/ =&>оо J
2) U де М - мноиіна нєтураіьнлх чисел,

Г9я О

т
4 ) ^  мночсина має ту властивість-, що

'  я  * ?  *"

ДП 0 } /v U l D n n r jJ T I f  ^  J
Покладемо * У» ^ А  Я ) > Дй Ч- S7Z- J * ,

к.єА:

~ де еле-ечти &s тшохлни впорядковані
за зростанням. ,за зростанням.



ОО
Тоді випадкова величина ^ -  2 1  має потрібні в л а с т и в о с т і ,  
тобто: '2“1
1. Функції розподілу випадкових величин , ... з а д о ­
вольняють умову (А) .
2. Функція розподілу випадкової величини у є сумішшю син­
гулярного і абсолютно неперервного розподілів.

§ 2. ЯЙцо ряду із незалежних однаково розподілених випадко­
вих величин притаманна деяка додаткова алгебраїчна структура, 
то виявляється можливим довести чистоту функції розподілу 
суми такого ряду.

Означення 1.1. Випадковим степеневим рядом називаєтеся
ряд 2Z. 5*^ Г Д6 -  незалежні однаково розподілені величини
з Фікцією розподілу f~ґх ) , t Є .
Радіус збірності такого ряду дорівноє майче всюди 1 або 0 
в залечсності від того, чи є скінченним або нескінченним

інтеграл S f/oc./}d'F'fzc)t де ~ “*•*> .
-  Оо

Далі, п р и р од н ь о , р о з г л я д а єм о  в и п а д к ов і с т е п е н е в і  ряди з раді­
усом збіжності 1.

Теорема 1.1с При довільному фіксованому /  є 7 -У ; і [  
сума випадкового степеневого ряда має чисту функція розподілу.

Після доведенні ц ієї теор ем и  виникав п р и р од н е  пи тан н я: 
чи мотсна за ви гл я д ом  функції р о з п о д іл у  к о е ф і ц і є н т і в  ряду 
з'ясувати, якою саме б у д е  <тункиія розподілу суми р я д у  -  
ЧИСТО дискретною, ЧИСТО С інгудярною  8б0  ЧИСТО а б с о л о т н о  Н01Э- 
рервно». Цьому питанню п р и свячен и й  § 3.

Приклад 1 .2 . Розглянемо випадковий  с т е п е н е в и й  р я д  з 
бернулліївсокими кое фіцієнтами у  .
f  ( , Р{\% = І}*  fr ■ К оО ^
При ^ < /р ^ * у н к и ія  розподілу GґхУ суми у - ZL t  
буде чисто сингулярною. к
У випадку, коли f  ~ f  -̂2. Функція &ґх) є абсолотно 
неперервної), а для ~  , де О -  числа Пізо -  Відчатоатхе- 
вана, £Уге)буде сингулярною.

-  5 -
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В четвертому параграфі будується приклад двох сингу­
лярних функиій розподілу, згортка яких мав ненулоові абсо­
лютно неперервні і сингулярну складові і доводиться геме, 
в якій показано, .та до такої пари мотаа додвти послідовність 
сингулярних функцій розподілу так, ао і нескінченна згорт­
ка всіх пах Функпій буде сумішшю абсолютно неперервної і 
сингулярної Функцій.

В главі 2 " Вид Функції розподілу випадкового степеневого 
рту при малих значеннях параметра " більш детально до­
сліджується залежність вигляду Функції розподілу суш ряду 
від значень його параметра.

В § 1 ц ієї глава розглядаєтеся випадок, коли коефіцієнти 
ряду є дискретними випадковими величинами, що приймаоть 
скінченне число значень.

Теорема 2 .1 . Нехай ^ , * * . / , 2 ,  ••• -послідовність
чисто дискретних випадкових величин, однаково розподілених, 
із скінченним числом значень, така що 
У а с  К Р t
г  = 2 1  * * )  * - £ { ? ,

tf & я і  ̂ * * *
Тоді існує О, таке що гля довільного ~6 є Ґо ; )

функція розподілу 6І М  в чисто сингулярно».
Наступний приклад показує, шо не мопна обрати єдиним 

для всіх дискретно розподілених випадкових величин із скінчен­
ним числом значэнь.

Приклад 2.1. Нехай задано ймовірносний простір Sr? * Г.о; < /, 
В  -  міра Лебега на ньому, атА -  к -Я знак в А ^-ічно ’ т
розкладі х. і з £  с Випадкові величини визначимо співвід­
ношенням: г - > 4  / ,  „

v i e л '

s 5  ' ° Z . я/ г ,  г *
Тоді (г. Сх) -абсолютно неперервна Функцій розподілу, а 
оскільки —  -* о  , то загальтпЯ гля всіх дискретних Функцій* л/лол
розподілу інтервал сингулярг'ос.т і вказати не мочив.



В другом? "ерагое'-і розглядаться в:иеакові степеневі 
<=»<> і ^

ряди 2 !  ?  ъ  коефіцієнтами яких « дискретні випадкові
к •» 1 *

величини з н е ск ін ч е и н о о  к і л -іі' і с т а  зн а ч ен ь  а б о  си н гул яр н о ро 
п о д іл е н і  в и п а д к ов і величини.

Теорема 2.2. Нехай

£  К ’ 1 ' ? = Z .  ?,-<!*, G < * ) • / * { 9  < * JMs. 4 t x » * C t
Якщо f>K < С k 1 6 , то існує таке "іає (о 1} , що 
V i € (О , функція розподілу G (sc)e чисто сингулярного.

'Таке с в мотеа обрати рівним
У випадку сингулярно розподілених коефіцієнтів ряду 

такого загального "інтервалу сингулярності" функції розподілу 
суш не існує. r^j

Приклад 2.2. Нехай ^  -  послідовність незалежних одна­
ково розподілзних бернуллїївсяких випадкових величин.

* _  ”  It) -л
Покладемо І" -  2 _  V • А , д е А  -  деяка підмнозвта

* "
мночили М  натуральних чисел. Будемо вимагати, щоб вона задо­
вольняла наступні умови:
1. А - fi/'А  -  нескінченна множина,
2. нехай , в? ., . . .  -  послідовність всіх елементів мнотини
tP , що виписані за зростанням. Тоді Я"» 00•

Тоці для ДОВІЛЬНОГО є# / функція розподілу випадкової
велит,т а  5" = 7  ^  2 є абсолютно нвперервноо, а послідов-

2 к а V
ність -г  при т-»■«взбігається до 0. г

В третій главі "Про деякі умови ’ абсолютної неперервності 
функцій розподілу сум випадкових рядів" спочатку доводяться 
деякі більш загальні умови абсолютно! неперервності суми випа­
дкового ряду , а потім еони конкретизуються на випадок випад-
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- в-

ковлх степеневих рядів і ряців з дискретно розподіленими 
коефіцієнтами.

Означення. Для функцій розподілу f  і &• відстанна пов­
ної варіації називається ваяя чина f>( G) = sup /мґАЇ-Л/М.

&
де db-Cfi) - г -  алгебра бореліяських підгшожин прямої, 

f  , J* q. - міри, що породкені функціями розподілу і
відповідно. Відомо, що

f/JrtTr*)- Gm ) /  = f  / - - - -  -  Г  ol(-Ffic)+GteS) .

Теорема 3.1, Нехай з а д а н і д в і  с у к у п н о с т і  випадкових ВвЛИ-

ЧІШ ( Г „ і я -  і { * J a~  , причому випадкові величини
в кожній сукупності незаяекні. Позначимо через 9 .̂ і &к
Аункиіт розподілу випадкових величин Тк і 1гк відповідно 

Припустимо, що:
СЯі

1. Ряд Ц  збігаєтеся з ймовірність 1,
к * •» °®

2. Для V т є /V випадкова величина 21 мав абсолютно
х *<п

неперервну Пункте розподілу,

3. Z .  f C 9> > )<
К S1 «=Х>

Тоді ряд 21 VК ЗЙІГРгТаСЯ з ^ювірністю 1 і його сумаX * 1
теч має абсолютно неперервну функцію розподілу.

Наслідок. Нехай ^  -  незалежні однаково розподілені ви­
падкові 'величини Ое«- <vj з Функцією розподілу -Гґос), причому

ОО
0^)dbrex) <ac,, Нехай, крім того, задана послідов-— «*0

ність незалежних випедкових величин Функції розподілу
яких рівні (? Сх) відповідно.

Тоді, якщо для деякого і  ; 0  Функція розподілу ряду 
оС к <>в

<гГ £■* ^ абсолютно неперервна і ряд збіга-
к • ’  к ** *

ється, то збігається ряд 2[ т. і його сума тек має *  Н
К*1



функцію розподілу.
В § 2 цієї глави дача теорема уточнюється на випадок 

в.іпадковях СТЄПЄНЄВИХ рядів З ЗИСК вТНИМЛ КОЄІіТ>ІШ€НТ?Т<1 .  .
Теорема 3.2. Кехаіі незалежні однаково розподілені (м- 

падкові величини ^ (кє*/у-аото чисто дискретну йункиія
розподілу^ Сх) із скінченним носігм {  от, г vt , . . .  /  .
f {  К * = Л  £  Л' ~ 1 '

і при деякому і  Є  J-J'iC функція розподілу суми випад­
кового степеневого рада Т_ f і *  абсолютно неперервна. її  

*я f # *
д і л ь н і с т ь  позначим о ч е р е з  / ( т ) ,  НехаЛ, к р ім  т о г о ,  залаяя погл 

н е за д е та и х  випадкових величин у ^  з Функціями р о з п о д іл у

О (ж) , причому для кожного * «  *>' втілено мнохину

/ * Г .  . О / . л м  ' / Ч і ,  ■
, Пряпуотимо, по віконуотьсп умові:

1. З C>Q (ос*и)~ -}-(ХУ < С  IU І *
ї ?  ~  І-*)

2. Z  Z  / * , - * ;  І < ;

-  9 -

і  ОЮ
" U  ^

3. гГ ZZ /Д  - А  /
К » 1 « * «  0 0  *

Тоді ряд ZL V t збігаєтеся і Пого сума г:ає восо.татно
* *

неперервну ’Тункгіо розподілу.
Якцо більш детально відомі властивості щільності ffe)

f-ункиії розподілу суш вихідного випадкового степеневого
с-> • ДГ

ряду Z  і то умови попередньої теореми мо.тна послабити.
Приклад 3.1. Неха?. незалежні випадкові величини ^мат>ть

бернулліївський розподіл Р{ f ^ o j  - Г{?к * *}3 ^2 •
При і =£ cywa випадкового раду ZL Г, х  wae рівномірний роз­
поділ на ііГо; *3 . Нехай, крім того залана послідовність 
незалеглих випадкових величин , причому 
а з ,> о . Припустимо, що рад^І Щ збігається і покладеш

оо ^  лг* 1 2 м  п
4П ~ 2- ~ . Тоді для того, лоб сума раду^  —  мала

а 2 я * f 2



аЗсатотно неперервну піш і з розподілу, достатньо, цоб 
£   ̂ ^  /  < 0-0 . 

rtr f />+ f схз
Заува имо, ідо із збі рності ряду X  / % - '/вапдивас збірність 
2 е / / * , „  /  " "2 L ------------------ --------------- -— , але можна навести приклад необме-

"** /£, - 00
_  ^  ОО 

^  2
відповідний ряд із величин А^-збіи 11,звідси, функція розпо-

£Х> ^
лу суш ряда J£T —  абсолютно неперервна.

/!*■> г'1
При цьому, хоча Й умова існування скінченної грачині у 

послідовності /я*} мо?.е бути послаблена, вона виявляєтеся
разом з тим в певному сенсі необхідною, оскільки не моке бути 
знята без додаткових обма :ень на .

Приклад 3 .2. Задамо послідовність/аг«/настутініім чином:

» ■ / ? - 5 ® г* -  ' Ь - М ' . ч н -
Л/ \

В даному випадку £• буде мати не абсолтотно неперервний, а
сингулярний розподіл.

В главі 4 "Застосування матричних методів при вивченні 
вигляду функцій розподілу випадкових степеневих рядів" 
показано, як у деяких випадках задачу вивчення виду функ­
цій розподілу випадкових степеневих рядів мокне звести до 
вивчення' добутків в і д п о р і д н и х  незапетйих однаково розподі­
лених випадкових матриць.

Нехай Г =  £  Г" t  . / * / < Л  K M * f { ? < ■ * ;  .
К *  1

-  незаіечні однаково розподілені випадкові величини.
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Вважаймо, що /» > S, ■ ^

Нехай А- найменше натуральне число, дня якого ------- - <./^
S -  .1



М іра , що р і д п о б і д я є  ф у н к ц і ї  р о з п о д і л у  ^  <оті , зосередж ена
ґ>»0

на відрі?ку f o ; ?—l ] c f c 4]. Дяч кожного /?е j?  розглянемо 
S -1  1

розбиття відрізку Co, ЛІ на однакові інтервали до війни .
їх кількість Сп -  А - і п.
Точки розбиття позначимо ^

о  *  jt * " '  < зг*яі < . . .  < q  -  А  ,

Нехай /> /"'=  ^ / Л ї к -Г« = ^ r V  , < « < Г &  •

Лема 4.1, Нехай б -  деяке фіксоване додатне ’гасло. 
Припустимо, що виконується умова:
У є > о щ з  < , . ‘і , . . .  <4 ,^ * « -^ т в к і ,« о  ■

О < ' *, « . . .  * ^  . Z . Л - .  > * , 7 "  •= *  •
/=  1 J /V

Тоді функція розподілу випадкової величини буае чисто си­
нгулярною. (.) О)

Зв’ яжемо fenep з котним відрізком С ■3~ • У вектор
/  Ґ-)
А

-  11 -
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/> <■- /41* * /  . <■*.)

Для випадку від ’ ємних номерів /<"3 "Ра*аємо Рі =о .
На наступному кроїті сзблття ми з одного векторе ,шо

r*> Wвідповідає відрізку Га; . а;-.,/отри?!уємо S векторів
/  с»* 1)

//>«
Го**)

5 ,  -  Г

' /° Т у'  л  -  4  + і  '

,  Г п+ 1J І
/  Рs<+s* \

_ „  f a  +■ 1 3  /  f / V  «О

;  « * • .* -*  я /  ' * * ’•* /  

/  _ ' <'*".> /** о, с, - *.
що втдповідаять відрізкам

,  <'»»*> ('•■</> (ли)
г*г. *«::7-ґ*»~ ■ • v , і

' ■ "  i f  '
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.нус S невироджензх матриць Cs таких, що
< "*  •) V / '  І») 1

Л .  /  г-
°  /  ‘- «/:

/  t"**) і /
/  ft

/ • \~ r  :
... , ,

, >*J /  / <-»> /  і 1 І с*)
Л і -А”» { /> і -А* */ ftS-A*tJ

Елементи матриць ^мочена задати наступними формулами: ____

^ / л  * * ' < /  , ^  — / І ^ Г  '
Розглянемо незалеїяі однаково розподілені матриці X к , кеЛ''. 

Для кожного < ’ приймає з ймовірністю f  одне із значень 
C*f » • • • . t Сs .

Позначимо ̂ ерез л?

шл *  /7хк =Х*Х., ...Хх .
В е к т о р * ' a ‘gJ(f -  Фіксовано, f  6 /о, t,... 4- і] з ймовірніс­
ть 1 приймає всі значення

■' г Ґ  \

І /  /  , де i * s * ' e  ; sire**)-■і .

Нехай ш  маємо спочатку один початковий вектор 
■г

50» - 0
Теорема 4,1. Нехай для У л  в ( о ; .

sof Р / ъ г  <  ^  / <  t /  -+ о .
.  .— -и *• /2./7 -» со V > С

де -  визначена аише випадкова матриия по ймовірностям
неяелекних однаково розподілених випадковихвеличмчин

тоді йункиія розподілу суми випадкового степеневого ряду
J r” -£ *У̂  буде чисто сингулярною.



Зауваження, Умови теорем* б/л уть виконані, нвлрюиуи 
у тому випадку, йоли

існт-’ть послідовності (т /  , ! an f ,  о . - * - * ,  ¥* п,„  ’ % f
і д9«ткр неперервна фучкпія Ф((>/ иечртглад, (КнквІч воН'я- 
льяого розподілу /  та к і; яо

р  /  е , . /  Д ,  X  /-  / %  <; і  }  P r o

,  * _  ОЬ) »  -+  -
Тоді їуннія розподіпу оума відповідного вягтч двонога степене­
вого t чту  ̂ І к, пе рг іподГпом цовv  i f і вит ів 'тоого noflffto-

—j  -  ч  —
вено в^падягву »*»грят m  . б?Ж) чяс*о еиі»ґУй*Р{іо*.
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