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{ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ.

Актуальність теми. Задача наближення функції многочленом, який 

зберігає певні властивості функції (наприклад обоє зростають)

бере свій початок від П.Л.Чебишова. Він побудував монотонний 

на І:=С~1,11 алгебраїчний многочлен вигляду

рп (х)=хп+а1хп_1+ . . .+ап_1х+ап

з найменшою рівномірною нормою.

Останні 25 років закордонними та вітчизняними математиками 

Інтенсивно досліджувалися питання наближення монотонних функцій 

монотонними многочленами, опуклих - опуклими, додатні*

- додатніми, кусково-монотонних - комонотокними з ними много­

членами 1 1н., тобто питання так званої сопзігаіпесі-апрокси- 

(йації, та їх зв'язок з класичним наближенням без обмежень, 

тобто так званою ипсопзігаїпей-апроксимацією.

Робота пов'язана з наближенням монотонних 1 кусково-моно­

тонних (тобто змінюючих знак монотонності по наперед заданій 

послідовності точок) функцій комонотонними в ними многочленами, 

зокрема доведення прямих поточкових оцінок для 

кусково-монотонної аппроксимації двічі дифеленційовних 

функцій і прямих оцінок Джексонівського типу для монотонно? 

апроксимації дафзренційовнйх функцій, гладкість яких 

погіршується на кінцях відрізка Іі встановлення конструктивно І 

характеристики цих класів функцій.

На сьогодні ця тематика актуальна і інтенсивно розвивається 

у ряді монографій та статей вітчизняних і закордонних 
математиків, див. монографії Ditzian Z., Totlk 'V,, Шевчука

I.0., робота G.G.Lorents, К.L.Zeller, R.A.DeVore,D.J.Newman, 

E.Passow, L.Raymon, J.A.Rouller, А. С. Шведова,R .К.Beat son, 
G.L.Illev* X.M.Yu, B.Levlatan, I.0.Шевчука і ін.

Мета роботи. Встановлення прямих поточкових оцінок апроксимації 

кусково-монотонних двічі диференційовані на І функцій комоно- 

тонними з ними многочленами і конструктивної характеристики
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класів цих функцій; доведення прямих оцінок Джексонівського 

типу для монотонних диференційовних функцій з гладкістю, що 

погіршується на кінцях відрізка, а також встановлення 

конструктивної характеристики класів таких функцій.

Методика дослідження. В роботі використані методи теорії 

інтерполювання функцій те методи теорії наближення, зокрема 

поліноміальні ядра типу Джексона, Дзядика, неріності Уітні, 

Маршу, зображення Поповічіу, класичні прямі та обернені 

теореми, теореми спільного наближення функції та II похідних 1 

ін.

Новизна результатів та їх наукова цінність. Основні результати 

дисертації є новими. їх зміст Полягає в наступному:

- отримана пряма рівномірна оцінка наближення неопадними 

многочленами диференційовної неопадної на відрізку функції для 

гладкості більше 2;

- для гладкості два така ж оцінка доведена при додатковій 

умові;

зокрема, встановлена конструктивна характеристика 

монотонного рівномірного наближення диференційовних функцій;

>■ доведено, що класичні прямі поточкові оцінки апроксимації 

без обмежень зберігаються, якщо кусково-монотонну 

диференційовну функцію наближати комонотонним з нею 

многочленом;

- зокрема, встановлена коптруктивна характеристика кусково- 

монотонного поточкового наближення диференційовних функцій.

Результати дисертації мають теоретичний 1 практичний 

характер 1 можуть бутц використані як в задачах теорії 

функцій, так 1 в обчислювальній математиці.

Апробація роботи. Результати дисертації доповідались на 

республіканській науковій конференції "Екстремальні задачі 

теорії наближень 1 їх застосування" (м. Київ 1990 p.), на 

наукових конференціях викладачів КДПІ їм. М.П.Драгоманова 

(1У92, 199Я pp.), на школі "Теорія функцій. Диференціальні 

е}*даяння в математичному моделюванні." (м. Воронеж, 1993 p.),
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на наукових семінарах відділу теорії функцій Іпетитуt* 

математики АН України.

Публікації. По темі дисертації опубліковано 6 робіт, список 

яких наведено в кінці автореферату.

Структура 1 об'єм роботи. Дисертація обсягом 76 сторінок, маши­

нопису . Складається із вступу, двох розділів та списку 

літератури, що містить БО найменувань.
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Нехай І:=І-1,11.

С(І) - простір неперервних на І ДІЙСНИХ функцій з рівномірною

нормою |/|:-max|/(x)|; Cr(I):={/:/(r)eC(I)}, reN; С°(І):=С(І); 
хеі

Рп - простір алгебраїчних многочленів степені фі, пеН.

Вадачу найкращого наближення функції многочленами з- умовою 

монотонності вперше розглядав П.Л.Чебишов. Він побудував 

монотонний на І многочлен pn <x)=xIV a 1xn~1 + ...»-an _1x+an з 

найменшою нормою.

Позначимо 41 - множину монотонних неперервних на І функцій. 

Для визначеності будемо вважати, що А1 множина неопадний 

неперервних на І Функцій.

Позначимо

З (/):= inf f/ pf - величину найкращого рівномірного 
р(Рп

наближення функції /б0(1} алгебраїчними многочленами реРп:

inf .І/ рІ - величину найкращого рівномірного 

П РЄРППА
А  * 1

наближення функції / fh алгебраїчними многочленами р?Р ПА .
(1)

Очевидно, що завжди Еп(/)<Еп (/). Виникає питания, ти 

Рірна протилежна нерівність. Виявляється, що ні. А саме, 

г.Г.Доренц t Н.Л.Пеллер в 1968 році зокрема Довели, що

існує неснадне т  1 функція f  така, що



Таким чином а результату Г.Г.Лоренцa і К.Л.Целлера випливає, 

цо нерівність Е̂1 *(/)*сЕn ( f ) ,  взагалі кажучи, неправильна. Тим 

не менш мае місце

Теорема А. Нехай ot>0, <#2, f eА1. Якщо En ( f ) & T d , для всіх rî a,

то ^

Е*1)(/)<е(сО -= , для всіх іш. n n
Тобто все таки Е̂1*(/) і \ ( f )  в такій формі пов’язані між 

собою.

Доведення теореми А для <*>2 1 е основним результатом першого 

розділу.

Для випадку 0<ск2 ця теорема випливає з відомих результатів 

Д.Левіатана, К.іІ.Ю та ін. Для випадку а=2 твердженя теореми А 

на вірне. Відповідний контрприклад побудований К.А.Копотуном. 

Раніше аналогічний результат був отриманий для наближення з

і /  1-х5
вагою Рп (ї), де р_:=рп(х)2= + ------- , n*N, хеі.

П “ п tr п
А саме, позначимо

G,

начим

Н;*‘л" JV  bf|) -

величину найкращого рівномірного наближення функції 

ДС(І) (/«А1) многочленами реРп (реРпПА1) з вагою р̂.

Із результатів Р.К.БІтссна (0<а<1), F\A.ReBopa і К М 0

— Е^1)(Л
lira — -----= ®  .
n-ю Е^{/)



(1**<2), І.А.Шевчука № 2 ) ,  випливає таке твердження.Нехай

ВСІХ І Ш .

Виникає питання про отримання аналогу цього твердження 

для кусково-монотонного наближення.

Нехай "1=УЙ<УВ,1<•••<У1<У0=1> - мнокина всіх можливих

впорядкованих наборів Із а+! різних точок у. відрізка І. Для

кожного фіксованого набору YeMe позначимо Л(Y) - множину

дійсних функцій /еС(І) таких, що / не спадає не (У1+1,Уі ],

якщо 1 - парне 1 / не зростає на [уі+1 ,уі 1 , якщо 1 - непарне

(тобто А(Y) - множина кусково-монотонних функцій).

Зокрема, для диФеренцІйовних на І функцій /

Яві функції із А(У) називають комонотонними між собою. 

Оскільки випадок я=1 вже досліджений, то далі вважатимемо 

ВМ .

Позначимо

С,(*)(/):= inf І— -г І - величину найкращого рівномірного 
реА(¥)ПРп| р* І

наближення функції /еА(У) многочленами Р<РППА(У) з вагою р*. 

Справедливе

Теорема Б. Нехай coO, <tfZ, ft А (У). Якщо Gn>c<( /№  лля вс*х 

тім. то G<*i</)«e(ac,Y), для всіх пх.
П * СІ

Доведення теореми В для випадку ч>г е основним результатом

дагого розділу.
лч* 0<с(<2. ця теорема Також правильна, шо доведено, але

<*>0, А1. Якщо G n>ot( / ) ^  для всіх n X ,  то G ^ ( / ) < c ( e O ,  для

(х)вП1(х-у±)ЗЮ, хеі}.

- 6-
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ще не опубліковано Г.А.Дзюбенко. Для с<=2 питання про Істин­

ність теореми Б поки не з'ясоване.

Теорема А (для ot>2) доведена автором без співавторів,

теорема Б (для со-2) доведена автором спільно з Г.А.Дзюбенко та

І.0.Шевчуком.

Розглянемо детальніше результати кожного розділу.

Будемо писати феФк, якщо keN, <p(0+)=0, <р(<;)-неспадав, а

t~fc<p(t)- незростаюча на (О.да).

Позначимо, 
k

о£(/,х)= £  (_1

• І = 0

к-у різницю функції f  в точці х з кроком h>0; 

d:=d(h,x) :=hv4-x^*h2 , xel, h>0.

■Означенна 1.1. Позначимо через Вг, rfN, клас функцій J у яких 
(г—1) похідна локально-абсолютно неперервна на (-1.1), в 

/*г'.(х) задовольняє нерівність
|/(г)(х)(1-х2)гХ2К1

майже скрізь на І.
Означення 1.2. Позначимо через В і̂̂ , keN, (г+1 )єН, <|*Фк клас 

г разів даференційовних на (-1,1) функцій /еС(І) таких, що 

I (i+x)rN2(1-xrkd)rX2 oj[(/(r),x)|<<p(h), (1.1)

для всіх xel, h>0 1 [x,x+kd)c(-l,1).

В апроксимації без обмежень (unconstrained) відомі такі 

прямі і обернені оцінки наближення функцій /єВ1̂  (див. Ditzian 

Z., Totik V. або монографію І.0.Шевчука): .

якщо /?Вгн|, то *

Еп</К ^р(д). n>k+r-1, c=c(k,r); 0.2)

якщо

Еп(/)« ~ф(я), n^k+r-1. <1-3)

■‘ 0
) /(x+lh), х, (x+Kh)fI, -



-b-

t виконується умова Барі-Стєчкіна

jr i<p(u)du + tkj jJ:1v(u)du<aip(t)t a=const, 0<t<1\2,

to c=c(k,r)=const. (1.4.)

В першому розділі досліджується Істинність наступного 

Судження 1.1. Якщо функція /=/(х) не спадає на І 1 /еВгН̂, то

п>к+г-і, с=с(к,г) , пеН.

Для г=0, к=1, 2 правильність судження 1.1 доведена Д.Левіа- 

таном, для г=0, к=3,4,... судження t.1 взагалі кажучи, невірне, 

що доведено О.С.Шведовим. Із результата Д.ЛевІатана випливає 

правильність судження 1.1 для г=1, к*1. Випадок г=1, к>1 
залишається недослідженим.

У розділі І доведені наступні теореми 4,2 і 1.3.

Теорема 1.2 Для г̂З 1 к<;Н судження 1.1 істинне.

Теорема 1,3 Якщо кеН і /€ВгН̂ то

Пп .

^  І <*ц» п>к+1, с-с(к),

0

Наслідком теорем 1.2 і 1.3, результатів Д.ЛевІатана (0<ot<2)

1 обернено! теореми (1.3)-(1.4) є

Теорема 1.4. Нехай соО, <&2, ре(0,1 J, (г+1)€М, г+р=<*.
Умова

І (1+і)гЧг(1 TX-kd)r42o^(/(r),i)|=0{hP), 1ЫЗ 

веобх ідна і достатня Для того, щоб

* „ < / )  = О(п )̂, п«0 .
Теорема А є також наслідком теорем 1.2, 1.3 та прямих і



обернених оцінок (1.2), (1.3), (1.4) апроксимації без обмежень.

Наслідком (для г>2) теорем 1.2 1 1.3 є також

Теорема 1 .5. Якщо /?А1Л Вг то Е̂1^(/)< п г̂-1, c=c(r), neN.
п

Для г=1,2 теорема 1.5 раніше доведена K.M.D 1 Д.Лев1атат 

ном, а для г>2 - Г.А.Дзюбенко, І.А.Шевчуком 1 автором.
І

В другому розділі досліджується питання про збереження 
прямих оцінок аппроксимаціТ без обмежень при наближенні кусково 

монотонних двічі 1 більше диференційовних на відрізку І функцій 

/ комонотонними з /  многочленами.

У вступі до розділу викладена історія питашш 1 відомі на 

сьогодні оцінки'для комонотонного наближення. Цими питаннями 

за останні 25.років займалися Д.Ж.Ньюмен. Е.Пассов, Л.Раймон, 

Г.А.Ілієв, А.С.Шведов, К.М.Ю, Р.К.Бітсон, Д.Левіатан,

Ж.А.Роулер і ін.

Зафіксуємо набір YeMs. Позначимо

pn (Y):=PnnA(Y):
й*(/) := inf І/ - р| -величину найкращого рівномірного
^  р «V'Y)

наближення функції /еА(У) многочленом pePn (Y).

В роботах (1972-1974 pp.) Д.Ж.Нькмена, Е.Пассова, Л.Раймона 

доведено нерівність

Е*</) і  By w1 (/, і ) . nfN, (2.1)

в якій ыЛ/.t) модуль неперервності функці! /, а стала Ву 

залежить тільки від Y. Г.А.Ілієв (1978 р.) довів, що постійну 

Ву в (2Л ' мояша замінити постійною Bg - яка залежить тільки

в і д  0 - . . .

О.С.Шведов (1981 р.)( див. також роботу К.М.Ю (1988 р.)) 

підсилили оцінку (2.П замінивиши в н-ій перший модуль 

неперервності (А, (/, t 1 другим модулем неперервності Wg (/, t)

- 9-
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тобто ними доведено нерівність

в£(/> S By ш2(/, І ), neN, (2.2)

Із (2.2) випливає оцінка

ф/> « ?  Ші(/. і ), п«Н. (2.3)

яюцо /«С1 (І)ПА(У). Як 1 в (2.1) постійну By в (2.3) можна

замінити постійною В0. Це зробшшм Р.К.Вітсон, Д.Левіатан в

1983 р.

Дйя гладкості більше два були відомі дві оцінки Е.Пасоова, 

Л.Райаова 1 К.А.Роулера (1974 p.): 

якщо /eC{<t+e)(I) П ЩГ), то
i^(J+e)j _

в£(/> < В̂ 28 —  , n>2(s-1+J) .

< (/ ) < B Y . d n ~ ^ ї в -  • n>4(e*1+j).
В другому розділі доведено теорему 2.1, яка забезпечує 

оцінку конаОликення таку ж, як і в відповідних класичних прямих
теоремах С.М.Нікольского, А.Ф.Тімана, В.К.Дзядика, Г.Фройда,

D.А.Брудного аппроксимаці! без обмежень.

Нагадаємо, що модулем неперервності порядку KeN неперервно!

на І функції /=/(х) називається функція

oU/St) = sup зир |0ь(/.х)|, Д0 te(0,2/K).
* hffo.tj xef-1,1-khl h

Теорема 2.1. Нехай кеН. Якщо /еСг(І)ПД(Y) то при кожному 

натуральному п>Ну знайдеться алгебраїчний многочлен pnePr. (Y) 

такий, що для всіх х«І має місце нерівність

ІЯ*)-рп(ї)|<ВВікРд(х)і̂£(/"ірп(х)), 

де стала N=Ny - залежитиь’тільки від Y, й стала ВБ к -  залежить
ТІЛЬКИ ВІД ВІК.
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Наслїдком теореми 2.1 е 

Теорема 2.2. Нехай кеН. Якщо /еС2(І)ПА(У> то при кожному 

натуральному n=k+l,R+2,...знайдеться алгебраїчний многочлен 

рп«Рп(ї) такий, що для всіх хеІ має місце нерівність 

t/(x )-pn (x) І <Ву' (I )<\</’' ;рп(х) >,

де стала By ^ залежить тільки від Y 1 к.

Нехай cfcsf+p, де 0<р«1, г - ціле невід'ємне;

Lip*cf клас функцій /, для яких * 0{tP).

Із теореми 2.1 1 добре*відомої оберненої теореми

В.К.Дзядика випливає конструктивна характеристика функцій

/eLip*ct П A(Y), <*>2. Тобто, має місце

Теорема 2.3. Нехай сс>2.функція /еЬ1р*о< П A(Y) тоді 1 тільки 
ТОДІ КОЛИ Існує ПОСЛІДОВНІСТЬ многочленів P n fI’n (Y) таких, що

f - Р,__"ПІ = 0(1 ), П ♦ 00 .

Для наглядності сформулюємо наслідок теорем 2.1 і 2.2 для

класу Яг, геН, функцій у яких (г-1)-а похідна абсолютно 

неперервна на С—1,11, а |/^(х )| £ 1 майже скрізь на І. 

Теорема 2.4. Якщо /еїїгПА(У), г>2, то для кожного натурального 

п>г-1 знайдеться алгебраїчний многочлен pnePn (Y) такий, що

* ^,1

Теорема Б (для сс>2) є також наслідком теореми 2.2 1 

класичних прямих та обернених оцінок конструктивної

характеристики поточкового наближення без обмежень функцій
*

класу Lip <*.
На закінчення висловлюю щиру вдячність науковому керівнику 

Ігорю Олександровичу Шевчуку за постановку з а дач , постійну 

увагу 1 підтримку в роботі.
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