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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРІВ ТИКА РОБОТИ

Актуальність теми. Необхідність дослідження диФеренпіально- 

оператовддх рівнянь /ДОР/ і зокрема інтегро-диіЬеїзенціальних рів­

нянь /Щ Р/ виникає при розв’язуванні багатьох задач у різних галу­

зях природознавчих наук і в техніці. Стислий огляд виникнення, роз­

витку та застосування теорії ДОР і ХДР можна знайти у статті

H.В.Азбелева [і] та джерелах, на які він посилається. Н.В.Азбедав 

відзначає, що " . . .  поруч з диференціальними рівняннями усе частіше 

з'являються ХДР та різні Гх "гібриди"... Вянякаить загальні для 

широких класів рівнянь фундаментальні теореми і з'являться теорії 

різних узагальнень диференціальних рівнянь"'. Зухшнимося на методах 

асимптотичних розвинень для ДОР.

Наприкінці ХУШ сторіччя Ейлвр поклав початок систематичному 

вивчений рівнянь з особливостями і поставив питання про знаходжен­

ня розв’язків рівнянь за допомогою рядів. В XIX сторіччі Ш.Бріо та

2 .Буке використовували формальні ряди для розв’язку подібних задач. 

Ндаи було доведено, що у комплексній області деякі рівняння в око­

лі (О, О) зводяться до сингулярного рівняная ВИГЛЯДУ

xsz'~ <f(z,x)t s>0; хєС; г^е С* С1)
яка е узагальненим "класичного* рівняння Бріо та Буке

x y '- t y ’ f f c y )  •

Врахоедши, що права частина рівняння (і) голоморфна в точці 0)» 

при деяких обмеженнях були здобуті голоморфні В ТОЧЦІ Х-0 

розв’язки даного рівняння /5  £ / V , Л-‘*і / .  Достатньо повне уявлен­

ня про історій та результати досліджень систем (і ) за допомогою 

формальних рядів можна дістати, якщо швчатя монографій В.О.Добро-
' ; ' V . t ■ .. .

I . Азбелзв Н.В. О некоторых тенденциях в обобщениях дифференциала 

ного уравнения //Дяф.уравненяя.—1385.—Т.21, ЖЗ.-С.1231-1304.
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вальс ького [2] .

Якщо аналітичні методи досліджень сш-гем (1} шжзхтіва засто­

сувати, застосовують якісні метода. Наприклад, метод гладких ado 

кусково-гладких поверхонь без контакту. Чітке формулювання цього

метопу е в роботах. А.Цуаннара та ©Л .Ляпунова, а докладніший опис 

можна знайти у книжці Н .І.Гаврилова [3] . Багата математиків вико­

ристовують дай метод у дійсній області. Якісний метод аналітичного 

продовження розв’язків поблизу нерухомої особливої точки був запро­

понований Р.Г.Грабовськаю [4] . Продовжуючи розвивати цей метеш» 

Г.Є.Самкова розглядає клас систем рівнянь першого порядку, які еє 

розв'язані відносно похідної.

У даній роботі метод, який був запропонований Р.Г.Грабошькоа, 

застосовується для певного клас а сингулярних ДОР типу Вріо та Буке 

з- оператором, котрий мав похідні вищого порядку, чим і визначається 

актуальність поставленої задачі.

Велика кількість різних задач, які відносяться практично до 

усіх важливих розділів математичної фізики і до сгмих різноманіт­

них технічних питань,пов’язано з вживанням, бессельових функцій. 

Природно, що, у зв'язку з необхідністю практичного вживання, з'яви­

лися роботи, в яких вивчається азимптотика різноманітних рівнянь 

типу Бесселя, зокрема, асимптотика гіпербессельових та гіпергео­

метричних рівнянь. Це роблять В .С .Адамчик і О.Д.Лгзарєв, М.Кохао і

2 . Добровольский В.А. Очерки развития аналитической теории диффе­

ренциальных уравнений.- Киев: йдца школа, 1974.

3 . Гаврилов Н.И. Метод теории обыкновенных дифференциальных урав­

нений.- М .: Высшая школа, © 62.

4 . Грабовская Р.Г. О квази-аналитических решениях одного класса 

нелинейных дифференциальных уравнений //Труди Одесск.ун-та, 

вал. 3.-1958.-С.89-108.
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С.Окошик, МДукухара. Побудову асямптотииг для узагальнення гіпер- 

бассельова рівняння можна знайти в одній з робіт О.А.Тінгаева.

У зв’язку з цим актуальное стае задача побудова асимптотики 

для певного класу сингулярних ДОР типу Бесселя з оператором, 

що має похідні вищого порядку.

Тема дисертаційної робота е час ганою, дернбюдяетної теми № 240 

"Асимптотична поведінка розв’язків неавтономнії звичайних диферен­

ціальних рівнянь", яка виконується на кафедрі диференціальних рів­

нянь Одеського держуніверситету.

Об»ект дослідження. У дійсній області досліджується клас син­

гулярних ДОР типу Бесоеля вигладу

= о, (г)
де L є £  + V {о] ■, аєЩ ; ■
Ц .  - суть відображення, взагалі кАжучи, нелінійне, яке кожній 

функції у  з деякого класу Д 0с С П(СО, Д„і) ставить у відпо­

відність визначену однозначно функцію від X та ^  , тобто

„  ( I k ? )  (x.H) = k (x ,< j ) .
До того ж, асимптотично дорівнаеться при Х "*  + 0  реіулнрио- 

му розв'язку рівняння Бесселя.

У комплексній області досліджується клас сингулярних ДОР типу

Бріо та Буке вигладу

zw'~[cn-a0(%)]w-[S+4 ( ф ^ + ( ї ї tvj(aw)i (3)
де «̂ 7? (X ф- О ; £ Ф О /гє/М ;

//ёЩ+ : (M>(Ua.) V (N± Яе &-(n+4))-t

функції а ^ .  і0(%) - аналітичні в ,М д і е (

\-Coaih* &  розглядається на поверхні Рімава логариф­

мічної функції;

■іСип do^fZ) = (z)-0,Д=СЇП\лCan a-o^(z) = t im  ^ ( z ) - 0 }j=Qn\ а Д є С  (&>)', 
x-o * + o
Z € 8  *.€%>
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1 4 - «Уть відображення, взагалі кажучи, нелінійне, яке кожній 

функції W є Л)0 (&е - деякий клас аналітичних в ПО) , гг -разів

непе рервно-дифе решті Яованях в &  функцій) ставить у відповідність 

визначену однозначно функцію від X  та W  , тобто

( U v # ) ( 4 t v b  h. (z, W).
До того ж, w  асимптотично дорівняється при Х-*0 деякому роз­

в’язку "скороченого" рівняння z w '- C L W - S x A/'hn‘+'i .

Мета роботи» У дійсній' області: отримати достатні умови існу­

вання та асимптотичне зображення розв’язків рівняння (2) в достат­

ньо малому правому півоколі нуля. У комплексній області: отримати 

достатні умови існування та асимптотичне зображення аналітичних 

розв'язків рівняння (3) в <& .

Методика досліджень. У дисертації використовуються: принцип 

нерухомої точки Шаудера [б] , топологічний принцип Вазіевського [5], 

метод поверхонь б^з контакту [3] , ідеї методу аналітичного продов­

ження розв’язків поблизу особливої точки [4] .

Наукова новизна та основні результати, які виносяться на захист.

1. Вказані достатні умови існування і досліджено питання про кіль­

кість розв'язків певних класів сингулярних ДОР типу Бесселя (2) 

у дійсній області і типу Бріо та Буке {3} у комплексній.

2 . Побудовано асимптотику для розв’язків даних рівнянь не тільки 

для невідомої функції, але й для її похідних до П.-ГО порядку, 

у випадку рівняння (2) , та до (ґі+(|-го порядку, у випадку рів­

няння (3) .

3. Досліджені певні £цр, які належать до класів ДОР типу Бесселя, 

а також типу Бріо та Буке.

5. Хартман Ф. Обыкновенные дифференциальные уравнения.- М.:Мир,19?0.

6. Канторович Л .В ., Акилов Г.П. Функциональный анализ.- М.:Наука,

19 84.

6



Усі результати, що були перелічені, є новими.

Теоретична та практична пінність. Дана дисертація носять тео­

ретичний характер. Отримані в ній результати і розпилені методи 

розширюють клас ДОР, для яких можлива побудова асимптотичного роз- 

ложення поблизу особливої1 точки, що лежить на межі області. Резуль­

тати дисертації можуть знайти практичне використання, кола дослід­

жуються різні задачі механіки, електротехніки, атсмної та адерної 

фізики, фізхімії, математичної біології та інші.

Публікації та апробація роботи. Основні результати дисертації 

відображені в 9 опублікованих роботах, список яких наведено в кін­

ці автореферату. З спільних робіт науковому керівнику належать 

постановки задач та ідеї методу їх розв’язку. Результати автораа 

отримані самостійно. Основні результати дисертації доповідались на 

наукових семінарах кафедри диференціальних рівнянь Одеського держ­

університету /керівник доц. В .ввтухов /, кафедри вищої математи­

ки Jt 1 Одеського державного політехнічного університету /керівник 

проф. В.ВЛІовіков/, відділу теорії диференціальних рівнянь інститу­

ту прикладних проблем механіки і математики АН України /керівник

проф. В.ЯЛЗкоробагатько/, на ІУ Всесоюзній школі по теорії опера­

торів в функціональних просторах Дльянівськ,1990р./, на школі "Су­

часні методи якісної теорії крайових задач" /Воронеж, 1991р ./.

Структура і обсяг роботи. Дисертація складається з всіупу, 

двох розділів та списку літератури /143 найменування/, загальник 

обсягом 149 сторінок.

ЗІІСТ ДИСЕРТАЦІЇ.

Вступ  дає стислий огляд і аналіз сучасного стану проблем, які 

вивчаються в дисертації. В ньому викладаються основні результати, 

які були отримані автором.

В першому розділі у дійсній області дослідаотетійя клас синіу- 

дярних ДОР типу Бесселя {2). В §1.1. ставиться задача: при яких
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умовах ва оператор { /а в достатньо малому правому півоколі нуля 

існують розв'язки рівняння (2 ) , які асшототапне дорівняються 

при Л-* + 0  зрізаній сумі формального степеневого рдцу і відпові­

дають реіулярному розв'язку рівняння Бесселя.

В § 1 .1 . доведено допоміжні лвмя і зроблено деякі побудови.

Для наочності запропонованого методу дослідження рівняння оператор 

І/п_ позначили через

(IX *)(*, y):=f (*,у, * (п)) s f  A, 4, **) •
Далі вводяться до розгляду банахів простір X  функцій 

Х є С "  '([0,Лсі) , для яких Z ^ ( 0 ) = 0  і

Ц х Ц - = ( п а х  |х(іЧх)| .
хєСС\а„1

Потім на даному простору вводиться клас функцій

Jb - f z еХ і ІІХІІ * S ] , о<(Рясоті,
причому Л  - опукла» обмежена, замкнена множина.

Тепер припустимо, що для деяких С е (0+ w ) і номера fJyQ , 

при оудь-якому 0 < / £ о |<£ , існують постійні а = /,^+ц  .

такі, що при підстановці зрізаної суми

, (4)

в рівняння (2) одержмо вираз 0 / х Л+^ Л+/) при х-* + 0  • 

ОЗНАЧЕННЯ. Назвемо (4) "майже розв'язком" рівняння (2) ,  якщо при 

підстановці (4) в рівняння (2) виконується наступна умова

X s ; ft (х.Со) +  X  ( x / J +
+ (X/J’f fx, fx/o);[/XŜ a

де . причому l i / ^ f X .C j ^ O ^  Л Щи *̂ ±0,
j=o,n-i.

Покладемо у рівнянні (2 )
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да xfx)- нова невідома функція з JC .
Запровадимо функцій F(x,ZtYH(z)) , яка дозволяв записати опе­

ратор J  , після перетворення (5) , у вигляді

К-, = /  (і, /V,

причому 0 о н

Ш Л » Ц к  [ * % .лш ] п),
і має властивість. L. на класі функцій Jb .
L. Для будь-якого елемента % з Jb виконуються умовк 

1/ функція F(*,%y (̂Z))- V(t, X) означена в області

0,А<І)х(М<Хв!(6')]}, 0<6'<П,ХС>0> £о - фіксована;
2/ для всіх (X,z)e ¥(^(,iG')\{(0iO)J і будь-якого М/Й 

К -а похідна функці І в силу рівняння є функцією вигляду3̂

FM (x ,z ,K - /^ j)= 9 K {х л У п М І) ;

з/ F e С°А J при п=4 і

4/ існує додатна постійна сГе » що для всіх

(х,х)е У ( & , п ) \ { ( 0 , 0 ) \  С  У ( х о ї ) \ { ( 0 , 0 ) \  
знайдуться ДОДатаі постійні 0j {&,£). і-О/ь-і * такі, що

5/ існують неперервні функції

Ь (0Ас]-(0.+о°), у (0)̂ 0 і (0,+<»НО,+*>), W ho
Це позначення вказує на те, що при послідовному (ґі-і)-кратному 
диференціюванні функції в силу рівняння найвищий порядок похід­
ної по X залишається рівним (іг-1) , тобто не підвищується.
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такі, що при будь-якому Д? € (0, Х о ) і J z (0 ,+ °o )  

для віх (X ,%t) ,(* ,X x ), (*,Хг Хх ) є  V Ш ) \ { ( С р ) \

і UZ-Ъх/и/ ,
де І ■=. о  і у *=6^<д  при J = 0  ,

а і n p H j x ? ' .

Тепер після заміни (5) рівняння (2 ) приі'має вигляд

(б) .

- х̂т [%*, ]£_, -/у,, <?, }£_, /й;; j .
Розв'язок поставленої задачі для рівнянім (2) зводиться до розв'я­

зування допоміжної задачі для рівняння (б) : при яких умовах на 

функцш f в достатньо малому правому півоколі нуля існують роз- 

в 'язка рівняння (б) , які задовольняють оцінкам

Z(p)(x)-0(x/l'P) при Х**0 • Р^О/І' (7)
Побудуєм однопараметричну сім ’а операторів Jf (Сс) (роль парамет-

_ А/
ра грає Сс) таким чияом: довільному фіксованому елементу X 

поставимо у відповідність розв’язок з *£> рівняння

-yfc« [F(x, *, Уп., (%)) - F(*, 0, ї£., (0)] ],
який задовольняє на 0 >,Д0] опінкам _____

I Z M t x ) \ 4 f j X n~J , 0<$=<ІОМІ,  j = 0 n - l .
В § 1 .2 ., використовуючи метод поверхонь без контакту та топо­

логічний принцип Важевського, доведено, що J ! Зїі Jb ,Л(Со)т~ 

нозначно визначений.

В § 1.3, доводиться неперервність оператора Л на Jb .

В S 1 .4 . доводиться відносна компактність JI£/?>] в Л  .

В § 1 .5 . зроблено основний висновок з попередніх параграфів
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про виконання всіх умов принципу Шаудера. Отже, існує хоча <5 одна 

нерухома точка з оператора J /(Сс) , що відповідає параметру 

0<ІС.І<С і для якої на виконується умова

Ш Н х.С о)е  ZjY.Ccі,
2С(Х,0>)- розв’язок рівняння (б) „ який задовольняв оцінкам (7) » do 

оператор ДС.) будувався так, mod його нерухома точка оула розв’яз­

ком рівняння (б) . Такш чинсм, була доведена

ТЕОРЕМА 1.1. Нехай функція F (ї, £, fe)) з рівнчння ( 6)^те влас­

тивості L. на класі функцій . Тоді знайдуться такі дос­

татньо велике Sv >0 і настільки мале Ав(ІЇе)>0 • 4° т а  л j  

існує, принаймні, однопараметрична сім’я розв’язків l c()tCc) рівнян­

ня (б) , які мають разом з похідними до п-го порядку на Z0,Aj\ 

оцінки

(хСо) ~0 [Х ) при Х-*+0г К =
Для кожного парсметра 0 <№° такий розв’язок хоча б один.'

Задача» поставлена для рівняння (б) , розв’язана. Повертаємося 

до задачі для рівняння (2) . Враховуючи заміну (б) , вірна 

ОСНОВНА ТЕОРЕМА 1.2 . Нехай для деяких С є (0  + ° ° )  і номера f/>0, 

при будь-якому 0<  |С„|< С , функція вигляду (4) е "майже роз­

в ’язкам" рівняння (2) . Крім того, функція F(X,5C,l£.,fc)) » яка 

має властивості L ,  на Jb , така» що після заміни (б) рівнян­

ня (2) припускав зображення вигляду (б) . Тоді у рівнянні (2 ) типу 

Бесселя на С 0 ,Д ,] е існує принаймні однопараметрична сім’я іюз- 

в ’язків W0(X,Co) , що мають асимптотику

Для кожного параметра 0<ІС,І<£ такий розв’язок хоча б один.

В § 1.6 . наведено приклад ДОР /взагалі кажучи, ІДР/ типу 
и'(у)

( Г Ш і - і е Ь - о  (е)о ДО) J
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тут ds-k , П -Z . Внаслідок наявності оператора класична теорія 

рівняння Бесселя не пращш. Перевіряємо виконання умов теореми 1.2г 

1 / знаходимо "майже розв *язок" рівняння /8 )

ІН *б Т г  Ч~СоєіК\{0І V * * ? S « + x ( x .C , ) ;

2 / вводимо функцій X , /

щ п ж г  С * І к У

■ • і - аДля даної функцгї виконуються всг властивості Ь . на класі «■£>

В саду основної теореми у рівнянні (в) на [ o , A j , A 0v o  , ■ .

існує, принаймні, оцнопараметрична сім’я розв’язків, що мають асимп-

Для конного параметра CQ € IR\ Щ  такий розв »язок хоча 6 один.

В другому розділі у комплексній області досліджується клас син­

гулярних ДОР тилу Бріо та Буке (з) . В § 2 .1 . ставиться задача: 

при яких умовах на оператор l/п . зникаючі разом зі своїми похід­

ними в точці & - 0  аналітичні в Я5 ,/г-разів неперервно-дифе- 

ренційоаані в З  розв'язки рівняння (3) існують і задовольнить 

оцінкам (р) л /  Ш Ф р  к

W (X ,)- U (U I ) при &-*0,p=4j/W/. (з)

В § 2 .1 ., міркуючи аналогічно з § 1 .1 . першого розділу, на по­

чатку вводиться до розгляду банахів простір J*C аналітичних в 

оддаза’язяаї області функцій W (&) • ~W‘- С  (£ &) . для 

яких (О )- О  , ] = 0,П- , і
(і),

IIW f r f f f f i  | V > ) |  .
t i  зо

Сотім на даному просторі вноситься клас функцій

^^{IVcX :  I / W I U & ]  , 0 *S*c*>n*t.
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Далі, аналогічно з першам розділом, розв'язок поставленої за­

дачі для рівняння (3) зводиться до розв'язуваная допомігшої задачі: 

про існування аналітичного в 5D , п -разів неперервно-диференційо- 

ваного в SB розв'язку рівняння

х Г -- [а,а.т  -4 ] кг- i f  * Ьр,№ “ * { т  F/гЖК (Ю). «“»
який задовольняє оцінкам

W<p)(x)= 0  (iz f Р) при х - 0 ,  .

Рівняння (іо) одержане з (з) заміною-

w(%}~ xS- W ( x ) , ¥ еХ  . (її)

Діючи аналогічно з першим розділом, побудуємо оператори J ±

/коли № $, + '< fed будуємо J  , КОЛИ №ljlj ^йЛ^»>*1)оУду0Мв У?+ / .  

Відзначшо, що прл побудові операторів JI* було запропоновано 

розглянута дві сім'ї гладких кривях, причому таких, що через кожну 

точку області $  повинна проходити одна і тільки одна крива кож­

ної з цих сімей. Перша сім'я - це сім'я променів, друга сім'я - сі­

м'я дуг кіл. І тоді поставлена задача для рівняння (Ю) була зве­

дена до аналогічної задачі для дійсної системи двох рівнянь типу 

Бріо т  Буке.

В § 2.2.. за допомогою- цих сімей гладких кривих запропоновано 

два способи побудови Y  W  е Jb розв’язку (J~W)(%) в <Ю і до­

ведено твердження, що побудований двома способами неперервний роз­

в'язок єдиний, причому С"-(В) . В цьому параграфі ви­

користовували ідеї методу аналітичного продовження розв'язків поб­

лизу особливої точки. ^

В § 2 ,3 . доводиться аналітичність розв'язку (J}*~W)(x.) в &  • 
Та сформульовані умови на FC*,W^ Vn(W )}, які забезпечують побудо­

ву оператора ,  причому однозначно визначений в Л  (JP  од­

нозначний в розумінні задачі Кош) і «/* !«$- *«& .

В § 2 .4 . доводиться неперервність оператора Я *  на я  .

із



В § 2 .5 . доводяться достатня умова рівностеленеаої неперервнос­

ті послідовності аналітичних функцій комплексної змінної та віднос­

на компактність в -Ь.
В § 2 .6 . зроблено основній; висновок про виконання всіх умов 

принципу Піаудера, на основі якого була сформульована 

ІЕ0РД.ІА 2. 1. Нехай Функція F(z,W, (W)) з рівняння (ю) має влас­

тивості і,, на класі функцій . Тоді знайдуться такі достатньо 

велике (9„>0 і настільки мале ho(So)>0 г що в існує розв'язок 

рівняння (ю) , який маа а Ю  разом з похідними до 

(п+і) -го порядку оцінки ,

[ty°(xyf - 0(іХІкН *) при £-*<? , К-І.П+І.

При N > Red  такий розв 'язок хоча б един.

При №  Л/<^lQ.-(n+l) - принаймні однопараметрична сім'я таких

розв'язків.

Задача, поставлена для рівняішя (ю ) , розв ’язана. Враховуюча 

заміну (її) , вірна

ОСНОВНА ’ТЕОРЕМА 2 .2 . Нехай функція р (z,W , Уп (JV) ) » яка мав влас­

тивості L .  на %Jb , така, що після заміни /її) рівняння (3) 

припускає зображення вигляду (ю) . Тоді у рівнянні (3) типу Бріо 

та Буке існує зшкею-чий разом зі своїми похідними в точці 7,-0 

розв'язок г причому він аналітичний а Я) , П  -разів непа-

рервно-дяференці йованай в <© і задовольвяз асимптотичним оцін­

кам (9) при X -»0 .

При /V > &&  такий розв'язок хоча б один.

При Д/С |£+; Л/̂ йей-(н+()“  привайгаі однопараметрична сім'я гаках роз­

в ’язків.

В 5 2 .7 . наведено приклад ДОР /взагалі какучи, ІДР/ типу 

Бріо та Буке , г г . ,,^-.1 - о

1 W =  [it Xі( I n , И
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іут cui.; tl(£nlf I Л/*1\

HtWV<№hг*ї ш !%№'л *иі і x«W\ 
й >

В о*ду основно і мореил 2.2., через *Є, т tf>Ze(L, j рівнянні (12) 

існує хоча б один зниканчия разом si еьоімя дохідними а точці %~-0

Треба відзначити, т  результат*, ямі одеркані у дійсній та 

комплексній областях, взаедозв 'язані один з одним. Так, задача дос­

лідження рівняння (2) типу Бесселя заміною вводилася до задачі дде- 

лідавшж рівняння (б) , яке а свою чергу в рівнянням (з) типу 

Вріо та Буке. А тоді моада говорити, ар отримані достатні умова іс­

нування та асаштотачне зображення розв’язків рівняння типу Бессе­

ля не тільки у дійсній, алв й а комплексній обльоті. Проте клас 

операторів у комплексній області для даного рівняння більш вузький 

ніж у дійсній.

Крій того, для застосування якісного методу у дійсній області 

досліджувалось одне рівняння типу Бріо та Буке, а у комплексній - 

система двох рівнянь типу Бріо та Бука. Тому результат у дійсній 

і комплексній областях не перекривають один одного, хоча мають 

спільну методи^.
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