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Загальна характеристика роботи

Актуальність теми. У теперешній час иетода сумування 
випадкових величин знаходять широке застосування у прикладній 
математиці і кібернетиці, техниці, при дослідженні різних 
'складних моделей 1 систем. При цьому складність моделей приводить 
до необхідності розвитку методів асимптотичного аналізу, а також 
одержання відповідних оцінок.

При сучасному рівні розвитку техніки задача оцінки 
надійності пристроїв і систем має особливе значення. Тому е 
актуальним отримання оцінок швидкості збіжності сум геометричного 
числа випадкових величин до деякої граничної випадкової 
величини. Ці суми виникають у теорії надійності для 
характеризації часу до відмовлення системи з відновленнями, якщо 
інтерпретувати окремі доданки як тривалості періодів відновлення.

ійета роботи. Основною метою проведених досліджень є 
встановлення оцінок швидкості збіжності геометричного числа 
випадкових величин у різних метриках 1 для різних клаоів сумуємих 
доданків.

Наукова новизна. У дисертаційній роботі:
- отримана оцінка в рівномірній метриці швидкості збіжності у 
теоремі Рен’ї у випадку нескінченного другого моменту доданків:
- знайдені нерівності для сум геометричного числа незалежних 
випадкових величин у випадку різнорозподілених доданків. 
Розглянуто випадки, коли у доданків існує тільки момент а для 
деякого 1 ї « < 2 ,1 коли існує другий момент:
- доведені оцінки, пов'язані зі збіжністю геометричного числа 
випадкових величин, які задані на ланцюгу Маркова;
- встановлені нерівномірні оцінки у теоремі Рен'ї, а також для 
різнорозподілених 1 обмежених доданків. Результати подаються у 
термінах теорії відновлення з наступним застосуванням до різних 
класів сумуємих доданків;
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- одержана оцінка зближення потоку, що проріджений з ймовірністю 
Є , з процесс»! Пуасона при Є •+ 0. Отримані результати 
застосовуються до процесу відновлення і до випадку, коли вхідний 
потік задасться послідовністю неоднаково розподілених випадкових 
величин, які задовольняють деякій умові "старіння".

Теоретична і практична цінність. Одержані результати можна 
ефективно застосувати до аналізу багатьох складних систем теорії 
надійності. Дисертація виконана у відповідності з планом 
'наукових робіт, які проводилися на кафедрі теорії імовірностей і 
математичної статистики Київського університету по темі "Розробка 
методів розв'язання проблем статистики випадкових процесів і 
полів " / номер державної регістрації 1860089770 /.

Апробація роботи. Основні матеріали роботи доповідалися на 
Республіканському семінарі з теорії імовірностей та математичної 
статистики при Київському університеті ( Київ, 1990 ).

Публікації. За результатами досліджень надруковано 7 робіт.
Структура і об’єм роботи. Дисертація складається зі вступу, 

двох розділів, списку цитованої літератури і викладена на 80 
сторінках машинописного тексту. Список літератури включає 87 
найменувань.

Зміст роботи
У вступі дана загальна характеристика роботи: обгрунтовані

актуальність теми, мета, теоретичне і практичне значення виконаних 
досліджень, викладена структурі дисертації і основні положення, 
які виносяться на захист.

У першому розділі одержаний ряд оцінок у рівномірній метриці 
для однорідних і неоднорідних сум геометричного числа незалежних 
випадкових величин, а також для випадку, коли доданки задані на 
ланцюгу Маркова.

У § 1.1 вводяться необхідні позначення і наводяться деякі 
допоміжні дані з теорії імовірнісішх метрик.

§ 1.2 присвячений теоремі Рен’ї у класичній постановці, але 
для нескінченного другого моменту доданків.

Нехай { 5 ,і а 0 } - послідовність невід'ємних незалежних 
однаково розподілених випадкових величин з функцією розподілу
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G ( x ) = P { ? o < x } ;
Р ( ї ) = Р { f0 і ї ) ;
U ( х ) = J-* Р ( у ) dy;

у - геометрична випадкова величина з функцією розподілу 
Р { If = k } = Є(1-Є)к! к г 0, 0 < 9 < 1 . яка не залежить від 
послідовності { }.

Покладемо г = І1во .

ТЕОРЕМА 1.2.2. Нехай Ego01 < о» для деякого числа 1 < а < 2.

Тоді справедливе оцінка

вир І Р { - а-т  > х } -  ехр(-х) I S в01"1 (1 + 2 /(  («(1—в )Ua (в- 1) ) ) ,
» 0  Eijo

( 1)

де q = Є/(1-Є), а U ( в' 1 ) +£^при в ■+ 0, причому нерівність (1 )
-і

залишається справедливою після заміни U ( в ) на б = Ego -

- Ego® Q а-1/(а-1 ), якщо 5 > 0.
Зауваження 1.2.2. В умовах теореми 1.2.2 порядок оцінки (1) 

не можна поліпшити.
ТЕОРЕМА 1.2.3. Якщо Е?о < а. . то виконуєься оцінка

sup І Р { -З-t > х } - ехр(-х) І* (а + 2/((1-0)U(p)))(вР_1 (9'1 ))J/a
хгО Е?о  ̂2 )

де q = е/о-е): р = (е-1р'1 (в-‘))1/а;
Р"‘(х) - функція, обернена до Р(х) - неперервної, невід'ємної^ 
опуклої вниз функції, такої, ЩО Р(х)/х + со при І 4 0 І ЕР(5о)<а<», 
причому права частина (2) прямує до 0 при 9 * 0 .

Оцінки, аналогічні (1), (2) 1 для випадку а = 2, одержані
В.В.Калашніковим і С.Ю.Всехсвятським за допомогою методу метричних *відстаней, а також М.В.Карташовим для а = 2 при застосуванні 
теореми про розподіл однорідного марковського моменту типа моменту 
першого досягнення для ланцюга Маркова. Випадок, коли 0 < а ^ 1, 
досліджувався І.М.Коваленко, Б.В.Гнеденко, Б.Фрайером.



У § 1.3 розглядається асимптотична поведінка випадкової
величини т , коли { 5 1 , іаО } є послідовністю незалежних
неоднаково розподілених випадкових величин. Більш загальні 
відповідні граничні теореми розглядалися В.В.Анісімовим. Наші 
дослідження базуються на методі метричних відстаней 
В.М.Золотарьова. Відповідно до нього спершу отримані оцінки в 
ідеальній метриці Са . в далі за допомогою співвідношень між
метриками доведені оцінки у метриці Колмогорова.

Нехай Elji2 < ю для усіх і а 0. Позначимо

Мі - Е̂ і, і а 0 s m = max Mi t
1*0

m = min Mi ; X = max ( E£i2/(2Mi3)) : л
1*0 1*0 u

{ rji, 1 * 0 > - послідовність незалежних випадкових величин, таких, 
що г)і розподілена експоненціально з параметром 1/Мі для усіх і * 0
і п = Е ^ 0пі.

ТЕОРЕМА 1.3.1.Справедливе наступне співвідношення
Са(8Т,Єг)) * Є5Я2<Х + 1), • (3)

причому оцінку (3) У наших припущеннях не можна поліпшити за 
порядком.

Наслідок 1.3.1. Функція розподілу випадкової величини ві 
задовольняє оцінку

І Р{ ві < х } - <1-(1г-Є)и(в’х)) I S 2(5! + 1)(| (Х+1)Є)І/3.
Де

f 0, якщо O s x s  ЄМо 
U(e.x) = ( к> ямцо е j*-* м, < х s е £к1м0 Мі. (4)

У другій частині параграфа зроблено узагальнення наслідку 
1.3.1 на випадок, коли у елементів послідовності { £і, і*0 } не
існує других моментів, а тільки моменти порядку а для деякого 
1 < а < 2, причому рівномірно обмежені: Е£іа s М» для усіх і * 0,
Ма - деяка константа. У наших припущеннях справедливе наступнё 
тверження.
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ТЕОРЕМА 1.3.2. Функція розподілу випадкової величини 0Т 
задовольняє наступну оцінку

І Р{ et < х } - (1-(1-Є)и(е,х)) I S І >/<«♦! ) +
а Ш

+ + 1 (3Jnf + 24
гоп2 л 2ma Я

де U(0,x) задається (4).
У § 1.4 розв’язується задача про асимптотичну поведінку і , 

коли доданки задані на ланцюгу Маркова.
Нехай { Ui, 1*0 } - однорідний ланцюг Маркова si зліченою 

множиною станів з перехідною ймовірністю р(  ̂- Р{ Ui»i=J / Ui=i } 
і початковим розподілом р( =» Р{ Uo=i }.

{ ?k(x), кгО } - послідовність незалежних однаково
розподілених випадкових величин, які мають другий момент Е£оа(х)<» 
і залежать від параметру х г 0 ; V - геометрична випадкова 
величина, яка не залежить в сукупності від послідовностей {(*к(х)} 
і {Uі}.Позначимо

Е(х) = Е£о (х ); 51 = max Е(х)і
хіО

m - min Е(х) і х » max Е£§(х) .
х*0 Х*0 2Е2(х) *

Нехай m > 0.
ТЕОРЕМА 1.4.1. Функція розподілу випадкової величини ві 

задовольняє оцінку
І Р{ Єї < х ) - Р{ ©E,^0E(Uj ) < х )  I s ( X + 5/2 ) +

m
+ 4І) .

ЯІ
У другому розділі пропонуються оцінки швидкості збіжності сум 

гзометричноґо числа випадкових величин у термінах теорії 
відновлення з наступним застосуванням до різних класів сумуємих 
доданків.
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Розглянемо "рахуючий" процес який задається

послідовністю { fj, ігО } невід'ємних незалежних випадкових 
величин

{
иах { п: Е." gi s t ) t 1 , якщо go s t,
0, якщо go > t.

Позначимо H(t) = El/(t); D(t) = E(i/(t)-H(t) )a;
Вважаємо, що Egia < », Egi = 1 для yeix isO.

ТЕОРЕМА 2.1.1. Для усіх t > 8 справедлива наступна нерівність

І Р{ 0Г > t } - (1-9)Н(1/911 * 0a/(2(1-0)2)exp(-«t) D(t/0) +
О

+ 2Р { u(t/в) < at/а ) ,

де а - довільне число з Інтервалу (0, 1-0Л).
Надалі теорема 2.1.1 застосовується до випадків

а) gi однаково розподілені 1 go задовольняє умові Крамера; .
б) gi Ьднаково розподілені і існує Egor < » для деякого цілого 
Г а 2 ;
в) gi неоднаково розподілені і обмежені.

Наслідок 2.1.1. Нехай { gi, ІгО } - послідовність незалежних 
однаково розподілених випадкових величин і припустимо, що Існує 
р > 0 , таке, що 7 = Eexp(pgo) < ® , тобто go задовольняє умові
Крамера. Тоді для t > max (0,-301n0 + в2) виконується нерівність

’г . it .-

І Р{ вх > t > - (1-0)H<t/e> І « Ае 0 [ ( (4Ма - 3) t +

.+ 2Мз( М2 - 1 ) 0 )с l In,/<,nl, + e>exp( -0t/ ( 0 + т у  ) ,

де Ае = (1/(2(1-0)а) + 2)ехр(1/(1пу + 0));

с = (2Маа+ 2Ма - 3)_1ї"*е'в, Мг = Ego2.
Наслідок 2.1.2. Нехай { gi, 1*0 ) - послідовність незалежних 

однаково розподілених випадкових величин і існує Egor < ® для 
деякого цілого г г 2. Тоді для t > 20 справедливо
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І Р{ вт > t > - (1-0)Н(І/Є)| s 0 t 1_r Cr  e .

2г-аг!
де (L (Ma2+ ЗМ2 - 3) + 0'"32г'1[2г"1 (1+2/г)гЕІ£о-іГ+(1-0)
+ ((r + 2)2(Ma-1)er )r - 1 (r-1)!] ; Ma = E502 .

Наслідок 2.1.3. Нехай послідовність { ?і, ігО } незалежних 
гзоднаково розподілених випадкових величин е обмеженою:
0 < < а < ® для деякого а > 1 і усіх і а 0. Тоді для t >
> 0а maxO.Ca-D'1) справедливо

1 Р{ ЄТ > t } - (1-Є)н<ІУв5| s — fi— - exp(-t/a)((4a + 3)t + •
2 (1-0)

+ (2а2 + За - 1 ) 0) . 
Зауваження 2.1.1. В уыовах наслідку 2.1.3 справедлива 

рівномірна оцінка

I Р{ 0Т > t } - (1-0)H(t/fM| s — і —- (6а2 + 6а - 1)
2 (1-0 f

У § 2.2 розглядається схема розрідження у класичній
постановці, але для досить загального вхідного потоку.

Нехай { £і, іаі } - послідовність невід’ємних випадкових
величин, які задають ’рахуючий’ процес

i>(t) = max{ n: Sn = T,,"Л 1 5 t } ’
і мають другий момент. Потік підлягає розрідженню: кожна точка 
поток?' залишається в ньому з ймовірністю 0 і відкидається з 
ймовірністю 1-0. Внаслідок такого розрідження відстань між 
сусідніми точками потоку являє собою суму геометричного числа 
випадкових величил. У параграфі знайдена оцінка зближення
розрідженого потоку yo(t/0) з процесом Пуасона.

ТЕОРЕМА 2.2.1. Для довільного цілого п а 0 справедлива 
нерівність

|Р{ i>fl(t/0) = п } - ехр(-0Н(t/0) ) у -̂-11- 1 s 02H(t/0) + 02D(t/0),

де H(t) = Ev(t) , D(t) - S(w(t)-H(t))a.



Далі цей результат застосовується до випадків, коли 
початковий потік являє собою процес відновлення, і коли потік 
задасться послідовністю неоднаково розподілених випадкових 
величин, які задовольняють деякій умові "старіння".

Нехай { gj, І2 І } є послідовністю незалежних однаково 
розподілених випадкових величин. Позначимо

М = iefi, rj( = Egia/(2Ma).
Наслідок 2.2.1. У даних припущеннях розріджений потік 

iMt/8) збігається до процесу Пуасона при 9 0 так, що
V

справедлива оцінка

|Р{ Vg(t/9) = n } - exp(-t/M)(t"/(Mnn!)I S 9 ( Ц ( 8Х - 2 ) +

+ max { 1, 2Х - 1 } + ( 8Х3- 2Х - 1 )Є) 
для усіх п а 0.

Наслідок 2.2.2. Нехай { £і, іа1 } е послідовністю незалежних 
випадкових величин, яка задовольняє умові 
sup E(gi-x/gi>x) = sup 1 j® 5i(y) dy s a < «,
і.као i,x*o gl(x)
де a - деяке число, Si(x) = Ї { ?i ї і } , і Egi = 1 для
усіх і a 1. Тоді розріджений потік V.(t/0) збігається до процесу
Пуасона ігри 9 ■* 0 так, що Виконується оцінка

I Р{ V$(t/9) a n } -  ехр(—t)” .j se((4a + 4)t + a +

+ ( 2a2 + 4a - 1 )»)
для усіх n а о.

На заключения автор висловлює велику подяку доктору 
фізико-математичних наук професору Карташову М.В. за наукове 
керівництво, цінні поради і постійний інтерес до роботи.
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