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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ
Актуальність теми. Потреби дослідження моделей лінійного 

програмування великої розмірності поставили ряд проблем, які, 

нерідко, застосуванням стандартних методів за прийнятний час 

не розв'язуються без врахування специфіки їх структури. Розрід­

женість, розташованість ненульових елементів матриці особливим 

чином, наявність великої кількості пасивних 1 неактивних обме- 

жень( стовпців), які не формують область допустимих і оптималь­

них розв'язків, є характерними властивостями більшості практич­

но досліджуваних великорозмірних задач. Специфіка структури мат­

риці умов використовується при розробці адаптованих схем їх до­

слідження, які можна поділити на прямі і послідовного аналізу 

варіантів. Прямі схеми грунтуються на врахуванні її специфіки 

при представленні оберненої матриці в методах знаходження опти­

мального чи наближеного розв'язку( Л. Марковіц, М.Форрест та 

ін.). Схеми послідовного аналізу варіантів( B.C. Михалєвич 1

Н.З. Шор) базуються на скороченні розмірності моделі: відсівом

пасивних обмежень та стовпціві С.Н. Черніков, В.Л. Волкович 1

О.Ф. Волошин та ін.); релаксуванням( А.М. Джоффрюн), агрегуван- 

ням( В.Л. Вен, В.Г. Медніцький) і декомпозуванням( В.І. Цурков, 

Ю.П. Зайченко та ін.). Аналіз великорозмірних моделей лінійного 

програмування суттєво ускладнюється необхідністю розв'язання ря­

ду інших задач: усунення несумісності( І.І. Ерьомін та ін.);

системної оптимізації( В.М. Глушков та В.Л. Волкович); постоп- 

тимізаційного дослідження властивостей моделей при лінійних ва­
ріаціях окремих елементів( І.В. Сергієнко, В.К. Леонт'єв та ін.)

Оптимізаційні пакети,такі, як CAMS, MINOS та ін. включають 

процедури перетворення початкової інформації моделі( формат 

MPS), настройки моделі, знаходження оптимального розв'язку, до­

слідження задачі лінійного програмування при лінійних варіаціях 

окремих елементів моделі на основі прямих схем. Необхідність 

поєднання можливостей послідовного аналізу варіантів при побу­

дові процедур дооптимізаційного, оптимізаційного I постоптимі- 

заційного дослідження моделей великої розмірності і прямих схем 
зумовлює необхідність подальшого вдосконалення методів 1 алго­

ритмів лінійного програмування і розробки відповідного прог­

рамного забезпечення.



Мети роботи.

1. Обгрунтування та реалізація базових методів 1 алгоритмів 

побудови процедур аналізу моделей.
2. Розробка процедур аналізу моделей лінійного програмуван­

ня великої розмірності на стадіях дооптимізації, оптимізації

і постоптимізації.

3. Застосування процедур аналізу моделей лінійного програм 

мування для дослідження практичних задач.
Наукова новизна.

1. Обгрунтовано 1 реалізовано базові методи дослідження 

великорозмірних моделей: построковий симплекс метод і двоїстий 

построковий симплекс метод, які поєднані з процедурами іденти­

фікації пасивних і неактивних компонент безпосередньо на ітера­

ціях методів, адаптовані для вивчення властивостей моделі на 

різних стадіях дослідження. Встановлено ознаки оптимальності, 
несумісності, необмеженості цільової функції, пасивності і не- 
активності обмежень, зв'язку елементів схеми в сусідніх бази­

сах. Досліджені умови виродженості задачі.
2. Розроблено процедури скорочення розмірності моделей лі­

нійного програмування застосуванням схем агрегування, релаксу- 

вання, ідентифікації пасивних і неактивних обмежень( стовпців), 

локалізації області оптимума, знаходження наближених розв'яз­

ків на стадіях дооптимізації і оптимізації .

3. Умови ідентифікації пасивних 1 неактивних обмежень, 

стовпців застосовувані для ряду симплекс методів, які грун­

туються на ідеї опорного базису.

4. Для стадії постоптимізаційного дослідження моделі за­

пропоновано процедури аналізу стійкості розв'язку при лінійній 

варіації, таких елементів моделі, як векторів обмеження, стовп­

ців, цільової функції, правих частин обмежень. Отримано оцінки 

"меж несумісності і пасивності" обмежень. Досліджено оптималь­

ний розв'язок при лінійній варіації параметру у векторах цільо­

вої функції і правої частини обмежень в заданому інтервалі.
Практична цінність дисертаційної роботи. Робота виконува­

лась, як розділи тем СГ.340.01 "Научно-методические основы 

создания, функционирования и развития РАСУ УССР " 1 СГ.330.01 

"Создание и внедрение в эксплуатацию 11-го этапа II-ой очере­
ди РАСУ УССР" Державного Комітету по Науці 1 Техніці Інститу-
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з
том кібернетики їм. В.М. Глушкова АН України в 1965-1990рр. 

Процедури скорочення розмірності були застосовані при розв'я­
занні задачі "Разработка модели программного обеспечения за­

дачи вариантного планирования производства сельскохозяйствен­

ной продукции и рекомендаций по организации агропромышленних 

АСУ ТП для агрокомбината "Кубань" на стадії доооптимізації в 

ході виконання угоди N 175 від 25 грудня 1989 року між Все­

союзним науково-дослідним і проектно-технологічним інститутом, 

м. Москва та Інститутом кібернетики, м. Київ.
Апробація роботи. Результати роботи доповідались і обго­

ворювались на ІІ-республіканській конференції по проблемам об­

числювальної техніки і автоматизації досліджень, ( м. Алмати, 

26 жовтня 1988р), республіканській науково-практичній конферен­

ції "Моделювання планових розрахунків і діалогова оптимізація", 

( м. Севастополь, серпень 1990р), ІІІ-й 1 IV-й конференції мо­
лодих учених і спеціалістів Інституту кібернетики АН України 

(вересень 1986р і травень 1988р'), семінарах Інституту кіберне­

тики АН України та кафедрі теорії автоматизованих систем фа­
культету кібернетики Київського університету.

Публікації. Основні результати дисертації опубліковані в 

роботах 11-9).
структура іа об'єм роботи. Дисертація складається з всту­

пу, чотирьох розділів, закінчення, списку літератури і додатку.

ЗМІСТ РОБОТИ

£ вступі наводиться огляд основних робіт з досліджуваної 

теми, обгрунтовується актуальність та структура роботи, даєть­

ся скорочений зміст дисертації.
g першому розділі приведені основні структурні особли­

вості моделей лінійного програмування. Розглянуті основні про­

цедури аналізу властивостей моделей. Формально досліджувану 

модель можна представити трійкою M=<D, Z, А>, де
D - включає однокритеріальну цільову функцію, систему об­

межень вигляду

opt Ви , 

Атит0Ст, 

Ur U“UB,

(1. 1 )

(1.2 )
(1.3)



де opt ={mln, maxi, 0= { =. ^ ), A=(aJ-i);j=i-^t і =т і ї  ~

(аз'̂=ї7Н = <ajl- aj2...... ajm>j=nn є матриця’ обмежень.
m, n - розмірність модйлі по стовпцям l стрічкам( для визначе­
ності n»m), В = (bt, b2, ... ,bm )- вектор цільової функції,

С =(Cj, Cg...... cn )- йектор обмежень, u, ид, uB є ш - вимірні

вектори шуканих змінних, нижніх і верхніх меж на змінні. Ранг 

системи обмежень дорівнює ш. Т- знак транспонування. Елементи 

моделі належать множині дійсних чисел.
Z -множина процедур аналізу моделі:

-відсіву пасивних І неактивних обмежень( стовпців); 

-локалізації області оптимуму;

-знаходження оптимального або наближеного допустимо­

го розв'язків;

-скорочення розмірності моделі;

-дослідження статусу елементів моделі, таких, як 
стовпці і обмеження: оптимально активні, що формують оп­

тимальний розв'язок; активні, які утворюють множину до­

пустимих розв'язків; пасивні( надлишкові чи несуттєві), 

що не формують множину розв'язків; невласні, які утворю­
ють несумісність моделі;

-визначення} "меж несумісності, неактивності чи па­
сивності" елементів моделі; стійкості оптимального роз­

в'язку при лінійній варіації елементів моделі; моделей 

заданої розмірності з властивістю оптимальності розв'яз­

ку при лінійній варіації векторів обмежень, стопців, 

правих частин чи окремих елементів; динаміки зміни опти­

мального розв'язку при послідовній лінійній варіації па­

раметру цільової функції чи правих частин в заданому ін­

тервалі .

А -множина базових алгоритмів дослідження. Наряду із стан­
дартними процедурами аналізу, такими, як модифікований симплекс 

метод, будуть застосовуватись при дослідженнях построковий 

симплекс, метод 1 двоїстий построковий симплекс метод. Еле­
менти аєА мають структуру, що встановлює відношення між вели­

чинами предметної області і способом розв'язання задач: 

а=<Ра, Са, Ра, 0а>, де множини 

Fa -процедур, що утворюють алгоритм;

Са -варіантів схеми аналізу;
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Ра -програмних модулів, які реалізують фунпції Ра;
Qa -критеріїв застосування алгоритму.

Реалізація дослідження моделі досягається підключенням проце­

дур алгоритму, що утворюють множину Fa. В залежності від струк­

турних особливостей множини D, варіантів схеми аналізу Са 1 

критеріїв застосування Qa підключається та чи інша процедура 

Із множини Fa. а .програмно це означає активізацію відповідних 

програмних модулів множини Ра.
1 другому р о з д і л і  розглянуті базові методи І алгоритміч­

ні схеми дослідження моделей лінійного програмування вигля­

ду (1.1)- (1.3). які основані на твердженнях, що приводяться

нижче.

Введемо необхідні позначення. Нехай Pi;j, 1,J = Г7т - еле­

менти базисної матриці Blt егі- елементи матриці Bj1, оберне­

ної до Bt; Uo» (uol, u^, ... .u,,,,,)- базисний розв'язок, що 

визначається із системи рівнянь, BjU^ =с°: ar=(aj.i. “гг. •.. , 

a^)- вектор розкладу коефіцієнтів ар за векторами базису Bt.
тобто =^rJB1; aQ =(ао1> ao2........ao[n)- вектор розвинення

цільової функції В. тобто B ^ B j ;  АГ= а ^ -сг- нев'язка г-го 

обмеження (1.2) у базисі u0; J6, JH- множини, відповідно ба­

зисних і небазисних обмежень.
В 52.1 викладений построковий симплекс метод, який є ба­

зовим при побудові процедур аналізу моделі( задач Z) на опти-

мальність, скорочення розмірності її в ході ітераційного проце- 

цесу. Основні характеристики методу: базис построковий; на іте- 

• раціях вводяться і виводяться із нього стрічки обмеження зада­

чі; безпосередньо на ітераціях відсіваються пасивні і неактив­

ні обмеження моделі; збіжність до оптимального розв'язку про­

водиться по допустимим базисним вершинам, при цьому значення 

цільової функції зростає. Приведені нижче твердження охоплюють 

всі можливі варіанти для організації построкового симплекс 

методу.

Визначення 2.1. Підматрицю Bt матриці А, утворену ш ліній­

но незалежними стрічками (1.2),(1.3) будемо називати базисною.

Твердження 2.1. Між елементами базисного розв'язку в двох 
сусідніх базисах мають місце такі співвідношення :
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— ^rk — г̂к ___ ___
агк= • агі°=агі~ a g  а!і. г=0,т; 1=1 .ш; 1-к.

  Гк   ”т»1г —....» .  
егк= • егі=ег1_ аіі' 1=1 ,ш; l^k,

uoj_uod а^к лі • J=1 .пі.

к̂ = а1к • =Лг а^4!* г‘**с<

В^Ви*- g g ^

Нехай и0~ допустимий базисний розв’язок задачі, тобто іс­

нує базисна матриця Ва така, що BjU^c0 І Ао̂, г=ТТп.

Твердження 2.2. Для того, щоб Вй̂>Ви̂ і розв'язок й0 за­

лишався допустимим базисним розв'язком задачі (1.1)- (1.3),

необхідно і достатньо, щоб існували такі номери г і 1, для
А а к _

яких аок<0, а1к<0 і ^  , г=1.п.

Визначення 2.2. Допустимий базисний розв'язок uQ оптималь­

ний , якщо BUq»Bu t для всіх и, що задовольняють (1.2).

Твердження 2.3. Якщо aQkX) для всіх к, то Uq -оптимальний 

базисний розв'язок задачі (1.1)—(1.3).

Твердження 2.4. Якщо існує індекс k такий, що aok<®’ 
для всіх небазисних г, то цільова функція задачі необмежена на 

множині допустимих роз'язків.
Ат ШІЛ А —Т Т

Твердження 2.5. Якщо aQk<0 і -—  = г , то Ви̂Ви̂,,
lk (lrk<0 rk

йо-допустимий базисний розв'язок.

Нехай U=Cu/ a.jUT^cit leJ), Ur={u/ aiuT:Sci, leJ, l*r ).

Визначення 2.3. Обмеження агит̂сг є пасивним( надлишко­

вим), якщо U=Ur.
Нехай U°={u0/ Bu^ =maxBuT, иєШ- множина оптимальних роз-
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в'язків задачі (1.1)- (1.3) I и£={и</ Bu^maxBu1 , ueUr).

Визначення 2.4. Обмеження агит̂сг є неактивним, якщо

и°=и°.
Твердження 2.6. Для того, щоб обмеження агит̂сг було па­

сивним, необхідно І достатньо існування базисної матриці Blt 

відносно.якої «гк-0 для всіх к.
Через В° позначимо матрицю, яка отримується із базисної 

матриці Blt що відповідає базисному розв'язку іц, задачі (1:1)-

(1.3), заміною стрічки, що займає к-у позицію вектором цільо­

вої функції, взятим із протилежним знаком.
Визначення 2.5. Матрицю в£ будемо називати оптимально ба­

зисною, якщо існує обернена до неї і B^u^d^, де 

= (Cj, ... , ck_lf -Ви,,, ck+1...... cm )
Твердження 2.7. Для того, щоб обмеження аги -сг було неак­

тивним, необхідно І достатньо, щоб існувала оптимально базисна 

матриця в£ , k=TTm, відносно якої агі-0 для всіх і.
Досліджено питання виродженості. Побудовано алгоритмічні 

схеми процедур аналізу на основі методу.
В §2.2 викладений двоїстий построковий симплекс метод, 

який є основним при побудові процедур аналізу властивостей мо­

делі із множини Z. В цьому методі: базис построковий; на кож­

ній ітерації псевдобазисні розв'язки uQ не задовольняють об­

меженням (1.2); збіжність до максимуму цільової функції (1.1) 

проводиться зверху. На ітераціях методу ідентифікуються пасив­

ні обмеження, підключаються процедури агрегування, релаксуван- 

ня, послідовного аналізу варіантів.
Визначення 2.7. Допустимий псевдобазисний розв'язок и0 є 

оптимальним , якщо Bu^BuT для всіх и, що задовольняють (1.2).

Твердження 2.8. Якщо аок>0, k=T7m, то псевдобазисний роз­

в'язок и0 є оптимальним, якщо Лг<о, reJ.
Твердження 2.9. Для того, щоб обмеження агит̂сг було па­

сивним, необхідно і достатньо існуванння Bt, в якому ®ок̂О. 

к=Пга , і a-ru ^ c r, де Uo -псевдовершина, що відповідає псевдо­

базису Bt.
Твердження 2.10. Якщо А̂О, існує «хі>0 1 індекс k такий.



що о̂к _ mln то для вибраних к і 1 нова матриця Б,
аік ~ і- аіі ‘1К ах і>0 11

буде псевдобазисною.

Твердження 2.11. Для несумісності (1.2) необхідно І до­

статньо, щоб у даному псевдобазисі Bj Д1>0, а^-0, 1=П1.

Досліджено питання виродженості. Побудовано процедури 

аналізу на основі двоїстого построкового симплекс методу, які 
в ході ітераційного процесу ідентифікують несуттєві обмеження 

1 знаходять точний або наближений розв'язок, локалізують об­

ласть оптимума.

В §2.3 побудовано процедури аналізу моделей лінійного про­

грамування спеціальної структури. Приведено варіанти застосу­

вання агрегування, декомпозиції, релаксування для дослідження 

блочних моделей зі зв'язуючими обмеженнями I стовпцями на ста­

дії дооптймізації.

В §2,4 розглянуто схеми скорочення розмірності моделі за­

стосуванням процедур апроксимації на стадії дооптймізації 1 ре­

лаксування на стадіях дооптймізації 1 оптимізації для обмеже­

них задач.
Визначення 2.8. Множина Sy апроксимуюча для U, якщо U-Sy.

В параграфі будуть розглядатися апроксимуючі множини двох

видів: Sjj, Sr. , де Sr.- апроксимуюча множина для бйгатогранника
о

U, Sjj -апроксимуюча множина для оптимальних розв'язків на U за
О

цільо зю функцією (1.1).

Процедура Vjj£ уточнення меж апроксимуючої множини, які 

отримані процедурою послідовного аналізу варіантів:

U= їй/ ATuT-CT , B u ^ K ^ .  -Вит- ), де

. К ^=ш 1п (в С )=»а1(р. . ^ Ы  ),

иєп . '

=max{ B u ^  >= шіп Ви* Bu|i)T. i=TTFT. Ви£ )- 

■иеп(р“1)

верхня і нижні оцінки оптимального розв'язку задачі за

8
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цільовою функцією, uJ r 1 вершини, в яких досягається

мінімальне і максимальне значення цільової функції на парале­

лепіпеді змінних (р-1) -го кроку

П (р - 1 > =  Ш  ( і ^ й ) 5 - u i £ d i ^ B ) * • 1 є І ( р _ 1 > £ І ) .

Нехай R (p_1) -відстань від ujp~jW ^ p ) *  ^Лор).....

чЙ(од>>* Де иіРіоі)=«іШ ) ) + ЙШ ) ))/2- до вершини П(р_1); а 

pjp-І)_ найкоротша відстань від точки и[рр]̂  до 1-го обмеження.

Твердження 2.12. Якщо r|p_1^>R^p_1 \ то 1-е обмеження неак­

тивне .
Твердження 2.13. Якщо ui.p ^  U, то для неактивності обме- 

т
ження аоі необхідно і достатньо, щоб коефіцієнти розкладу 

А т
обмеження аги ̂сг в базисі, що відповідає даній вершині, були 

додатніми.

Твердження 2.14. Якщо U, то для неактивності обмежен-ф « 
ня алі необхідно і достатньо, щоб коефіцієнти розкладу об-

1 т
меження аги -ст в базисі, що відповідає даній вершині буди до­

датніми, а нев'язка від'ємною.

Якщо в ході ітерацій двоїстого построкового симплекс мето? 

ду при дослідженні моделі на стадії оптимізації отримали два 

недопустимі розв'язки и£, и̂( псевдобазиси Ар, Ад), що є верх­

німи оцінками оптимального розв'язку (1.1), (1.2) І допусти­

мий розв'язок ud, що є нижньою допустимою оцінкою оптимального

1 ф Л РФ Р Ф  1 Р
розв’язку! BUq =Р*. Bu£ = р£, Bu^ =1̂ ,. Р*> Р£> Kq). to тоді

симплекс S (1) = { и/ aJu'^Cq , -ВиТ£-К0}, і симплекс

S(2) = ( и/ AgUTs Cg, A§uT*Cq , BTuT< .  -BTuTs -KQ)

будуть апроксимуючими множинами для допустимих розв’язків в 

інтервалі значень цільової функції tK0, Р*1 І ГК̂, Р̂).
Приведені процедури уточнення нижньої допустимої межі оп­

тимального розв'язку за цільовою функцією, аналізу моделей лі­
нійного програмування на оптимальність застосуванням релаксу-
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вання, тобто тимчасового відкидання певної частини обмежень в 

ході обчислень і побудови початкового базису.
В третьому розділі розглянуто алгоритми процедур аналізу 

мбделей лінійного програмування на стадії постоптимізації.

В §3,1 приведено задачі постоптимізаційного дослідження 

моделі: CTifttiCTHl, звуження, розширення, параметричні та інші.

В §3.2 досліджені умови стійкості оптимального розв'язку 

при лінійній варіації базисних і небазисних обмежень вигляду 

(aj +aj )uT*c'. +Cj. Умовою стійкості оптимального розв'язку 

uQ при "збуренні" коефіцієнтів правої частини (1.2) вигляду 

JeJ, е справедливість нерівності =AJ -с.)-<0. При "збу­

ренні" коефіцієнтів обмеження jeJ, J*J6, у вигляді (aj+a^)uT^Cj 

умовою стійкості оптимального розв'язку uD є справедливість 

нерівності A!j =Aj +a.,-u£ <0, Умовою стійкості оптимального роз­

в'язку и0 при "збуренні" всіх коефіцієнтів обмеження (1.2) JeJ, 
j«Ja є справедливість нерівності А!. =д*. +а̂и̂ -cj <0. За умо­

ви "збурення" базисних обмежень оптимальність и̂, збері­

гається при виконанні

аі<Аб1)! а

" • 1 + ai(A^ V o* (й0+ &' Я  ~С;ГС3 =0*

Задача відшукання меж допустимих "збурень" обмежень, які 

зберігають оптимальність, може послідовно розглядатись для 

кожного обмеження.

В §3,3 досліджено задачі стійкості оптимального розв'яз­

ку при лінійних варіаціях векторів обмеження, стовпців 1 цільо­

вої функції. Описано в класі моделей заданої розмірності ліній­

ні цільові функції, що мають оптимальним даний розв'язок.

Для опорної вершини и0 в базисі А̂1 розв'язок системи не­

рівностей ЬА̂-О описує цільові функції з властивістю опти- 

мальності в Up. Варіації цільової функції b у вигляді b+b', що 

зберігають стійкість оптимального розв'язку и0, визначаються 

як розв'язок системи нерівностей -аоі- Ь'(А̂1)і, 1=ЇТі .

Розглянуто параметричну задачу лінійного програмування у 

припущенні її невиродаенності і обмеженості.
Е четвертому розділі описано програмний комплекс, який 

синтезує із набору базових модулів конкретну схему аналізу мо-



и
делей лінійного програмування І поєднаний з рядом стандартних 
пакетів програм( MPS-формат). Приведено результати машинного 

експерименту по використанню процедур аналізу оптимізаційних 
моделей на стадії дооптимізаційного дослідження. Розглянуто 

застосування процедур скорочення розмірності практичної зада­

чі на стадії дооптймізації.
У закінченні сформульовано основні результати та напрямки 

подальшого вдосконалення методології дослідження великорозмір­

них оптимізаційних моделей.

У додатку представлено матері али використання результатів 

дисертації.

ОСНОВНІ РЕЗУЛЬТАТИ РОБОТИ

1. Розроблено процедури аналізу моделей лінійного програ­

мування великої розмірності на різних стадіях дослідження:

-скорочення розмірності моделей, локалізації області 

оптимума, знаходження точних 1 наближених розв'язків на 
стадіях дооптймізації 1 оптимізації;

-стійкості оптимального розв'язку при лінійній варіа­

ції таких елементів моделі, як вектори обмеження, стовпці, 

цільова функція 1 окремі елементи;
-опису в класі моделей заданої розмірності лінійних 

варіацій базисних 1 небазисних обмежень, які зберігають 

оптимальність даного розв'язку;
-зміни оптимального розв'язку при лінійній варіації 

параметру в заданих межах.
2. Обгрунтовано і програмно реалізовані построковий симп­

лекс метод і двоїстий построковий симплекс метод, для яких 

встановлено умови оптимальность несуттєвості, неактивності 1 

несумісності обмежень моделі, необмеженості цільової функції.

3. Установлені умови пасивності 1 неактивності обмежень 

(стовпців) можна поширити на ряд "класичних" симплекс методів.

4. На базі алгоритмічного забезпечення і процедур аналізу 

моделей лінійного програмування великої розмірнвсті розробле­
ний програмний комплекс, який використовувався при дослідженні 

практичних задач.
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