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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА. РАБОТЫ

Актуальность темы. Основы теории квазиконформных ото - 
бражений на плоскости были заложены еще в 20-30-е годы Гре­
чем Г . и Лаврентьевым М.А. В работах Альфорса Л ., Берса Л., 
Лехто 0., Геринга І.У . ,  Беку а И.Н., Боярского Б .В ., Лаврен­
тьева М.А., Белинского П.П., Шабата Б .В ., Суворова Г»Д-> Ре­
шетника Ю.Г. и других авторов были изучены (фундаментальные 
свойства квазиконформных отображений и некоторых их обобщений, 
а также обнаружены интересные приложения ко многим разделам 
современного анализа.

Настоящим прорывом г этом направлении стала новая теоре­
ма существования и единственности для уравнения Бельтрами , 
доказанная в і 988 году Давидом Г. Она дала мощный импульс да­
льнейшим исследованиям общих гомеоморфизмов плоскости. В этис 
исследованиях ключевую роль играет знаменитая лемма Геринга- 
Лехто о дифференцируемости. Вопросы компактности классов Да­
вида начали изучаться ТУкиа П. (1991).

Уникальность уравнения Бельтрами в геометрической теорж 
дифференциальных уравнений состоит в том, что ему удовлетво­
ряет любой сохраняющий ориентацию гомеоморфизм плоскости с 
обобщенными производными. Таким образом, при аналитическом 
подхода к изучению топологических отображений центральным 
является вопрос о связи коеффициенга уравнения Бельтрами о 
его решением. Поведение стой характеристики при локально рав­
номерной сходимости отображений имеет очень сложную природу. 
Это обусловлено тем, что уже в простейших случаях решение 
уравнения Бельтрами связано с комплексной характеристикой по­
средством нелинейного преобразования, в котором к тему же за­
действован сингулярный оператор типа Кальдерона-Зип,унда - 
так называемое комплексное преобразование Гильберта, именуе­
мое также иногда преобразованием Альфорса-Берлинга. Вырожде­
ние еллиптичности, имеющее место в условиях теоремы Давида, 
erne более усугубляет трудности и практически исключает пря­
мые методы исследования,

Вопросы сходимости и компактности всегда занимали одно 
ия центральных мест в теории квазиконформных отображений, 
Среди наиболее известных результатов в втом направлении сле­
дует отметить теоремы сходимости 15ерса~Вояроксгс (Ш У?) ,



Шрребеля (1969) и Ленгоингера (1974), а та,оке теоремы компакт­
ности Песина (1969) и Шиффера-Шобера (1978).

Одним из важных приложений теорем компактности является 
теория вариационного метода. Дело в Фом, что в компактных 
классах еоегда гарантируется супествоваго.э экстремальных ото­
бражений для любых непрерывных, в том числе, нелинейных функ­
ционалов. Иначе, как отмечаютсь в сравнительно недавно вышед­
шей монографии Крушкаля С.Л. и Кюнау Р. (1984), вопрос о су - 
шествовании экстремали становится чрезвычайно тлудным.

Вариационный метод исследования экстремальных задач для 
квазиконформных отображений был впервые применен Белинским 
П.П. &гот Метод получил свое развитие в работах Кюнау Р ., 
Крушаля С.Л., іутлянсксго В .Я ., Ренельта Г ., Мак Ливи Дж.О. 
и других авторов.

Другим, довольно неожиданным, приложением теорем сходи­
мости и компактности оказались исследования локального пове­
дения квазиконформных отображений. В связи с этим напомним, 
что различные вопросы дифференцируемости отображений изуча - 
лись в работах Тейхмюллера 0 ., Виттиха Г ., Белинского П.П., 
Лехто 0 ., Райха Э ., Волькзака Г ., Боярского Б .В ., Шабата Б .Е, 
Трохимчука Ю.Ю. и многих других.

Все сказанное говорит о необходимости дальнейшего изуче­
ния вопросов сходимости и компактности для квазиконформных 
отображений и их обобщений.

Цель работы. Создать стройную и завершенную теорию схо­
димости и комгантности для квазиконформных отображений и их 
современных- обоб’пений на плоскости и продемонстрировать воз­
можности ее приложений к теории вариационного мето,та, уравне­
ниям математической физики и исследованиям локального поведе­
ния отображений.

Об~ние методы иседедования. Наряду с традиционным методом 
геометрической интерпретации широко используются методы обшей 
топологии и абстрактных пространств со сходимостями #реше-Уры- 
сона, выпуклого анализа и теории измеримых семейств множеств, 
функционального анализа и Теории меры.

Научная новизна. Получен ряд новых фундаментальных тео­
рем сходимости:

і ) теорема 1 о тяумепрернвноет!! дилатании гомерморфип- 
мов класса ,/? С  X. ;
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?.) теорема 2 об области значений и множестве хорошей ап­
проксимации предельной комплексной характеристики для Q (Z)~  
квазикснформных отображений с локально суммируемой Q  ( Z )  »

3) теорема 3 о ваобходимых и достаточных условиях сходи­
мости нормированных <Q(*Z) -квазиконформных отображений с 

}£) , удовлетворяющей условию Давида.
В качестве следствий получены усиления и обобщения тео- ,̂ 

рем сходимости Ійгребеля и Берса-Боярского для Q  ( Z )  Є  ,

Впервые, в терминах преобразования Фурье комплексных характе­
ристик, построены метрики, генерирующие локально равномерную 
сходимость нормированных Q ( Z ) - h.k. отображения для Q ( Z )  
с условие.» Давида, от от результат является новым и для <Q - 
к .к . отображений.

Исследованы классы Q(E)~k.v, отображений с ограниче­
ниями на комплексные характеристики общего теоретико-множест­
венного вида при Q ( z )  , удовлетворяющей условию Давида. Ус­
тановлены:

1) теорема А о замыкании некомпактных классов;
2) теорема 5 о необходимых и достаточных условиях ком­

пактности;
8) вариационный принцип максицума (теорема 6 ).
Аналогичные резулматы получены для классов с гграниче- 

ниями общего интегрального вида на дилаї алию (теоремы 7-9),
В качестве приложения теорем сходимости и компактности, 

детально изучена так называемая дифференцируемость отображе­
ния в точке по Белинскому (теоремы І0-Ї2 и следствия из них).

Практическая ценность работы. Результаты диссертации мо­
гут быть использованы при изучении различии вопросог, сходи­
мости и компактности для квазиконформных отображений и их 
обобщений, в теории вариационного метода, при исследованиях 
локального Поведения отображений, при описании асимптотичес­
ки конформных кривых, а также при доказательстве теорем су - 
шествования и представления решений некоторых уравнений ма - 
тематической физики.

Апробация работы. Результаты диссергации апробировались 
на Донецких коллоквиумах по теории цвавйконформкмх отображе­
ний, ее обобщениям и приложениям' (І980, I9QC, 19JW, 198 ',, 
Донецк), Всесоюзной школе по комплексным методам в магнати-
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ческой физике (1984, Донецк), Международной конференции по 
комплексному анализу и его приложениям (Ї985, Варна), Всесо­
юзной конференции по геометрической теории функций (1988, 
Новосибирск), Международной конференции по комплексному ана­
лизу и VI! Руминско^їинском семинаре по комплексному анализу 
(1993, Тикищуара), семинарах по теории функций гри ИМ СО АН 
России (рук.акад.Регаетняк Ю%Г .) ,  ИМ им.В.А.Огекловв АН России 
(рук.акад. А.А.Гончар), ИПММ АН Украины д.ф.-м.н. Гут-
лянский В .Р .), ИМ АН Украины (рук. д.ф.-м.н. Тамразов П.М.), 
ИМ АН Польши (рук. акад. Боярский Б .В .), Технический универ­
ситет, Берлин, 1992 (профессор Поммеренке Хр., Беккер II.).

Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы 
в 23 работах, список которых приведен в конце автореферата . 
Две из этих работ оцубликованы совместно с профессором Гут - 
лянским В.Я,

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит Из 
введения, 4 глав, 4 приложений и списка литературы (229 наи­
менований), Общий объем диссертации составляет 281 страницу,

СОДЕРЖАНИЕ РАБОТУ

В главе Ї изучается поведение дилатации и комплексной 
характеристики при локально равномерной сходимости квазикон­
формных отображений и их обобщений.

Как известно, любой сохраняющий ориентацию гомеоморфизм
/ :  D  +  C  класса л  С  ^  ( D )  . з .  -

даншй в области /О комплексной плоскости [ )  , удовлетворя­
ет почти всюду (п .в .) в С) уравнению Бельтрями

/г  / 2 , И)

где О  С  - некоторая измеримая (функция с

\ .U (Z ) \  ^  /  (2)

и, как обычно, f-g_ — ( /*  f  і  f y ) / 2 - -  ( f x  ~ C f y ) / 2 . 3
j f — % -t- с- 7r ,  H- =  X  -h  L - y  • Иолагаn y U ( Z ) ~  О  
при ^ p ~ -■ О - иы устраняем связанную с этим случаем
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неопределенность, функцию ytLC^-) принято называть комплекс­
ной характеристикой, а величину

р ( Ъ )  ~ ( i +  -  lyU (2)l)  (3)

- дилатациой отображения /  .
В § ІЛ  доказана теорема о полунепрерывности дилатации 

в среднем для обгаих гомеоморфизмов класса j t  C a t . : 
Т е о р е м а  і ,  Пусть

- сохраняющие ориентацию гомеоморфизмы класса Л- С  и
Пусть —т - ^  при /г локально равномерно. Тогда на
любом открытом множестве _£?- О)

^  Ф  у  ̂  U m ~ u r f \ W )

для любой неубывающей выпукло* функции • -Г ,
которая непрерывна в смысле *' слева в точке

(3  = <и<̂ У І . (5 )

/ t / п
6 (6)

Отметим, что при <  е»«э условие (б ) выполняется 
автоматически, а при излишне условие непрерывности.

В § 1 .2 'доказана теорема об области значений и множестве 
хорошей аппроксимации предельней комплексной характеристики 
для квазиконфсрмНнх отображений с локально суммируе­
мой Q ( Z ) .  .

Здесь сохраняющий ориентацию гомеоморфизм f ' .  С  
класса называется Q ( E )  -кьаанконформньц ( 'Q fi? )
- к .к .) отображением, если

Р С Ъ ) Q ( Z )  п .в ., (7)

где СР(гі) ; £. 1 ~ / / ,  ‘~>CJ] „  произвольная функция.
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Отметим, что сам термин " -к.к. отображение",
по—видимсцу, впервые был введен Шиффером М. и Шобером Г.
(1976) для случая (Q(Z) <£ГЬ£ Однако на экстремальные
проблемы в классах подобного рода впервые обратил внимание 
епе Тейхмюллер 0. (1939), а затем и Волковыский Л.И Первый 
пример такой экстремальной проблемы был рассмотрен Кюнау Р. 
Подобные классы рассматривались также в работах Крушкалл Л.С., 
Андриян-Клзаиу К ., Иоффе М.С., Ренельта Г ., Мак Либи Дж.0. , 
ЛетиненА. М. и других.

Прежде чем переходить к формулировке теорь.<ш 2, приведем 
элементы теории инвариангно-внцуклых множеств, изложенной в 
приложении А.

Пусть — / > 7 с  /7  ~ единичный круг и
^  -  группа всех дробно-линейных отображений А  на себя,

божество /V иг Д  назовем и н в а р и & н т  н о - в ы -  
п у к л ы м , если все множества 

являются выпуклыми. Имеется простой геометрический критерий:
П р е д л о ж е н и е  А Ї .  Замкнутое множество /У

из А  инвариант но-вьщукло тогда и только тогда, когда вместе 
с каждой парой точек Є1 A f  этому множеству при­
надлежит и вся совокупность дуг ( f j ) , 1?jl = І .

Здесь через (її) обозначена дуга, соединяющая
ТОЧКИ иуМ -г. вцутри Д  , той единственной окружности , 
которая проходит через тройку точек ^  Д  и

гг <г э  А . ■'
/ И н в а р и а н т н о - в ы п у к л о й  о б  о л о ч -

к о й  UT-VCO М  множества М  иэ А , А /  £= А  , 
будем называть минимальное по включению замкнутое .инвариант-' 
но-выцуклое множество, содержащее /А/ . Согласно теореме А2:

=  П  Km ( tj)  f  (0)

где через ' )  обозначен един:хвенный о п о р н ы й
к р у г  , касающийся Э Д  п точке 7J , Здесь зямкіу- 

тнй круг К  из А  > касающийся 'Э А  , называется опор­
ным к множеству М  •> если f r f С~ К  и *3 /Г/7  9*М Ф J3 
Теорема АЗ содержит егае одно описание A f  R терми­
нах так называемого дугового замыкания.
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В сиду предложения А І, инвариантно-выцуклда множества М  
являйтеся строго выпуклыми множествами, т .е . их границы не мо­
гут содержаі-ь отрезков прямых. Таким образом, все граничные 
точки таких множеств являются крайними. _

Граничил точку произвольного / V , М  назовем
и н в а р и а н т н о - к р а й н е й  , если на некоторой 

опорной окружности O j)t l ) j l~ і t она является ближай­
шей из Ъ М  к У  по или против часовой стрелки. Множе - 
ство всех инвариантно-крайних точек м  в дг тіьнейшем обозна­
чается через А І.

Роль множества /*/ определяется тем обсто­
ятельством, что оно является микимальнш по включению аамкцу- 
тш  подмножеством /Ц  , по которое еще восстанавливается 
isi'iSC C ’ / /  (теорема А4). При этом имеют место аналоги 
классических теорем Крейна-Ыильмана и Каратеодори-Минковского 
(теоремы А5 и А6).

Т е о р е м а  2 .  Пусть ^  : О  ~*~С,  . ,
-последовательность Q  ( 2  ) -к.к, отображений с локально 
суммируемой Q ( Z )  и ^  /  Л*Р». где у :  О - * - Є
- некоторый гомеоморфизм.

Тогда і  также является £?< ЇГ)-к.к. от обряжением и

( / *  )л - - / я  » ( f ^ z  г* и ^  ^  слайо/ в
* Кроме того, для почти всех 2ГЄ  /£”

y U ( - Z )  Є  й г ^ С О  A / ( Z )  (9 )

и CZ.) по мере на

Е 0 =  {  я є  Є  'y u ( - z )  є  с т ґ & х і  ( іо )

где £  - множество всех регулярных точек отображения ^  и

M ( S )  —  > 4  ( & ) }  , ( І Ї )

Здесь, как обычно, через Жі, (еГ)} обозначен
верхний топологический предел одноточечных множеств 1 /^ л СЮ?} 
т .е , множество всех тО’-іек накопления последовательности ,,*/ ( z )у fib %
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/ 1 — Л ъ Я  у . . . , Условие регулярности В точке 2
означает, что ^  дифференцируемо в этой точке и якобиаіО ^)
-  *  О  .

Для сравнения, Шгребель К. в 1959 году установил, что 
при локально равномерной сходимости (Q -к.к. отобр .жений , 
когда Q ( Z ) = Q  <1 ,

\ Л І & ) \ I U* ( Z ) \  п .в. (12)
/t ► Осу . '

и на множестве

&о -  ^ 2 " ;  j / ^ ( Z ) \  ~  j/U H(Z){J ( із )

можно выбрать подпоследовательность , которая
сходится It.В. К .

Из теоремы 2 гри Q ( Z ) Є мы получаем (12) и сх'-
димость у/М-л  по мере на ё эо , т .е . усиление резуль­
тата Штребеля.

Аналогично, в случае одноточечных множеств МСї2 )  из 
теоремы 2 следует обобщение теоремы сходимости Берса-Боярско­
го:

С л е д с т в и е  1 . 8 .  Цусть в условиях теоремы 2 
5 ^ ) гри /г--»"**3’ на некотором измеримом мно­

жестве £  —  £ 1  по норме ^ / Э  ^ . «=»« > просто
по мере или п.в. Тогдаy ^ ( Z )  — 'X (Z )  п.в. на

Наконец, в § 1.3, в терминах преобразования ффье комп­
лексных характеристик, найдены Необходимые и достаточные ус­
ловия сходимости нормированных Q G S )  -к.к. отображений с 

Q  ( Z )  , удов лет воряюгаей условию Давида.
Напомним, что Давид Г. доказал супесткование и единствен­

ность гомегжорфных решений j ) f  €Г ( 2  ^  . j f b )  =  О л
f  <=»<=, для уравнения Бельтрами (1 ) с ком­

плексной характеристикой ytC(~Z.) , удовлетворяющей условию

h t ^ i z e C : j/bKZ)!> /- { ■ : }  ^ с о Є ~ ^  ~ ш >
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для всех £  — Є0 ’ Єа Є  (Оу її] } oL- >  О t С  >  О  , При
втом, это решение автоматически принадлежит воем классам

дня любых •S ' <■ 2  . Им же были установлены
локально равностепенные непрерывность и абсолютная непрерыв­
ность всех таких гомеоморфизмов вместе с их обратными при 
фиксированных <£<>, и С 0 .

Соотношение (J4 ) может быть переписано в эквивалентной 
форме через дилатацшо:

—  Ґ6 -
: f> (z )  >  1 }  ^  С е "  (Ш

для всех Т \  7 ~ ~  -  J  4-2./ Є а ^  ^ ^ / 2 . 7 ^ 0
С  — с а е . - ї '^ О  . •

Будем говорить, что ивмеримая функция <-<(2): L- J, —
С І ,  °<=>Л э к с п о н е н ц и а л ь н о  о г р а н и ч е ­
н а  по  м е р е ,  если существуют постоянные 7 * >
У > О и С > 0  такие, ч?о для всех zf ^  7” *'

^ * *3 { ~ Ж Є С :  Q ( z )  ^ а  е . ' (J6 )

Отметим, что такая функция локально интегрируема, Q C
^  i ’oc. ,и • кР0Ме того, в теореме Я [ У \ £  — ££

Пусть /-/(Q izi)) -  множество всех нормированных Сt(Z )  
-к.к. отображений , & о ) — 0  , r f f y )  **

7  '  Г  
С л е д с т в и е  1 . 9 .  Пусть f  и

ґ і = й  р . . , ,  где Q ( z )  вкспонещиально ограничена по 
мере. Тогда для сходимости ^  Л*Р* достаточно выпол­
нения любого из следующих условий; 

і  • п»В • |
’~*у4С 1,0 мере,

&УС. *
Как будеї следовать иа результатов второй главы, ни одно 

из г>тих условия не является необходимы*, Более того, как бу » 
дет австяоротг. из теоремы 4, необходима условием не является



, ,  Р
даже слабая сходимость ни в одном из пространств ,

4  ^  р  -as, <=*о (следствие^ 2 .1 ) .

Обозначим через В  (<С) -  открытый единичный шар в 
пространстве • х Г О О  . Определим для любой функции/М- Є  
£ - ° Г С )  п  Х . ‘ ( С )  нелинейное преобразование

' t f v y t  + п ъ ( ^ * ( п г у £ ) ) + . . , t  (* ? )

где обозначает сверлу функций,

(i8)с _

- преобразование фурье и H'lCtL) — H /jS ?  <ЕГ ^  -

Мультипликатор.

Т е о р е м а  3 .  Цусть функция 
экспоненциально ограничена по мере и цусть £ • / > < / ’ 
некоторое покрытие плоскости по мере ограниченными изме­
римыми множествами, на каждом из которых Q ( Z )  ограничена. 

Тогда для сходимости ^  —+ ~ ^  л.р. в /- /( 'Q ( ’Z )}
необходимо и достаточно, чтобы /"7/^л .) )  слабо в 

<Ч*Г срезок комплексных характеристик И / (С /г . ,  
К  —1,2) ,  на каждом из множеств £ у ‘, у  <£ГJ ? . _

3 частности, для любой измеримой п.в. конечной 
множества

£  =  { г є С :  i z l * k  t n , Q ( z ) ^ m }  ,  ( ї9 )

/7 ї  — -- - образуют одно из счетных таких семейств .
Наиболее просто теорема 3 формулируется для -к,к.

отображений с компактным носителем:
С л е д с т в и е  І  . і  2 . Цусть и ^  Є  /V (^ )

(J- c . <=**0  ̂ Ґ1~  £ ?.,,.. , имеют носители комплексных харак­
теристик^^ и ^  / £ • = * * ,  сосредоточенны и неко­
тором компакте Л "£■? . Тогда для сходимости f
л.р. необходимо и достаточно, чтобы F Y a ^ h. )  —*► 
слабо в ^  0С&?).

12
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Заметим также, что теорема 3 позволяет строить различные 
метрики, которые генерируют' локально равномерную сходимость 
нормированных (■?(/?)-к.к. отображений (следствие і  Л і ).

В главе 2 рассматриваются классы гомеоморфизмов с огра - 
ничениями на комплексные характеристики теоретико-множествен­
ного типа.

Напомним, что М у? '- к .к . отображения имеют комплексные 
характеристики

/trC(Z) Є. A a ( Z) п-в ’ > (20)

где

A f(£) *  І  » Є С :  / V A &  < ?& }, Ж Є С ,  (2 і)

И
f ( Z )  — C Q (Z )~  l ) / ( 'Q ( Z ) + l )  . (22)

Шифферсм М. и Шобером Г. (1978), при Q (*Z)^S.Q  ,
были введет,! классы отображений с дополнительными ограничени­
ями

, Z )  £=lO  п.в. (23)

Последняя из постановок ведет прямо к обраиы теоретике,-множе­
ственным ограничениям:

yil(Z)< E L 14(E ) <~= / \  п.в. (24)

Обозначим через ^ м  о ост в ет ст ву опий подклтес fJiQC&S)-
В § 2.1 доказана теорема аамыкакия классов Н м  '
Т е о р е м а  4 . ltycTb функция С 1  =

, C>'~-J3 экспоненциально ограничена по мере и / / г г )  ,
■Z Є  - произвольное еемеРство негустых замтутых множеств 
из / \  о(Щ) , измеримое по параметру .

Тогда в топологии локально равномерной сходимости

"/ L  "  Н -  ' м  ("б )М ьг\Г<Х> М  ,
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где cstV C O  A/CZ) , ~Z , - семейство инвариагено-вы-
гуклнх оболочек множеств M (Z )  ( 2 Є ^  . При этом, класс 
/ / , является секвенциально компактным.

Здесь семейство негустых замм^гтых плоских множеств 
/ І ( £?), . называется измеримым по параметру Н  ,
если множество точек С

£  =  { z  є. С : Л/ C z ) ^  М с }  (26)о

измеримо относительно плоской меры Лебега для любого замкцу- 
того множестра М 0 , Т.е. это есть полный аналог измеримой 
фикции.

Отметим, что пснятие измеримого семейства множеств упо­
минается также в теории вероятностей и теории оптимального 
управления под названиями "случайное множество" и "измеримое 
многозначное отображение", соответственно. Здесь мы использу­
ем классический термин Бурбаки Н. "семейство множеств". Это 
понятие восходит к одной из работ Шоке Г. (1953). Развитие 
теории измеримых семейств связано с именамиВаладье М., Кас - 
те на Ч ., Куратобского К ., Рокафеллара Р ., Джекобса М. и .дру­
гих.

Автору данной диссертации принадлежат лишь специальные 
результаты.втой теории, которые к тому же носят вспомогатель­
ный характер. Среди них Можно назвать установление измеримос­
ти семейств I s is i/ CO j4 (Z ) и M (Z) при' измеримо­
сти М (2 .)  . Основные моменты этой теории изложены в при -
дояпнии В. В частности, теорема E I содержит целый ояд аффек -
тявных критериев измеримости семейств.

Подчеркнем,'что условие измеримости семейства множеств 
M (Z )  по параметру £, является существенным длч теоремы 4. 

Можно привести пример, когда для неизмеримого /'/(Z .)  класс 
Н у  густ, а таге не уст. Точнее,

M (Z )  = t - ' f ( Z ) ,  C-V)

где rf ‘(Z ) :  с  [O, Cj) , О С  Cjc. - произвольная иеиз -
меримая функция.

В условия* теоремы 4, когда. n(Z )~ f-0  п.г . я изнери-
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мо по 5Г , в силу известной теоремы об измеримых сечениях и 
теоремы существования Давида, заведомо

Им . (28)

Теорема замыкания имеет одно очень интересное следствие 
для теории сходимости:

С л е д с т в и е  2 . I  . Для любого 
существует последовательность <2 -к.к. отображений

с  —  г _ ,  которая сходится л.р. к .к . отобра­
жению £ :  С такая, что не сходится к / t t -.  ̂л Р /слабо ни в одном из пространстр п  « о

/о с  > —-Г —
В § 2.2 сформулированы необходимые и достаточные условия 

компактности классов //// :
Т е о р е м а  5 .  Цусть функция Q ( Z ) ‘. 

экспоненциально ограничена по мере и семейство негустых замк­
нутых множеств f i ( Z )  А  ,  2  Є-С  , измеримо по па­
раметру Z  . Тогда следующие утверждения эквивалентны:

1) класс Н м  Секвенциально компактен относительно ло­
кально равномерной сходимости;

2 ) множества M(Z-) инвариантНо-вытуклы для п.в.
Z £  С  .

При ©том, условие 2) остается достаточным для компактнос­
ти класса И при ОТСУТСТВИИ измеримости /У i'Z ) по Z  ,
как это видно непосредственно из теоремы 2. Однако в этом 
случае данное условие перестает быть необходимым, как показы­
вает пример, приведенный в предыдущем параграфе. В этом случае 
также нет гарантий негустотн класса.

В 5 2.3 приведены основные следствия для теории вариаци­
онного метода на классах А 'у  . В  частности, доказан вариа- 
!чюнный принцип максюума (теорема 6 ), согласно которому ком­
плексная характеристика^*/ экстремали У  в задаче о fnciftL2  
для любого дабферениируомого но Гаю без вырождения функцио - 
нала на KoMtTairrifoM классе удовлет -
.горяет Г К Л™ ниш

/ ■ < ( 2 )  є  'd f t '( z )  ■ п.п. (29)
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В главе 3 рассмотрены гомеоморфизмы класса Соболева с 
ограничениями на дилатацию и т е  грального типа. Различные 
классы отображений, квазиконформных в среднем, изучались в 
работах Альфорса Л., Песина И.Н., Кянау Р ., Круижаля С.Л., 
Кругликова П.И., Кудьпвина B.C ., Борчук С.М. и Других агто - 
рсв. Одним из основных достижений последнего времени в этой 
области стала уже упоминавшаяся нами теорема существования и 
единственности Давида. Шзвмкнутость классов Давида, по-види­
мому, впервые была обнаружена Тукиа П. (J93Q). Им же было 
изучено важное свойство нормальности таких классов.

Обозначим через совокупность всех сохраняющих ори­
ентации гомеоморфизмов. •-*- (U  с обобщенными произ­
водными, с нормировками — O 3 — с =̂>,
и о интегральным ограничением на дилатшригю р  ( Z )  вида:

5 ^  у   ̂ (30)
€

£де т* 1 ./ ,  2 — [ 1 , произвольная функция.
1Сак легко видеть, для негустойы класса /У  ^  необхо - 

димо и достаточно, чтобы

й г /  ¥ ( £ )  — О у (3D
'  ' t & I

если Я>Сгхо)  — . Будем говорить, что функция ^  О
имеет е к с  по  н е н ц и а к ь н ы Й р о о т  н а  
б е с  к о н е ч н о с т и  если

152)

для всех £  &■ Т  при некоторых £  -> & > / І  >■£>'. ^
В § 3,1 докапана теорема зшшкгіния джі кліу.соя И  : 
Т е о р е м а  V , Пусть f’Р  ; ll~»~ jfe*  имеят экс­

поненциальный рост нч *13 . Тогда я топологии локально'pan - 
номерной сходимости:

Н * '  . <*>
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где & :  І —  В і - нижняя огибающая функции . При этом і
класс //^> является секвенциально компактно.

Здесь по определению

я> а )  =  ^  ш > >г t c i ,  (34)
Г є У

где - семейство всех непрерывных неубывающих выцуклых 
функций </>; I 0 $ +  таких, что 4>C t) ^  Ф(т£). ,
Как легко заметить, нижняя огибающая функции ф ;  J * 
представляет собой наибольщую неубывающую выпуклую функции

f  которая непрерывна в смысле слева в точко

Q  — £  ( 35)

и график которой, лежит ниже графика * При этом, Site)
s  «=*« рля £  и Я?е ( Q  фи «=. ф  •

В 5 3.2 найдены необходимые и достаточные условия ком -
пактности классов /У  ^  : -- —

Т е о р е м а  8 .  Пусть ^  • -/“ *■ 
имеет экспоненциальный рост на в о  и ф —О  . Тогда .
сяеда'ющие утверждения эквивалентны:

Ї ) Н  ^  секвенциально компактен относительно локально
равномерной сходимости; ---

2) Ф  не убывает, выгукла и непрерывна в смысле 
слева в точке Q  из (36).

Если Q  с>°  • то условие экспоненциального роста на 
о-о выполнено автоматически и, таким образом, мы имеем: 

С л е д с т в и е  3 . 1 .  Пусть <р * Х~*~ /R  -  
произвольная функция с £-/-гу? (£>--■_- Он Q < <=*=> . Тогда 
для секвеициальнс!і компактности Класса // необходимо »• 
достаточно, чтобы Ф  была непрерывной, неубывающей и выпуклой 
функцией на отрезк« [  і  Q ]  .

Здесь непрерывность , по-прекнвцу, понимается в сми­
сле [R * .

Наконец, приведем наиболее ингересннИ пример не компакт - 
ного класса. Таковым является класс всех (•£? -к.к, ото ~
бражени  ̂ о интепряльнда ограничением

ЛТТБ ім. В. Стефаникі I 
АН Укрз7
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^  \ jU ( z )I d X * t y  У  , (36)

В „ « £  * , » » »  „ „  ес.ь к „с о  Н  *

<Р(І)
( І .~  d ) / { £  + J )  ,  4  JS, ~t *£. ф

~ =  , г£ > < г .'<*>

Как легко видеть, санкция £ )  — С £~ ! ) / ( - £ -t j )  не
является выпуклой, поскольку y> 'Y£)~-— 4 V ?2 ^ / y }a < 0 .
Таким образом, не выполнено одно из условий компактности.

В § 3.3 собраны следствия для теории вариационного мето­
да на классах И  ^  , которые полностью аналогичны таковьм
на классах / / ц  . В  частности, в вариационном принципе мак­
симума (теорема 9) для дилатации р С 2 ) экстремали f C Z )  
выполнено разенство:

\\  <Р(р(Я>) d X d y  =  л (38)

JZ
Глава 4 посвіиіена исследовании поведения квазиконформных 

отображений в точке.
Как показывает пример Шабата

и -  =  Z  Г / -  ^ r z j )  t (39)

при непрерывной комплексной характеристике stU (l£) (доопреде­
ленной нулем при 'г£ — &  ) отображение может
быть кедкфферещиїуеміда в обычном смысле.

Однако кок, ш-нидимоцу, впервые установлено Белинским
П.П., если/41C 2L) непрерывна н точка Z a , то й*.—/'(  'Ж)
дифференцируемо в следующем смысле:

Л К г ~  A Z  +/U o А "В +  &(<?)] f (40)

г*> -y-K.CZ.c) , J3 ~  І A Z  -h /tla S Z l J t y )  зависит 
ТОЛЬКО її: р  и 0 ( р )/  р +- О при о  , Подчеркнем,
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что здесь А  ) может не иметь определенного конечного 
предела при JP  — О  , но, как показано мной, обладает до­
полнительным свойством:

А, ^  ,
У + о  АС?) (41)

для любого О .
Дифференцируемость отображения f  в смысле (40) с до - 

полнительньм условием (41) в дальнейшем именуется как 
д и ф ф е р е н ц и р у е м о с т ь  по  Б е л и н с ­
к о м у  , При этом, в случае отсутствия непрерывности 

в соотношении (40) ле о б я з а т е л ь н о —у4і( ї£о)  . Если 
yU-0 — О , то говорим также, что ^  к о н ф о р м н о  
п о  Б е л и н с к о м у  в точке Z o  .

В § 4Л найдено несколько критериев конформности по Бе­
линскому (теорема 10). Один из критериев (необходимое и дос­
таточное условие) заключается в асимптотической однородности 
квазиконформного отображения ^ : С  С , Оу в щтл

/ ( * )  ^

для любого ^ €Г С  при С  — С  \  {О } , Другой
состоит в том, что:

( 4 3 )

при ~Z, Z  Г>=Г / z 7  < < 5 i z i  , для любого <S >  О  ' 
В частности, при /2//—/2/ иэ (43) получаем, что

/пах I /&)1 
Лт ^  І  9 '
ъ + й  ./'П-Сґи- l / ( Z ) l  

Ш  *= 'z.

т.о. характеристика Лаврентьева раина I  в щглв. Геометрически
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ею  означает, ч^о инфинитееиыальный круг с центром в нуле 
переход;® в инфинитезимальный круг.

Одиако условие (42) гораздо сильнее условия (44). Из 
(42) мы также получаем а с и м п т о т и ч е с к о е  с о ­
х р а н е н и е  у г л о в  между лучами, исходящими из 

начала в направлении соответствующих точек:

~  /С г ) ] = а у Ъ  (4б)

и с о х р а н е н и е  м о д у л е й  инфинит езимальных
колец;

i t m  Ж £ $ 2 1  =  |
г » .  І Д г і І  ' ( « )

П о с л е д н и е  д в а  г е о м е т р и ч е с к и е  
с в о й с т в а  я в л я ю т с я  х а р а к т е р и с ­
т и ч е с к и м и  д л я  к о н ф о р м  н о  с т и по  
Б е л и н с к о м у  .

Как показывает пример Шабата (39) и

і  -\£&і 121
, (4„

при конформности по Белинской, в отличие от обычной конформ­
ности, допекаются бесконечно большие растяжения и сжатия в 
точке, а также переход радиальных линий в бесконечно накручи­
вавшиеся спирали.

Приведем наиболее интересное следствие теоремы 10, ис­
ходным гунктрм которого сдужит зше один критерий, состоящий 
в том, что:.

Л г » )
1~-*~о

для любого Є ' С  при I f  >  О  ■
С л е д с т в и е  4 , 1 ,  Цусть -к. я. отображе­

ние j f : (О ~р~£2  имеет комплексную характеристик 
аппроисиивтияио непрерьгсіу» п точке Z 0 , Тогда j f  -д^Мкрвн-
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цируемо по Белинскому в этой точке с уГ'М-а — / ^ C Z o ) .
Классическое понятие аппроксиматирной непрерывности, ко-- 

торое можно, на гример, найти в 'Теории интеграла" Сакса С., 
эквивалентно сходимости по мере у Л -  г  ( Z )  
при 'ГГ О , г д е ( Z )  /- 7 Г Щ  ТГ>0 • Поэто­
му здесь работает следствие І.9 ,

Учитывая то обстоятельство , ’гго для функций из ozf 
точки аппроксимативной непрерывности совпадают с точками Ле­
бега, предыдущее слепствие можно сформулировать и по другому: 

С л е д с т в и е  4 . 2 .  Г^сть -к,к. отображе­
ние ^  имеет комплексную характеристик' , удовлетворявшую
условию:

~ 3 ^  \ f L ( Z ) ~ f L ( Z o ) \ c l x - d y ~ 0 '  (49)

\Z-Za\^7-
Тогда дифференцируемо по Белинскоцу р точке 5?, с о ~  
4/CZo ) .

Условие (49) перекликается со знаменитым достаточны!' ус­
ловием Тейхмюллера-Виттиха-Белинского

\\ ) Ґ ^ ±  d x uy
) )  1*2 - Z * !* -

сЮ
iz - z * '" -  ^  (50)

iz-Zo/^г

для обычной дифференцируемости.
Однако, благодаря теореме 3, здесь также удается выписать 

необходимые и достаточные условия дифференцируемости и конфор­
мности по Белинскому (следствия 4.3 и 4.4).

В § 4.2 положительно разрешен аналог проблемы Райха-Воль~ 
каака относительно конформности по Бйлинсксцу.

Ече в 1965 году Райх Е. и Волькзак Г.Р . высказали гиге - 
тезу, что, каков бы ни был модуль комплексной характеристики 

£ c z )  =  1 /гО £)1  . всегда можно так подобрать ее аргумент 
cZJbft «то ос трстствуп г< квазиконформное отобра­

жение СУд?т конформным >| л''Ч! -’“ тпярвд заданное точки
плоскости f  С .

• Полное, решение у ігагш ;:!■•?> проблемі-' до сих пор не найдено. 
Поскольку при K-tffopf-'ncTH г Be чи г»; кому сохранится многие
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геометрические свойства конформных отображений, перечисленные 
в предыдущем параграфе, следатщую теорему можно рассматривать 
кик частичное решение проблемы Райха-Волькзака:

Т е о р е м а  і  і  . Пусть & (Z.); O ' №  ~ ЦР° - 
изрольная измеримая функция такая, что £ ( Z )  ^  4  ,
и пусть -  произвольная точка плоскости.

Тогда сутиествует dp -к.к. отображение ^ С  
с комплексной характеристикой / И ; £  . //* iC Z )j— £ (£ )
п .в ., которое является конформным по Белинскоцу в точке 5Го.

Отметим, что этот поразительный факт устанавливается на 
основе теоремы 4 о замыкании классов Н  ̂  .

Наконец, п § 4.3 получена:
Т е о р е м а  і  2 . Пусть квазиконформное отображение 

/  конформно по Белинском}’ в течке 2Za Є  > где 
' о о  . Тогда;

4 -  I f e z )  -  f i Z o ) \
-----—  ---------—  =  У  . (51)

Z - f Z  w  / Z  — z lо I
С

На ее основе, для иллюстрации возможных приложений, дока­
зана теорема существования и представления решений с особен­
ностями логарифмического типа для одного из основных уравне - 
шГ; математической физики (предложение 4.3).

Кроме ю ге, диссертация содержит несколько приложений, 
функциональное назначение которых: различно. Если вспомогате­
льный материал прилсмений Л и Б используется при доназатель - 
етве основных результатов, то приложения В и Г предназначены 
для распространения результатов на более общие классы
отображений.

О приложениях А и В речь уже шла перед ферцувировкой те­
оремы 2 и после теоремы 4, соответственно.

В приложении В изложена теория абстрактнх пространств со 
сходимостями Фреме-Урыг^на . Основная часть s-roro при-ожения 
посвячена так называемому ядерному про;траветву, cocv эдему из 
от крытых множеств произвольного топологического пространства 
и наделанному сходимостью к ядру. При весьма общих предполо - 
гениях доказана секвенциальная компактность етого пространст­
ве. В частности, доказана секпеициаяьт а  компактность яДордаи



пространств произвольных топологических многообразий.
В приложении Г введено понятие голоморфного оператора , 

которое выполняет роль обобщенной нормировки решений уравне­
ния Бельтрами и позволяет переносить доказанные в диссерта - 
ции теоремы на отображения, внутренние по Отоилову. Главное 
внимание здесь уделю анализу поведения точек ветвления, а 
также радиусов листностй и инъективности при локально равно­
мерной сходимости таких отображений. Отметим также, что 
предыдущее приложение и известная теория униформизации поз - 
воляют переносить вти теоремы на отображения с переменными 
областями определения, которые заданы на произвольных римано- 
вых поверхностях.

Jid
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