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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность темы. В 1934 году С.Н.Бернштейн установил 
критерии абсолютной сходимости тригонометрического ряда Фурье 
непрерывной периодической функции с заданными наилучшими рав­
номерными приближениями, либо ее модулем непрерывности в рав­
номерной метрике, что положило начало такого рода исследова­
ниям. Дальнейшее существенное развитие и усиление этого ре­
зультата С.Н.Бернштейна было дано в работах O.Szaez'a, С.Б. 
Стечкина, R.Salem’a, А.А.Конюшкова и других математиков.

Что же касается абсолютной сходимости рядов Фурье поч- 
ти-периодических функций, то в силу специфики их спектров, 
целый ряд вопросоз до настоящего времени не рассмотрены. Слу­
чай почти-периодических функций многих переменных и вопросы 
абсолютной суммируемости рядов Фурье таких функций, насколько 
известно автору, в литературе не исследованы.

В работах Б.М.Левитана, Н.П.Купцова, J .M u s e iia k ’ a ,  Е .А . 
Бредихиной, Я.Г.Притулы, А.С.Джафарова и Г.А.МамедоЕа получе­
ны некоторые достаточные условия абсолютной сходимости рядов 
Фурье почти-периодических в смысле Бора и Безиковича функций.

Настоящая диссертация посвящена, главным образом, полу­
чению условий абсолютной сходимости рядов Фурье некоторых 
классов почти-периодических функций. Результаты работы обоб­
щают и дополняют, а в некоторых случаях и усиливают исследо­
вания, указавших выше математиков. Кроме того, в диссертации 
получены некоторые критерии абсолютной чезаровской суммируе­
мости рядов Фурье и абсолютной сходимости кратных рядов Фурье 
почти-периодических в смысле Безиковича функций многих пере­
менных.

Цель работы. I. Получить критерии абсолютной сходимос­
ти рядов Фурье некоторых классов почт- -периодических функций, 
когда а) их спектр имеет еданственкую предельную точку в бес­
конечности; б) их спектр имеет единственную предельную точку 
в нуле.
2. Установить критерии абс лютпой чегаровокой суммируемости 
рядов Фурье почти-периодических в ~мыс.,>. Ьезиковича функций
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в зависимости от поведения их спектров.
3. Исследовать вопросы абсолютной сходимости рядов Фурье поч- 
ти-периодических в смысле Безиковича функций многих перемен­
ных в случаях, когда их спектр имеет единственную предельную 
точку в бесконечности, или имеет единственную предельную точ­
ку в нуле.

Методы исследования. В работе используются общие методы 
теории функций теории рядов Фурье и теории суммировании ря­
дов методом Чезаро.

Научная новизна. В работе получены следующие новые ре­
зультаты:

-доказан ряд теорем, дающих различ че достаточные усло­
вия абсолютной сходимости рядов Фурье некоторых классов поч- 
ти-периодических функций, в случае, когда их спектр имеет 
единственную предельную точку в бесконечности, либо в нуле;

-исследован вопрос о необходимости условий обеспечиваю­
щих абсолютную сходимость рядов Фурье почти-пе'риодических в 
случае, когда их спектр тлеет единственную предельную точку 
в бесконечности, либо в нуле;

-получены критерии абсолютной чезаровской суммируемости 
рядов Сурье некоторых классов почти-периодических функций в 
загисимости от поведения их спектров;

-доказаны теоремы,дающие достаточные условия абсолютной 
сходимости кратных рядов Фурье почти-периодических в смысле 
Безиковича функций многих переменних, когда их спектр имеет 
единственную предельную точку в бесконечности, либо в нуле.

Публикации. Основные результаты диссертации опубликова­
ны в четырех работах, список которых приведен в конце авторе- <" 
ферата.

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введе­
ния, четырех глав, списка цитируемой литературы из 42 назва­
ния и занимает 82 страницы машинописного текста.

Апробация работы. Результаты работы докладывались и ос 
суждались на семинарах кафедры высшей математики Днепропетров­
ского Госагроуйиверситета и кафедры вычислительной математики 
Душанбинского Госпедунгзерситета им. К.Джураева, на межвузов-
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СК0Й научной к о н ф е р е н щ ш  ПО КОНСТРУКТИВНОЙ теории функций, в 
г. Санкт-Петербурге, в математическом школе "Ряды Фурье: тео­
рия и приложения" в г. Каменец-Подольске,,д Воронежской мате­
матической школе "Теория функций. Дифференциальные уравнения 
в математическом моделировании", на международном конференции 
"Теорія наближення та задачі обчислювальної математики" в г. 
Днепропетровске.

СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Во введении к диссертационной работе дается краткий ис­
торический обзор результатов по затрагиваемым проблемам,обос­
новывается актуальность темы и некоторые необходимые опреде­
ления и обозначения.

Определение I. Функцию Г(х) называют Вр- почти-периоди- 
ческой или почти-периодической в смысле Безиковича ( рЯ ), 
если
1). |Г(х)|р измерима и интегрируема в смысле Лебега на любом
конечном отрезке;

г), р. =* { Ш  -і- jix(x>f'dxV {|{.|*aw^>V^<*s
■р I т-чю 2Т -т > V *

3). существует последовательность тригонометрических сумм

Pn(x)= |okexp(i\x) ,

для которой

lim DB (t(x)-Pn(x)}=0 .
n-*CO p

Пространство функций, удовлетворяющих всем условиям оп­
ределения I называют Ц - пространством или пространством Бе­
зиковича, в котором за норму функции f(x)<Bp ( Р*1 ) прини­
мается величина



Как виттю из определения І. с каждой функцией из прост ­

ранства Вр ( ДО ) связана последователность чисел Л{\п)*ж1,
являющаяся спектром этой функции. Рассматривая конкретную 
функцию,можно с помощьl этого спектра поставить ей в соответ ­
ствие ее ряд Фурье по этому спектру, т.е.

f ( x )  „  ^  A^expdX^x) .

где

Лп-  i { f ( x ) e x p ( - iA .nx ) }

коэффициенты Фурье функции f(х)«Вр < Р>1 )•
Щ и  исследовании вопросов абсолютной сходимости и сум­

мируемости рядов Фурье функции ?<х)еВр < Р^1 ) в зависимос­

ти от поведения их спектров используются следу/вдие характе­
ристики их свойств:
1). модул- непрерывности порядка к функции Ях)?В„ ( рЯ  )

* р 

( ^ ( f l h ) ,  -  Sup |A‘ f ( x ) | .  ,  ( 1 )
р ї ї  Ц ь р

"де

4*Г(х>-$ ( -1  ) * ~ ( * ) f ( x + r t )  ( h>0, ке* ) і

2). модуль усреднения порядка к функции Ш ; е В р ( р^1 )

» к (П Н ), - S u p  |f k (x )| .  .  (2)
%  I* Its *“ p

где H>0. keg.

«•* V ’ *«.-«** W T
f b(xM2*>”* Jdt, X dt, ... J dt^ / •

V T ‘к-.** V r T

Первая глава диссертации посвящена изучен7®  вопросов
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абсолютной сходимости рядов Фурье функции f(x)«B,» показате­

ли Фурье которой имеют единственную предельную точку в беско­
нечности.

Пусть ряд Фурье функции Г(Х)(В, Я*еет вид 

f(x)~ ^ иехр(ипх) .

где

V 0 * К - К  • < г - 1 . 2 , . . . ) #  liB | X ,J= ~ . О )П"*в

Указываем некоторые критерии сходимости рядов вида

для различных значение 0 < О<0<2 ) ■ 7 ( о*т<1 ). 

где U n> - коэффициенты Фурье функции f (x)fB, •

Теорема I. Пусть спектр А{Хп функция f<X)€f, 

удовлетворяет условиям (3) я
в « -0 {Х п)  ( п>0. а>0 ).

Если при 0<Р<2. <хг<1, к>

<« . (5)

то ряд (4) сходится.
1фи 7=0, к*1 эта теорема содериит результат О.Мусе-

лиака [1]. Однако, так как

Ї .iualelak'J7'S”6eEWEgIedne3'£61eznoeoI'6«efeg6«’>6uf-Ieri 
pewnyoh fu n k o ji  ргаягів ikreooojroh  // B u l l .  шалЛ. ( o lo n .
•oi. oi., 1957, 3, І5, 9 17. .
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то при 7=0 теорема І дает более сильный результат о сходи­
мости рядов вида (4). чем результат Ю.Муселиака. Корме того, 
в работе [1 ] автор не замечает, что класс функций, удовле' - 
ворявдих его условиям при р=1 и 0<а^1/г, состоит из функ­
ций, почти всюду равных константе. В связи с этим, при соот­
ветствующем выборе числа к в теорс іе I удается ликвидиро­
вать отмеченный нами недостаток критерия Ю.Муселиака.

Далее в гервой главе приводится утверждение, показываю­

щее, что на классе всевозможных спектров , имеющих

предельную точку в бесконечности, условие (5) не только дос­
таточно, но и необходимо для абсолютней сходимости рядов 
Фурье функции f(x)«Bz с монотонно убывающими коэффициентами

Фурье. Такое исследование для функций f(x)€Bp С ) ранее
не было проведено.

Следующее утверждение является обобщением теоремы I.

Теорема 2, Пусть спектр А{\, }* функции f(х)сВ2
Г1 ~ "1 *■'*’ ...*

удовлетворяв? условиям (3). н v
Если при 0<р<2 выполнено

к .
?  ( і  * — ) ’Р Фа (2  )llf (Г»Л- „ ) < 00 •
v£i‘\ v V  Р-~ ^  *Г‘ •* „SXJX; *пя *

то ряд

2 < Р ( п )  |А„|
г»**

сходится, где
т-втлце«| м м рвм  т щ ш  вте м  ,v-r wfi 

( 2 4-1 ft 
фр (2*)= I  ^  [<p(n)]2x<2:s!̂  явт -.ommO .U ]  алею.

" "  ,  J d s t j V s  >  i s i j t i  a
ф(л) - четная, положительная функция, определенна.'. на здг>-
*ecrie ii» iw ^ n iW ?9**'J65fn 5»f32 '’5»nfc»Ii:e5e3‘6 " It-'S ilef ы М ". f 

.ncioj ,b*ou .liat.w  M M M Ij elwwq itMbmfl rlOYnweq 
- При k=' ч Ф (п)^ ( 7>0 O.

( _i_ + J L  =1 ) теорема 2 ранее была установлена в работе 
р q
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Я.Г.Притуш (2]. bf
Далее з первой главе, как следствие из теореї ы I, при 

7=0 доказывался критерии сходи^ЛЙ^* |ядов вида (4) для рав­
номерных почти-периодических функций, имеющих вариацию поряд­
ка (2,ш) ( 0<ГО<2 ). ’

Функция f(x)cB имеет вариацию 'ткп5ядкаиі І2ч,т)і если
’■ - ьс -,ч ms.существует

„г-v : -г

Sup I \t{x )r2t( Xj7 J 4 ' > + *<“*»> f  r'
Ї jft ' й *

X  ;-»:S 5  3 1® 5§Ц )£  
где зе - произвольное деление интервала [*,ь] ' точками

Г ’;S1 ^  ̂  
Реїультатї . главы IJ относятся 'к почти-ггерио^ёйййл 

функциям Безиковича, показатели Фурьб которых гафют един­
ственную предельную точку ч нуле. ПрИРОДЙТСЯ новые" ІфсІіЩпГ 
абсолютной сходимости рядов Фурье фунйии г(кЛВ^'^^^оше 
дополняют и, в некотором случае, усиливают резульҐайРpabof 
А.С.Джафарова, Г .А. Мамедова [3] и гііП.Куііцова Р4}^4£̂

Теорема 3. Пусть для cnewrjta 'r fci‘n }*J" 'фуіШІЙ* V  l$!f, * 

В"ПОЛНЯЮТСЯ условия , д < .

К^~к  • V O in_a> (п-1,2....... а>0 ).
" * ■ ,ta*.&?eec®eio<ffl ї

Если при 0<р<2, 0<7<1, к>-^ р^~— ■• вшіолйено «weuSt

, ■
нР(г.п)в < „ , (6)

2"  ____   ____  *  _  ■ ________ • ________ ;  _ Д ,_ ..  _
2 . ГТрит̂ ла ЯТГ. Про абсолютну зЗТжннїсть рядів Фурье мТйке 

периодичних функций // Віснік Львів, ун-ту,' сер. MexJwatr',-' •
1971, 137, Яз, о. 72-80.
3. Джафаров А.С., Мамедов Г.А. Об абсолютной сходимости рядов

Фурье п.-п. функций Безиковича // Известия АН Аздрб«$(8*о* 
сер. физ-тех и мат., 1233, *5. с. 8-13. ,

4. Купцов Н.П. Об абсолютной сходимости рядов Фурье 
ций // Мат.сб. 1956, 40(82), ЛИ, с. 157-178.

п.-п. функ-
. •< ,»

■ \Г

P s  I>) fitis
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Ї0 рад

|Р (7)
І " ’1*-

СХОДЯТСЯ.
При исследовании абсолютное сходимости рядов вида (7) 

для рассматриваемого спектра’авторами работ [21. [31. [4] ис­
пользована характеристика, определяющаяся с помощью щгобразо- 
В'яия Лапласа

00
0(Г;в»в) - в Sup| X exp(-Ot)f(x-t)ехр(i6t)dt| ( 0>0. 0€R ).

X о
Характеристика (г) для изучения абсолютной сходимости 

ряда Фурье при любом к применена впервые в работе £51-
Возаикает естественно вопрос, в какой мере условия (6) 

в теореме 3 являются необходимыми для сходимости рядов вида 
(7). Следующее утверждение в какой-то мере дает ответ на 
этот вопрос.

■ Теорема 4. Пусть показатели Фурье А{А.П}“., функции 

Г' 0«ВЖ удовлетворяют условиям

• • , А,п*п'а ( п«1.2,... . а>о ),

И последовательность ее коэффициентов Фурье U n) монотонно 
убывают. Тогда из сходимости ряда (7) вытекает сходимость ряда

lS(f;2*®)^ ( 0<э<2. 0<7<1. k> Ttffi/2 ).

Последний пункт второй главы посвяявн изучению критериев 
сходимости рядов вида

. % ( n ) | A J *  ( 0<Р<2 ) .
п*»

который обобщает теорему 3.

57ТйанТ17$Г7~Хасанб§"Т17Х7'0<Га8сс. ю Ш Й -схоЗййостй~ряд6в 
Фурье п.-п. Ф::жций /7 Ряды Фурье: теория Я приложения. 
Киев, Институт Математики АН Украины, 1І92. с. 142-146.
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Для функций f(x)cBj • ряды Фурье которых не сходятся

абсолютно, естественно ставить вопрос об условиях абсолютной

суммируемости. Этот вопрос рассматривается в главе III нас­
тоящей работы, где в терминат модулей гладкое и и модулей ус­
реднений устанавливаются критерии абсолютной чезарзвекой или 
|С,а| - сумиируемости рядов Фурье.

В начале этой главы дан обзор работ по изучаемой теме 
и доказан ряд вспомогательных і гверкдений.

Исследованию критериев абсолютной чезаровскй суммируе­
мости рядов Фурье почти-периодических в смысле Безиковича 
функций, спектр которых имеют единственную предольную точку в 
бесконечности, посвящен 81 главы III.

Теорема 5. Цусть функция удовлетворяет всем

условиям теоремы I. Тогда из условия (5) при 0<р<2 , <Х7<1 
вытекает, что ряд

суммируъм методом |С,-7|.

Если f(x)€bp < 1<Р*2 ), то при любом 0< р < -р?г и
7=р(1-1/р) такой результат ранес был голучен О.Сасом Гб І, а 
для 0<7<Р(1-1/р) был получен М.Ф.Тиманом (?]. 6 случае, ког­
да равномерная почти-периодическая в смысле Бора функция f(x) 
имеет 01раниченную вариацию порядкз к и р и ,,а также функ­
ция f(x)«B. и Э=ч аналогичный результат получен автором [в].
57_За51г-57-РойгТёг~йё?т5ё~апЗ-твап~гоойй11_о?~ооп11пйТ^у-77 

Trans, Amer. math, воо., 1934, 42, Jfe, 366-395.
7, Тиман М.Ф. Зауваження до питання про абсолютну сумовність 

ортогональних рядів // Доповіді АН Украінскоі РСР, 1966, 
*12, с. 153І

8. Хасанов Ю.Х. Об абсолютной сходимости рядов Фурье п.-п. 
функций // Тезисы докладов конференции "Конструктивная 
теория функций", Санкт-Петербург, 1992, с., 66-68.

і - . т »
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яотнядаыювзв зівіїсяараРрвфб устанавливается, что если спектр 

л ^ *р ^ г ;<г®гнйци»':адйсЙВоо^Довлетворяет условиям (3) ,  то

п £ Г Е- і Ш і ^ с л Ш Івежг
-04 йвЛ^ДиМ и Ч С'СН&ЗЯЛ йен
Г г Волоасо^абй ЕснтотлоЬь

^ . - О *  (_ г  }*t 4 (1 , X- t )  < со (8 )
r-a V Ж *

эмэт 1омверней or ToCsq qc
обеспечивает |0,a| пй£ЩШ*мость ряда Фурье функции 

*%Mfci| i tooaoqesep йонтл.
втовоаздВ глиьи И I ^ассиатриваются критерии jc,a| - сум.л- 
pyettsera почта шмурздярфурье функции г(х)еВг для различ­

ных значений a ( -1<а<1/2і) в случае, когда ее показатели 

Щ ^ ^ ^ ^ютг^дайкЛвенную предельную точку в нуле.

f>̂  ДЛЯ 'ЙІт^атШІгій'' Значений а указывается следующиГ 
критерий |о,а| - суммируемости рядов Фурье функций г(хНВ2-

Теорема 6. Пусть для спектра Л{А.п}”г1 функции f(x)«B2 

выполняются условия

М И п » }  ( п-1,2....«>0 ).
n - y t q '’ > ч >0 мо&жі sqi;

Є , І і1 ;’* пк>л̂ ^ 0.;я.г''! ни*
-1 0 *  . 9« P W  J
(х)ї нщінщ^еч'. эаоюкг* •* ;»t ’
-ЛНїФ «ЮШТ £ , ■- П Я fЯГ

скг<іі ,
ГГ~Гг|]. ЇП;БосГп8»г

Т° Р ЯД . - * * . * . 5 *
«пінасг'іо чнта#)|^ ̂(bqn f 

,dder 105t4lBqH'C НА
сужшруем методом IС. —ТI .

■’* Следупщй ̂ аулй'ат^г главы III устанавливает критерий 
|0.ар^ сую^у^'юстй'їпя значений a>0.

• be-с.? • » £■?• г , - *
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Теорема 7. Пусть спектр Л{\п)”з1 функции f(s)cBj удов­

летворяет условиям
*

< п=1,2,...) , lira |\J=0.
п-кю

Если выполнены условия 

у  2«.х«-а, цР )ж < 00 ( -1 <а<1/2 ),
V = О Z *

то ряд Фурье функции f(x)?Bj I с,а I - суммируем почти всюду

при -1<а<1/2.
Последняя глава диссертации посвящена вопросу абсолютной 

сходимости кратных рядов Фурье почти-периодических в ему зле 
Безиковича функций нескольких переменных в зависимости от по­
ведения их спектров. В начале главы дается краткий историчес­
кий обзор результатов И.Е.Жака, Ю.Мусе.мака и М.Ф.Тимана по 
затрагиваемым проблемам в периодическом случае.*

В этой главе мы не ставим перед собой целью получить для 
почти-периодических функций многих переменных аналоги всех 
результатов в периодическом случае. В ней устанавливаются 
аналоги лишь некоторых из результатов М.Ф.Тимана.[9і.

Определение 2. Функцию f(х1,х1,....хк) будем называть

Вр ’- пичти-периодической или почти-периодической в смысле

Безиковича ( ря ), если

1) |f(xi х1,'...,зк)|р измерима/и интегрируема в смысле Лебега 

на любом к - мерном кубе пространства Rk ;

2) г )

Р

Т Т

= { 11ш (2Т)~к J  ■ r!f(xt,...,xk)|p<Jhc1...
1 т-°° -т -т

9Т”Тйман_Я7Ф7‘05^3солютабй_сі6Шостй"іфатанх-ряд6в_Фурье~77 
Доклады АН СССР, 1961, 1*>7, №у, с. 1074-1077
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= I B{|fixl,xs;,....xk)|',}j < 00 ;

3) существует последовательность тригонометрических сумм

“ і - * -  Ґ  Cm .............  .
m  s o  m  s o  1 k 1 k
і k

для которой при П.-wo ( j=1,2,...,k )

D (k>{f ( x » , x 2 ..................Xk*~  pn ; . . . . n  = ° -
В  *• l k  >

P

Пространство функций, удовлетворяющих всем условиям оп­

ределения 2, будем называть Врк,-ЦРОстранством или к - мер­

ным щюстрацством Безиковича, в котором за норму функции 

t(xltxz....Хі.)€ВрЬ ( РЯ. к=1,2,...) принимается величина

........ xk) lP)} < » ■
-Р

Результаты четвертой главы ( теоремы 4.6 и 4.8 ) уста­
навливают условия, обеспечивающие абсолютную сходимость рядов

Фурье для функций из пространств Врк> ( рЯ ) . Эти теоремы

обобщают на случай функций многих переменных результаты главы 
I и главы II настоящей диссертации.

Основные результаты диссертации опубликованы в следующих 
работрх,

1. Хасанов Ю.Х. Об абсолютной сходимости рядов Фурье почти- 
периодических функций // Тезисы докладов конференции "конструк­
тивная теория функций", Санкт-Петербург, 1992, с. 66-60.
2. Тиман М.Ф., Хасанов Ю.Х. Об абсолютной сходимости рядог

Pn .... <X.....*k>“
і к
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Фурье почти-периодических функций // Ряды Фурье: теория и при­
ложения. Киев. Институт Математики АН Украины, 1992,C.142-146.
3. Хасанов L.X. 00 абсолютной сводимо„ти рядов Фурье почти- 

периодических функций Безиковича // Тезисы докладов математи­
ческой школы "Теория функций. Дифференциальные уравнения в. ма­
тематическом моделировании". Воронеж, 1993, с. 138.
4. Хасанов Ю.Х. 00 абсолютной сходимости кратных рядов 

Фурье // Тезисы международной конференции "Теорія наближення 
та задачі обчислювальної математики", Днепропетровск, 1993,
с. 196.
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