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ОБЩАЯ Х А Р А К Т Е Р И С Т И К А  РАБОТЫ

Актуальность работы. При исследовании движений реальных 
объектов современной техники широко используется модель абсолютно 
твердого тела либо системы связанных твердых тел (ОСТТ).

Используя модель ССТТ, можно решать задачи исследования 
динамических свойств стержневых конструкций.

Одним из важнейших свойств изучаемых объектов является 

свойство устойчивости их стационарных движений, ибо, как правило, 
именно им соответствуют движения реальных устройств. Этим и 
определяется актуальность нахождения условий устойчивости 
стационарных движений как одного твердого тела, так и ССТТ.

Существенный вклад в исследование устойчивости стационарных 
движений твердого тела, находящегося в различных силовых поляї, 

внесли Кузьмин П.А., Рубановский В.Н., Румянцев В.В., Четаев Н.Г., 
Ковалев А.М., Савченко А.Я. и другие.

Имеются немалые достижения отечественной и зарубежной науки, 
посвященные изучению движения объектов, моделируемых ССТТ. С реше­
нием этих задач связаны имена ведущих ученых, таких как И. Виттен- 

бург, Г.В. Горр, A.D. Ишлинский, Д.М. Климов, В.Н. Коаляков, Д.М. 
Маркин, А.И. Лурье, В.В. Румянцев, А.Я. Савченко, В.А* Стороженко, 
М.Е. Темченко, П.В. Харламов, Н.Г. Четаев и других.

Цель работы. Исследовать влияние дебаланса тяги и 
диссипативных сил, действующих на тело со сторны среды, на 
существование его равномерных вращений и их устойчивость; провести 

детальный анализ областей выполнения необходимых условий 
устойчивости равномерных вршцеюй системы двух гироскопов 
Лагранжа, связанных упругим сферическим анизотропным шарниром.

Метода исследования. При исследованиях, проводимых в 
диссертационной работе, использовались методы аналитической 
механики и теории устойчивости движения. Уравнения движения одного 
твердого тела записаны в форме уравнений Эйлера - Пуассона, а 
уравнения движения системы двух связаны* тверда тел в форме 
уравнений Лагранжа второго рода. Условия устойчивости исследуемых 

стационарных движений найдены с помощью первого метода Ляпунова. 
При работе над этими условиями использовался язык аналитических 
преобразований «ля ГЮВМ REDUCE, а при построении областей 
устойчивости система автоматизации инженерных расчетов MATLAB.
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Научная новизна работа состоят в следующем.
Получены уравнения движения твердого тела с неподвижной 

точкой, на которое действуют дебаланс тяги и диссипативная сила.

Найдены и проанализированы условия существования равномерных 
вращений изучаемой системы.

Исследована устойчивость равномерных вращений гироскопа 

Лагранжа с помощью первого метода Ляпунове.

Проведен детальный анализ полученных условий для сплюснутого, 
вытянутого и сильно вытянутого гироскопов в случае отсутствия 

экваториального демпфирования.
Исследована устойчивость стационарных движений гироскопа 

Лаграшіа в случае полной диссипации.
Построены уравнения движения системы двух гироскопов 

Лагранжа, соединенных упругим сферическим анизотропным шарниром.

Выведения необходимые условия устойчивости равномерных 
вращений изучаемой системы двух гироскопов.

Аналитически исследованы полученные условия в случае сильно 

вытянутых гироскопов.
Построены области выполнения необходимых условий устойчивости 

равномерных вращений сильно вытянутых гироскопов в плоскости 

параметров к, *, характеризующих жесткости шарнира.
Практическая ценность. Полученные в настоящей работе 

результаты имеют теоретическое значение, а также могут быть 

использованы при исследовании устойчивости некоторых рабочих 
режимов устройств, моделируемых как одним твердым телом, так и 

системой двух связанных твердых тел, находящихся в режимах 

различного силового воздействия.
Апробация работа. Основные результаты диссертационной работы 

докладывались на семинарах отделов прикладной механики, 

технической механики Института прикладной математики и механики АН 

Украины.
Структура я объем работа. Диссертация состоит из 3 глав 

(включая введение), заключения и стгиска литературы <10? 

наименования). Объем работы (31 страниц машин' пигного т̂к̂тз. 

Количество рисунков 50.
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СО Д ЕРЖ АНЕ Д ОСЕРРТАЦИИ

В первой, вводной, главе обоснована актуальность темн, дан 
обзор работ, относящихся к теме диссертации, кратко изложено
содержание работы и сформулированы основные результаты, выносимые 
автором на защиту.

Во второй главе изучены необходимые условия устойчивости 
равномерных вращений первого основного обьекта исследования - 

твердого тела в сопротивляпцейся среде, к которому, кроме обычного 
опрокидывающего или восстанавливать го момента, диссипативных сил,

приложена сила У, вызванная дебалансом тяги.

В пункте 2.1 приведены уравнения движения такой системы:

А* Ч “ < А. ' V  ш* + р h Т, ~ т ь " * Ч •

А,м, ’ ( А, - At) и, ы, + V h 7t - ае ,

A, (<>e » a F -  к ы, , ^

7, * ug7t - ш,7# (12 3) .

где Р = ?7 - сила тяжести, 7 ( 7t, уа, 7#) - едини'пшй вектор, 
направленный противоположно силе тяжести, 7jt 7> - проекции 

вектора 7 на подвижные оси Ох, Оу, Оя, жестко связанные с

„ твердым телом, F ( 0 , F , 0) - сила, приложенная к точке N

тела с координатами ( а. О, b) , I' ( - іш , - «и , - ашя) -

момент диссипативной силы относительно точки 0 , а, ж -
положительные козфициента, характеризующие диссипацию;

о)в - проекции угловой скорости тела <5 на подвижные _ оси,

С (0, 0, h) - центр масс тела, kt, Аш - моменты инерции твердого
тела.
Уравнения (1) допускают решения
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О й _ - в  и *' (*' )* В ж' (Aflw +  Рае' )
Ч - ш т Г » -----------* т .---------------- • ^

( 1 = 1.2,3 ), где Д - ( А О U) + Р ж' )* + ( ж' ж' ш )*,

</ . (ш;)* ♦ (и»;)* + (и»;)* , р' = рь / 4, , в = р ь / а, ,

А « а Р / А, , * - ж / ( ь / Т *') • ж = ж / ( ка / р Г ),

в = algn ( р ), р = | Р | , р - 1 - А, / А,, ш' = и /(Г"

( 1 в 1,2,3). В новых переменных дифференцирование ведется по

dt = di / рТ . В дальнейшем штрихи опускаем.
Решения (2) соответствуют равномерный вращениям твердого тела с 

угловой скоростью ы, определяемой из уравнения

( А* + а̂а?)ш4 + 2АР8аа/ + ( Р*Ж* - - А*а̂ - А4ж"*)с/-

- 2А*Рж‘8ш - А*Р* - 0  (3)

Показано, что изучаемая система имеет либо два, либо четыре 

равномерных вращения.
В пункте 2.2 выписаны дифферешдаальше уравнения возмущенного 

движения, проведена их линеаризация. Обычным образом подучено 
характеристическое уравнение* соответствующее уравнениям первого 
приближения:

К ( ж + \ ) | \*РЖ + г\'ж Р* + Xі ( + </•£ + ша -  27,Р р ) +

+ гх ( id* -  *7,pp ) + tfif + + Р*т£ + РЄиг7,(т£+1) I =0 (4 )

Условия неположительности действительных частей корней 
характеристического уравнения и являются необходимыми условиями 
устойчивости изучаемого решения по Ляпунову.

Пункт , 2.3 посвящен случаю отсутствия экваториального
демпфирования ( ж * 0 ). Используя критерий Покровского, в 
Плоскости параметров ОЬх , где і = ж*Р*А~* , Ь = В*Р~* ,
построены области Qt и С̂, для которых изучаемая система
допускает соответственно четыре либо два равномерных вращения. Для 
исследования устойчивое™ равномерных вращений введена в

А
s= ...... -  f

LSt'

(2)
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рассмотрение полуплоскость параметров Сйы ( *>0 • ).
В полуплоскости Оял) построена кривая L , уравнение которой

f( ш, х ) = А*ш4 + 2АРбащ* + ( Р*й* - B V  -AV*)uf -

- 2A*Paf'&> - А*Р* « О

определяет зависимость величины угловой скорости ш от значения 
осевого демпфирования. Получены неравенства:

f,( х , w ) > о , ft< *  . и ) > 0 , іш( х , w ) > 0 , (5)

где f ( х , ш ) (1=1,2,3) выписаны в явном виде.

Неравенства (5) определяют в полуплоскости Оввш область 
выполнения Необходимых условий устойчивости G в случае 

отсутствия экваториального демпфирования.
Далее рассмотрен наиболее интересный с точки зрения приложения 
случай сильно вытянутого гироскопа ( At>>At ). В полуплоскости 
О0ВШ построены области устойчивости равномерных вращений совместно 
с кривой L. Тем точкам кривой L , которые лежат в области 
устойчивости, соответствуют устойчивые равномерные вращения, 
остальным - неустойчивые. Доказано, что при Ъ < 1 существует 

такое значение хо , что для каждого х < хо существуют два

стационарных движения, одно из которых устойчиво, а для «аждого

х і *о существуют четыре стационарных движения, из которых 
устойчиво два. При b > 1 существуют два стационарных вращения, 
причем существует такое значение xt, чтодля каждого х ъ х% оба 

эти вращения устойчивы, а для каждого зе < ж устойчиво только 
одно.

Далее рассмотрен случай вытянутого гироскопа ( As < А( или 9=1 , 

Ре(0,1) ). Установлена, что для Ь < 1 существуют такие значения 
* , <?0, что при х < xt существуют два устойчивых стационарных 
движения, при эе $ х < хо существуют два стационарных движения, 

одно из которых устойчиво, а при ж > хо существуют четыре 
стационарных движения, из которых устойчиво две. Если Ь > 1 , то 

существуют такие значения Ь* , ж, , ж, что для 1 < Ъ < Ь* 
при ж<жг и Ж'*з существуют два устойчивых равномерных 
вращения, а при ї ( і существуют два равномерных вращения, 
из которых устой-шво одно. Для Ъ > b* V ж существуют два
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устойчивых равномерных вращещя.
Дальнейшие исследования ленного раздела посещены сплюснутому 
гироскопу Лагранжа ( в = - 1 , 0 е ( 0, 1 ) ) . Показано, что

существуют такие значения ас0 , \  , что при b < 1&JJ. < 1
Р°

для х < ае0 существуют два устойчивых стационарных движения, а для 
х > аео существуют четыре стационарных движения, из которых при 
х < х9 устойчиво три, е при ж > х% устойчиво два. При

ібі-U  < Ь < 1 для ж < жа существуют два устойчивых стационарных 

Р°
движения, е для * > *„ существуют 49тара стационарных движения, из 
которых устойчиво два. При Ь > 1 существуют двй устойчивых 
стационарных движения.

В пункте 8.4 исследована устойчивость равномерных вращений в 
случав полной диссипации ( * * Q ). Анализ влияния
экваториального демпфирования проведен для случаев в=1, р=1 и 
й=-і, р=1 .

Используя критерий Гурвица, для характеристического уравнения (4) 
получены необходимее условия устойчивости изучаемох’о движения:

?t{a,i,u))>0 , Р,(ж,ж,и)>0 , Р#1*,ж,ш) > 0 , Р4(а;,і,ш)>0 , (6)

где F (ae.i.u) (1*1,2,3,4) выписаны в яваом виде. В полуплоскости 

Оаы построена область 0 выполнения условий (8) . Показано, что 
кривая Ь, определяемая соотношением (3), состоит из двух ветвей, 
лежащих соответственно в квадрантах ш>0 и охО. Приведены 

различные варианты взаиморасположения кривой L, определяицей 
угловые скорости равномерных вращений, и области G. Тем самым 
определены существование и устойчивость равномерных вращений: тем 
точкам кривой Ь , которые лежат в области устойчивости, 
соответствуют устойчивые равномерные вращения, остальным - 
неустойчивые,

Креме того, проведен графзанЛЙ&Жческий анализ существования 
и устойчивости равномерных вращений в плоскости параметров Оаеш. 
Для случая 8=1, р=1 доказано, что существует такое
значение ж* , что если ( b, t ) е Qt и а? > хгп, то существуют 
два стационарных вращения, одно из которых устойчиво; при 
ж* і ае? существуют четыре стационарных вращения, из которых 
устойчиво три. Если ( Ь, х ) € Qj то при любом экваториальном
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демпфировании возможно только два стационарных вращения, из 
которых устойчиво одно.

Для случая Э=-1, р=1 . установлено, что существует такое значение 
а£ , что если ( b, 'х ) € Q, и 4 а£, то существуют четыре 
стационарных вращения твердого тела, два из которых устойчивы; при 

ж* > *£ существуют два стационарны*, вращения, из которых 
устойчиво одно. Если ( Ь, х ) € 0̂  то для любых значений ае* 
существуют два равномерных вращения, одно из которых устойчиво .

В третьей главе исследованы необходимые условия устойчивости 
равномерных вращений системы двух гироскопов Лагранжа, связанных 
упругим сферическим анизотропным шарниром, один из которых имеет 
неподвижную точку.

В пункте 3.1 получены уравнения движения второго основного 
объекта исследования, - находящейся в поле силы тяжести системы 

двух гироскопов Лагранжа St и , оси симметрии которых It и 
1̂  имеют_ общую точку 0г . Точка 0̂  оси неподвижна.

Вектор Ев направлен по оси L , et - по осй Lt таким
образом, что координаты центров масс тел S1 и St - ct в ct
- положительны соответственно в системах координат ОД®,®, И 

° Aeiea • К9СТК0 связанных с телами S| и St.
В качестве обобщенных координат выбраны два набора углов Крылова

V "  $і , Фі (1=1,2).
Уравнения движения изучаемой механической системы определяются 
лагранжианом

L - Т - П = Т - П4 - - Пв ,

где Т = 1/2 * [ В,( 0., + ф4 соа 0t ) + Вж( Bt -і ф* сов 9t ) +

+ At( ф, - ф4 alne4 )* + Аа( фг - ф2 а1пвг )1 3 f

+ ĥ Cj.SjC 04fit [ cose^ioaSj + 8Іпвівіп0їсоа(фі - ф ,)) +

+ ф4фг совЄ1соа0гсоа( фі - фг) + 0Д в1п9гсовЄіз1л( ф4 - ф,) -

- 0,фг ainet соа02 в1л( ф, ~ф, ) ) ,
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П, = ( m4c, + m^a ) g совв4 соэф, + m,ctg cose, фаф, ,

П, И /2 к* ( ( 0, - 0, )" + ( ф, - ф, )*]+...,

П.» 1/2 ^(Ф,-  <р,)* + at (Є,- Є,) + (фг  Ф,)П<Р,-

в’=в4+п̂в* ; в определяется равенством 0t0f = а Ёа ,

L , В. - осевой и экваториальный моменты инерции тела St

относительно точки 0t ; а - месса тела St (1=1,2) ,

ПП. |
1с = — р характеризует упругий "восстанавливащий"

(Зф | ф=0

момент, стремящийся сохранить коллинеарность осей Lt и L,, ж1

характеризует упругий момент, препятствующий * кручению " теле S4
относительно тела Sf, параметр а определяет взаимозависимость 

прогибов в направлении изменения угла ф и "кручения", 

характеризуемого углом Ф, ~ Ф, •
Указано решение, которому соответствуют равномерные вращения 
системы тел как одного твердого тела вокруг вертикали.

В пункте 3.2 построено характеристическое уравнение,

соответствующее уравнениям первого приближения:

А(х)= 1/2 xt С xAfA, + ae^VA,) )А. + г +̂А^а'А.І = 0, (7)

где At, А4 - известные многочлены от х = X*.
Необходимыми условиями устойчивости равномерных вращений будут 

условия, при которых корни уравнения (7) действительны и 

неположительны.
В наиболее интересном с точки зрения приложения случае сильно 

вытянутых гироскопов эти условия выписаны в виде неравенств:

к, *, а) > О (1*1,2,3,4), Ф,( к, ж, а) > 0 (1,2). (8)

В пункте 3.3 проанализированы условия (8). Установлено, что 

при М4 + Мя > 0 равномерные вращения неустойчивы, а при 
Mt + Ut < 0 необходимые условия устойчивости определяются из 

неравенств:
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к’> (В,-Вд )/l (Bi+Bi+2N)ae’ 1+ОД+ВД)/ (B1+B2+2N). 

к' > (m2-m, )/C (Mt+M, )* ’ 1+M М / (If, +M2),

[ a e ^ k ^ + B ^ N J - B ^ - B ^ + B , - ^ } * -  - (9)

-4ae' (BiB2-N*)[ae' (МД-к* (М1+М2))+<М2-М,)1Ю. 

к' > M,M2 / (Mi + M2),

где *' = v? / ( 2a* ), k' = k*. N = m2c2s, M4 = ( n^s + mtct )g, 

M2 = iK,c2g.
і <

В плоскости параметров к , ае построены области выполнения условий 
(9) совместно с областью, определяющей допустимые значения для 

параметров к , ае , Которые позволяют оцедить влияние 
анизотропности шарнира на устойчивость изучаемых равномерных 
вращений.

Основные результаты диссерртацга, выносимые на защиту:

1. Найдены условия существования равномерных вращений 
гироскопа Лагранжа при наличии диссипации и дебаланса 
тяги.

2. Установлены необходимые условия устойчивости изучаемых 
равномерных вращений.

3. Проведен детальный анализ полученных условий для 
сплкснутого, вытянутого и сильно вытянутого гироскопов в 

случае отсутствия экваториального демпфирования.
4. Исследована устойчивость, стационарных движений гироскопа 

Лагранжа в случае полной диссипации.
5. Построены уравнения движения системы двух гироскопов 

Лагранжа, соединенных упругим сферическим анизотропным 
шарниром.

6. Выведении необходимо условия устойчивости равномерных 
вращений изучаемой системы двух гироскопов.

7. Аналитически Исследовании полученные условия в случае 
сильно вытянутых гироскопов.
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8. Построены области выполнения необходимых условий 
устойчивости равномерных вращений сильно вытянутых 

гироскопов в плоскости параметров к, ае, характеризующих 
жесткости шарнира.
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