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Загальна характеристика робота

Лктузпьнісгь теми. Конвекція рідини (газу) як фізичне явище 
цуже нироко розповсюджена в природі і II вивчеиня відіграє важливу 
роль в багатьох Галузях практичної діяльності лвдини - таких як
анергатика, хімічна технологія, металургія, метеорологія, 
агрстехніка та ікві. Одними з найбільш актуальних в теоретичному І 
прикладному аспектах дослідження є задачі, пов’язані з тепловою 
конвекцією в'язкої нестисливої рідини, що описуються рівняннями 
Нав'є-Стскса в наближенні Обербека-Б; сі неска. Поряд з тим, що ці
рівняння є однією з найбільш досліджених математичних моделей 
(Де. Яере, Дж. Ліоне, Р. Темам, У. Хопф, 0. 0. Лздижйнське; В. А. 
Солониіков, К. К. Головкі н та 1 нм.) , І снує ряд принципових питань, 
які вимагають відповіді. Таким є питання про однозначну 
розв'язність пов'язаних з цими рівняннями задач в загальною’
тривимірному виг дку, ствердно відповісти на яке можна поки-ио лиие 
прп суттєвих обмеженнях на вихідні дані задачі.

Поряд з теоретичним дослідженням задач конвекції ріди.іл значка 
роль відводиться їх чисельному моделюванню ( Г. 3. Гершуні, 
Є. М. Жухо:;.іцький, Є. Л. Тарунін, В. І. Полежаев. М. М. Яненко, 
А. 0. Дородніцин, Б. Я. Рождественский, 0. А. самарський,
Р.Темам, П. Роуч та їй ). Цей аспект досліджень також пов'язанчй
Із значними труднощами, викликаними складністю задач, що полягає в 
нелінійності, високо-ту порядку, багатовнмі рност!, наяг ості малого 
параметра при стартих похідних диференціальних рівнянь, якими ні 
задачі описуються. Тому надзвичайно ва’кливим є розробка ефективних 
метод!в для їх наближеного розв'язування.

Мета роботи:
- дослідження однозначно! розв'язності нєстаціонарнкх задач 

коїюекиїї як чисто гідродинамічного типу, так і задач теплової 
КонввкціІ рі динн у тривимі рні ft замкнут!й області;

- розробка алгоритму наближеного розв'язування задач про 
конвекцію рідини, який базується на застосуванні методу Гальоркіна 
для апроксимації розв'язків;

- дослідження ефективності застосування методу Гальог^Іна пр» 
наближеному розв'язуванні задач про теплову конвекцію рідини;
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чисельно моделювання стаціонарної І нестаціонарної течій в 
широкому діапазоні характеристичних чисел течП {число Грасгара 
аг я ю 4 - 10і5) та аналіз результатів.

методика дгсліджрнь. В роботі використовуються методи 
функціонального еналізу, теорія узагальнених ф нкціа. прикладні 
аспект» тесріі варіаціЯких методів, метод скінченних різниць, 
ітераційний кетод наближеного розв'язування нелінійних алгебраїчних 
систем.

На захист виносяться такі результати:
- копі локальні оцінки гальоркінських наближень до розв'язків 

задач конвєшії в'язкої нестисливої рідини, як! узагальнюють 
аналогічні результати О. О. ЛадяженськоІ 1 м. к. Коренева, та 
сформульовані на основі цих оцінок локальні теореми Існування 1 
єдикості розв'язків цих задач;

- обгрунтування переваги застосування методу Гальоркіна при 
наближеному розв'язуванні задач конвекції з високою Інтенсивністю 
течії над скінченно-різницевим метогсм та методом скінченних 
елементів,

- принципи застосування методу гальоркіна при чисельному 
моделюванні процесів теплової конвекції та оснований на цьому 
методі алгоритм;

- нові результати чисельного моделювання осасиметричної задачі 
стаціонарної теплової конвекціІ рідини в циліндрі, що 
підігрівається збоку;

- результати чисельного моделювання нестаціонарних задач
теплової конвекції рідини при великих значеннях числа Прастара.

Наукова новизна, отримані нові оцінки для гальоркінських
наближень до розв'язків тривимірних нестаціонарних задач конвекції 
рідини, які узагальнюють відомі результати і збільшують часовий
проміжок дії теорем про однозначну розв'язність вказаних задач.

досліджено методологію застосування методу Гальоркіна при 
наближеному розв'язуванні тривимірних нестаціонарних задач 
конвекці І рі лини І обгрунтовано перевагу неперервної апроксимаці І 
по простору над методами скінченних різниць та скінченних 
елементів. При цьому виявлено високу ефективність використання
Функцій Лежандра для побудови наближеного розв'язку в 
c.J нченновимі рному базисі.
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Розроблено алгоритм обчислень 1 побудовано комплекс програм, 

що грунтується на застосуванні методу Гальорці на. для наближеного 
розв'язування осесиметричник за"їч теплової конвекції. Чисельним 
моделюванням встановлено 1 обгрунтовано нові ефекти в стаціонарному 
русі рідини а скінченному круговому циліндрі, що підігрівається 
збоку, які суттєво відрізняються від відомих. На основі чисельного 
моделювання досліджено еволюцію термоконвекці! при великих 
значеннях числа Грасгофа (Сг = Ю 7 - 10і5).

Практична цінність. Отрі..-saHi результати дослідження 
однозначної розв'язності тривимірних кястаціонарних задач конвекції 
рідини моиуть бути використані в «осліЛ'ТОЧИХ дослідженнях в 
напрямку встановлення єдиного глобального розв'язку цих задач.

Розроблена методологія застосування методу Гальоркіна при 
наближеному розв'язуванні тривимірних нестаціонарних задач 
термоконвекці ї, а також алгоритм обчислень І створений комплекс 
програм можуть бути використані для чисельного дослідження 
різноманітних <різичних процесів, пов'язаних э конвекцією рідини.

Апробація роботи. Основні результати роботи доповідались:
- на аколі-сені нар! "Динамика твердых и упругих тел, 

взаимодействующих с щцкосгью" (м. Київ, Ї882 р.);
- на республіканські* конференції по нелінійних задачах 

математичної фі зики (м. Донецьк, 1983 p.);
- на 4-му засіданні міжнародного бюро по гірничій тегшофізиь. 

(Великобританія, 1985 р.;:
- на конфереі^іГ "Лаврентьевские чтения по математике, 

механике и физике’ (м. Хяїв. 1089 р.);
- на ресиублікамській конференції ’Экстремальные задачи теории 

приближенна и их применение■ (м. Київ, 1990 р.);
- на семінарах відділів прикладних досліджень, динаміки і 

стійкості багатсеикірних свіягем Інституту математики АН України.

Публікації. По темі дисертації опубліковано 10 робіт, список 
яких наведено ннкча.

Структура та обсяг роботи. Робота ск-здається Із вступу, трьох 
глав, висновків та списку цитованої літератури I містять 10в 
сторінок тексту, еклхнаячи в таблиць та 7 рисунків (з ваг'актами). 
Описок літератури містить 85 найменувань.
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Основний ЗМІСТ роботи

У вступ! розглядається актуальність тематики в теоретичному I 
приютному аспекта , якої торкається дисертація. На основі 
бібліографічного аналізу проводить™ короткий Історичний огляд 
відповідної проблэматикц, а такоя висвітлевться основні труднощі, з 
яг-іми пов'язане II вивчення на даний час. Подається зміст 
приведених р. дисертації досліджень автора та результатів цих 
досліджень, а також апробація останніх.

§ 1 гл. 1 містить відомі твердження, що стосуються
функціональних просторів і нерівностей як для скалярних, так 1 для 
векторних ф у н к ц і я, які використовуються потім при узагальненій 
постанеш! розглянутих задач, побудові оцінок для гальоркінських 
наближень до їх розв'язків та Формулюванні творам про однозначну 
розв'язність даних задач, а також при розгляді питань про 
застосування методу Гальоркіна для наближеного розв'язування їх.

В § 2 цієї глави спочатку розглядається класична постановка 
задачі про нестаціонарну конвекцію в'язкої нестисливої рідини в 
обмеженому об'єм! Q при умовах прилипання на границі області 1 
задания початковій швидкості руху рідини І ( х )  та силя
збурення j ( x ,  і ) , що описується системою рівнянь

* (f 5) f « V Д ^ - 7 р * f , dt V 1? = 0 , (1)

* *<*> • *1, * 0 . (2)
т

пе ~9<Х, t ) ,  р ( х ,  t ) - відповідно, швидкість руху ріпшш 1 тиск в 
точві г s р с Ej в момент часу t * 10, Ті; v « c ons t  - в’язкість 
рідини; ST - границя області QT = Q х 10, ТІ. На основі цієї
постановим вводиться поняття узагальненого розв'язку.

Означення 1. Узагальненим розв’язком задачі (1), (2)в о
називається функція t(x, t ) <s ЇГ ‘ -"<?т J п J(QT). яка задовольняє
готожність

* t
J [  d t , ♦ у -  ( d -я) $, ?)] at = J(f, $) d t , (3 )
О о

при довільних $<х,  t ) 6 W ’-°f(?rJ п i <QT> та t <= 10, Гі і в якій
існують всі, що входять до неї, Інтеграли. Тут і далі рискою 
: врху (Г (Q ) ) позначаються простори вектор-функцій,
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відповідні відомим скалярним функліопальная просторам ( L 2CQr >), а 
нулик зверху в позначеіші просторів означає, що функції 
відповідник просторів рають нульовий слід на гракииі області їх 
визначення. 1 ( Q ) - підпросгір простор/ Г2<Q). но складається з 
соленоїдальних вектор-функцій. Конструкція ( , ) означає скалярний 
добуток в L ^ O f або в TZ(Q>.

Поряд з цим розглядається також поняття "слабкого" розв'язку, 
отриманого Е. X открой, і в цьому зв'язку - отримані 0. 0. Лапиженсь- 
коя точні межі класу єдь;:ост1 розв’язків, ио визначаються певними 
співві днояеннями, як! вони повн: ні задовольняти.

Яр стосується Функції р ( х ,  t ) , то завдяки узагальненій 
постановці задачі (1), (2) визначення її зводиться до окремої поряд 
з (4) задачі. В зв'язку з цим наводя,ься деякі відомі твердження 
про існування та єдиаість цієї складової розв'язку даної задачі, а 
також про її властивості.

Далі розглядається задача про іегоюву конвекцію, яка с 
наближенні Обербека-Бусі неска представ л петься системою рівнянь

t  * Cf- v tftv ? « '0 (4)

да и(х, і) - температура а точці х « Q с £э в момент час/ I * 
10, Ті, fi - коефіцієнт теплового розширення; прискорення силп 
тяжіння; я - текішратуропровіднісгь рідини; q(x, t) - внутрішні 
джерела тепла; ио(х> -  початкова температура рідини, інші величини 
означають те ж саме, що є в попередній задачі. На основі класичної 
постановки (4 )-(7 ) формулюється узагальнена постановка задачі.

Означення 2. Узагальненім розв'язком адач  ̂ (4)-< 7) при 1 « 
10, 71 назвемо пару функцій {? , и> < г<?т> л 7(Qr>. №’ (<?,>>• яка
задовольняє тотожності

(5)

(в)

“ft.. * u,<x} ’ “I* ' 0 ' ~  ( 7 '

t

* v ( 1 ' ,  i f ' )  - ( ( t  t )  $ ,  ? r j at -

0

(1



Jf'V в)  < К I
t

v  в ' )  -  ( ( ? v )  S. u>] ift =■ І (а, в

6

) dt (в)

при будь-яких t<x.  € РГ‘ ,о ('0т> г; 7(Qr> І в ( х , t) '*'г (Q7> дня
ясік t « ІО, ТІ і таких, що існувать sci інтеграли в цкк
' ОТОЖНОСТЯХ.

! ,  нарешті, розглядаються класична те узагальнена постановки 
задачі про теплову конвекцію в'язкої нестисливої рідини, ас 
заповнює циліндричну порожнину Qj скінчення); розмірів в 
теплопровідному твердому масиві -  аксіальному циліндрі Сг При 
!іьому використовуються безрозмірні зелячкнн виміру простору, часу, 
ашидкості та температури, а також вводиться функція течії 
*(т, і ) при припущенні аксіально! симетрії вихідних даних 
задачі. В наолиженні ССерОакй-Бусінесзса кя задача представляється 
наступною системою рівнянь;

( дф, г ~2Вф)
М -  г

9<Г. Z)
-  D ( Г.  7.) е 0 ( 10)

* [ I f  Г ІГгГТТ ] ' Л fl u ’ r ■ <r- ?) « г > 0; (И)

$ = fr̂  V \)>) » 0, fr, z) * Г(, £ * 0 ; (12)
І в I » I 1 rt - v II) 1 - 0, (r ,  Z)e r( , t > 0  ; (13)

V И) t « ll > / , (r ,  ї) e Г, І > 0 ; (14)
$ ( r , г .  Q) • $ ( г . г )  , ( г , г )  e Q •, (15)
u( r ,  7.. о; = чо(г, г )  , ( г ,  г )  в Q . (18)

по и (г .  2 ) л взагалі кажучи, розривна функція;

Ц ( Г,  7) • <Г-  г> е <?, 
игс . (г. г) , Ог

а * vp с ) A f <з і
( v . А> - • 1 1 1 . 1 - . (г, z) е І 1

7 г ■ *РгС* > Аг I NJ
0 олерятср Стокса:
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-у
В дані в системі функція течії ф(г, г , t > І безрозмірна

температура и ( г .  г .  t ) - відшукувані функції; Cr - gp8R3/*'2 - число 
Грасгсфа; *(г. г .  t )  і Г ( г .  г ,  t ) - функції збурення ротора
ввидкості та температура, відповідно; у - в’язкіс?гь рідини; 3 -
коефіцієнт теплового розширення рідини; g - величина прискорення 
сили тяжіння; р , с(. - відповідно густина, теплоємність тз
теплопровідність рідини ( ! - 1) 1 твердого масиву (І - 2):
а - а ( г .  г )  -  коефіцієнт теплопередачі на поверхні Г масиву <?г; 1*1
- стрибок на rt функції х .заданої в Q, рівний (жг ~ *j)|r (тут *і
і *2 - звуження функції на Qt 1 Q \ J}t . відповідно); И І -  
нормалі до Г І Г , відповідно. Ьсі наведені фізичні характеристики 
рідиня і твердого масиву вважаться постійними.

Отже рівняня (10) розглядається в циліндрі Q т = х 10. ТІ.
а рівняння (11) з розривним коефіцієнтами а І А, цо описує
розподіл температури як в рідині, так і в масиві, - в циліндрі QT- 
I P4U (O' \ 5 Л  10, Т) ( ж  випливає з крайовим умов, функцію
можна продовжити нулем в область <?т \ 01Т).

Характерними особливостями сформульованої затачі є 
ньлінійність. різні порядки диференціальних рівнянь (10), (11).
розривні cm коефіцієнтів правої частики рівняння (11), великі 
значення числа Gr (104 - 10,&), що в1длов!да*пь більиост! процесів 
теплообміну в рідинах, які зустрічаються на практиці.

Використовуючи наведені в дисертаціІ і нтегральні
співві«новення та відпоніаиі функціональні простори, "юрмулюється 
постановка задачі для узагальненого розв'язку.

Означення 3. Узагальненим розв'язком задачі (Ю)-(1в) назвемо 
пару функцій <#, и), *о належить простору х якио
вона задовольняє Інтегральні тотожності

j  і » ,  f  - ч і Я г і і  • ^ > 4 ^ :  « •« «  •

( 1 7 )

1 t

I  I  f f f  и ( Є ‘  і  u j  + A ( v u  • v 0 ) |  rrtrrtzrtf »
0 .
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= I  F Є rdrdzdt * J  /  fi Hi - a j  ц P dj ( 18)

Г Г
при всякому J e 10. Г! і ловількій парі ff, 8.) з ?*•' fQTJ x 
P' '((? >, де Оан?хсв1 простори ?*•“ f0T> в дисертації відповідним 
чином визначені.

В § 1 гл. 2 узагальнюються результати, стрятак! О. о. Лаяияен- 
ською для тривимірних нестаціонарнгх зеявч конвекції в’язкої 
нал ислиооі ріппн», по описуються наведеним» влвч рі «»чятілми (1), 
(2). ііе узагальнення стогується нзсамперел ои!яог для 
гяльорг! НСЫСШХ кайлижчи1- .«о розв’язків вказаних ЗАДОЧ І при
введених позначеннях

y ( t )  *  я у ( х . t )  » ,  f ( t )  «  » t )  г ,

Ір( I ) - I ¥tfx, t ) «. F ( t )  • * t* »>
ле са и в о л  в -а  о з н а ч а є  норму в  T^Q), сф ор м уя ьосакр  ?  зи гл я д !
н а сту п н о ї леми.

Лом а 1. Якко t(x. t). эаиоволькйБ при т * ж  е о і х  t «  10, Г1
'"ЧІ КВІ пноиенкя

1 у* . i f .  *> . {»>

\ і'* > v Ґ  • r f t , 1%) ♦ ((?,• *) іх. ?). (20)

то при всіх t « to, I 1 маюгь місив оцінгвп
r r t )  я  $ ( 0 > * *  ,  (21)

і (k )
t ( t )  а Сге * * , (22)

t * Г Г, , * (23)
" 1-і 1

♦ Л
лр п - довільне додати» натуральне чиоио. ft .«* Е * *

z < b )  •  4 к  p‘*UfO) * V *  * *]\ T. - максимальні значення" 1 I 1 I 1
. r  .  * .  " " f  1 » ,  <«>  \ V >  VФУНКЦІЇ Tt ( c ,  It) * у ft jcj € [л,с e ♦ ljj ,

nd досягав!ьоі в точках fc(. при умов!

г » І» - |е * V * ,  ♦ ft] j > 0 .



о

Для в с іх  I -  1.2.  . .  .п прн t ї  і 0 ,  ( і виконується такс» оаінк.г.

ян ї = і  , якщо е =* Є ( 1 к = А (.
Нп осяг®і отрн;«анкх оцінок (2!)-(24) формуаюється теорема про 

однозначні' розв'язність задачі (1), {2) на відрізку іО, tj.

окіиюкться знизу нерівністю  { 7:3) .
В § 2 я і є ї  гнав* розглядаються аналогічні оцінки для задачі 

( 4 ) - ( 7 ) .  В лансму випадку узагал ьн яться  р&зультати, отримані
Н. 1C. Кореневим.

Вбіеви податково ..означення

2< О  • »uOt. » Л .  4 ( t )  « , и „ ^ >  *  « а . Or. І Л .

R(t)  • *иж'(х,  t )J . де символ s-s означає гпзрму в І ги ь  
us узагальнення можне сформулювати у вагг.ялі наступник лем.

Лама Я Якио фумкці ї  %<х, і ) 1 u fx , 1) задовольняють пп* майво 
воік  1 «  10, ТІ оті вві дноенмня

^ ( t )  «■ г» J F l  dt  * 2 c [  e * x ‘ k (* ,e 's ♦ i j  . .*4

0

Творена і. Якяо З * W* (О) п У * ^ г (<*т)т
Tt « Гг то при 1 € 10, :ЙГ. tn * 10. TJ, існує єдяния
узагальнений розв'язок, для якого виконуються онінгя пекя 1 і ?ге
LJQ^). ї гж « I , fOT>. а ?. -  елемент простору JCQ.), ио
неперервно залежить від І в стаОкій топопсгіТ 7(Q) . Величина І

1 ^  У* ♦ Р .  -p (u  t ,  t )  * (Г, 1) .

I  ^  2 s ♦ * с* • ft?. « )  ,

(25)

(28)

J ЇГ ♦* * f ^  * ((V*) V  *) " Р(“Д’ *») * <М.> ’ (?7)
♦ ««* • ((Г-V) ut, U) * (V  tij . (28)

k t .  * [(*■») « ї. *t) * *{«,?■ *tJ  •( <? ?- \j (29)

то при BUlX t « to, 111» де t t » Г, ВИКОНУЄТЬСЯ ОЦІНКИ

( 3 0 )

< mt« c<t) * mln » p* jf|e [(a /S  t *4 C, *



т
ІО

* ё'2 *г| я *Di ♦ е* І «ч«г dtj ♦ с* I n/t«2 du| x
• 0

* єхр [ 2 г;4(41»--,т|,,% [гзг . г42) г] . с' , <зі>
t т

фг ( t )  * Z j ( e . й/ | F2 dt * tf2(0) ♦ £ 2 е"4 J f dt ♦
U О

* (ез2 * ̂ * ) *] Ся<г> * рг 12 ! 2[(2 е\ г V  е 'гг **) *■
т т т

X | С  dt <• \ Є2 j i q i * dtj ♦ е2 J »/t*2 dt^* C ' ( e ,  I )  . (32)
0 0 0

де e * (? , I » T75 ) задовсдаляє умову

У/г. ю  • у - \  г \  -(?. ♦ я)(ё2 * V / 3] - о .

а е - (с(. ( - Т75) - умову jr̂ e. ft) > 0 i t( оцінюється знизу
нерівністю

t( г 2 /1 г1 ( Е .  k ) C"1 (Є. ■ T‘{ft, C. £) . (33)
Лема 3. Якщо ~}(x,  t ) 1 u ( x ,  t ) задовольняють при t s 10, Tl

співвідноиєння (25)-(29), то при всіх t е С4».,* ES п ~
довільне додатне натуральне число, виконуються оиінки (31)-(33) I 
оцінка p( t > * f ♦ ft при значеннях /г * А і e ‘ * с , що

n -  1 в n ft
задовольняють максимум правої частини нерівності

f - t * 2 у (є, ft) ft2 C"* » r'fft, г*) (34)n a - 1  n 4 л * '

при умовах
7а(Є.  Ю . F - \ t\ - ♦ »)(е; * є " ’) > 0 ...

%а. ю '.  v - 1 г\ - (Рр., * »)(ej ♦ і \ ' 3) • о,

(ЗВ)

(38)

гг. - це сукупність нарз>*чтріВ Є « Се; • ” Т75) І ? = ( Т х , і = 
Г7ї>; , що фігурують в <39), (36). т - Г’(йп> е*) * та*, Г*{&- с*)
визнач^- спінку відрізкл і; . t l  зни̂ у: f - t * Г . Оцінки.В “ I ft П - І Г  n
ко відповідають t в f t t 1, виконуються для И х  ! е ГО. IT,1 п * 1 nJ ” ПJ

П°  t * г  т . (37>г, ° 1І в I
гтгринан! anp^ppHt ouiHr.fi п о з в о л я т ь  с ф е р ; >: м гшп t  £



і О, t n J теорему яро існування един го  р о зв 'я зк у  задачі про тошкда 
конвекцію в 'я зк о ї нестисливої рідини.

Теорема 2. Ясно в задачі ( 4 ) - , '7 )  3 « Т п  W\(Q> . -

w\(Q) n - t t « V V  > 4, * W  * т -х ,?8 " с г ' “
max ion -  В < о. . то  при t е 10. £ і, де І оціню ється з н и з у

’ 2  n п

н ер ів н істп  (3 7 ), існ ує  єдиний розв ’ язок С?, ц і є ї  за. ічі

причому ?  , ?  , ^ « Г ((> ) ,  ? г. u*. u , и , и с І / С ,Г  х  t t  ж 2 Т *  t  t  *  2 Z

ф - і 5 * iut« -  неперервні фуїисп!і по t на rq. І для ’
та и мають місце оцінки леми 3.

Глава 3 присвячена зас; осуваїгнг методу ГальоркІ на при 
наближеному розв'язуванні трзвшіірккх нестаціонарних задач 
теплової гск зек ц й , « о  кають аксіальну симетрію. Постановка однієї 
з  нях наБеаена виие.

В g І на прикладі простіш ої в ід  згаданої задачі розглядаються 
загальні питання, пов 'язан і з  застосуванням вказаного метолу до

даного класу задач. А сама, в гільбергговоиу просторі и' ‘ г *«'п > із

скалярним добутком (ф. ? )  « Г ES rdrdz вибирається деяка повійJ г г2 
о

в ньому система координатних функцій i f k<r.  z J ) "  і координатнаО
система { e ( f r ,  z > , .  повна в W't (Q) {а бо  WUQ)  у  випадку крайово- 
умови для температури u * 0). Наближенії* р о зв 'я зо к  в і дш кується 
вигляді

N

t H* ( r ,  Z , t )  »  ^  Г ,  Z ) ,  ( Г .  Z)  «  <?, t Ї  9 , і' 38

k* І U
U!4Mf r ,  Z .  t )  »  У  с " “  ( t >0 ( Г .  Z ) .  ( Г . Z )  е Q.  1 * 0 ,  ( 3 9/ — N ♦ І ІІ«І

де J = і , N+M, - відшукувані компоненти р о зв 'я зк у  (індекс
ни надалі опусясаьгься).

Використовуючи відому методику застосування мет< ту ГальоркІ на 
для отримання наближених р о зв 'я зк ів , прийдемо дЗ задачі Кові для. 
системи звичайних дифкрелціапьних рірнянь в ідч осі невідомих г

В ЗТ "  0 ( с )  + Л с -  G , с ( 0 )  -  с ‘ 0> ,

де с с {с ( t ) ,  I * Т7ТТ*И>» 
і
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г  у> А  , А
■ Г " 0 ' Лло>

----------------- . л = -------- 1------- --  -  ( 4 1 )
■О В'Н [ А 1 3 ' | Аіг\

Л А
бяочкі матриці, ялі складі гься і з  матриць 4 , Д11*

елементів вектора so відповідає келіні а ним членам рівнянь (1')), 
( ї ї ) :  с '* \  С -  в!лск! Еектор-стошці, во віяпоьідають початковим
унссаи та вільним членам заданої задачі. Спосіб визначення всіх 
аліментів системи (40) описаний в дисертації.

’ля розБ'и /вання вказаної системи ьикористоеується схема 
Коажа-Кіколсона, «о забезпечує ару г иа порядок точності
as&cxaaaul» ь, зноско кр ку по часу т . Отриману при цьому 
алгебраїчну С5КГТЄМУ недійних рівнянь я р спочується розв'язувати 
у загат ітераці йнЮ' методом Ньютона , записавша ї ї  для цього
у РИГЛЯЙІ

tvm ястаяойявнб, so яг п&р« насямжеикя н s коткому кроці доці льно 
8КК0РКЇ?Г6ЄУВ#ГЙ розв'язок ?*”  відповідної лінійко} системи, 
отриманої ч ( 42 ) викл»<їянкяи нелінійного члена. 

В ПІДСУМКУ цьогэ розділу дається з б гаяький оте ШіГОрйТМУ 
чйовямюго розв'язування даного клео-/ задач не ЕОМ, а також деякі 
особливості реалізації oreopttrar© програмного комплексу на ЕОМ. 

На ярякмпі одновимірио? тестової задачі »  цьому розділі де­
монструється TW.O* ЗНАЧНИЙ НбГйГИВіШг вплив Ив точці <яь розв'яжу 
энроксимзд!Аиої в'язкості яр* жсґосувяямі ріятіиявмУ схем. 

В g 2 РОЙГШІУТІ ЙЙТ8ЙЙЯ ВйЯОРУ к о ордвнзтжх ФУНКЦІЙ для 
іїпрокайиаиіі розй'яаку ( f ,  в), Як -координатні при ньому
ЗЮТ0б9Є»ЯМЯаЬ' »{Д№8ІДЯ6, ІУЙСіїІ ї ВИГЛЯДУ

f^/r. z> * ('* ?„/*> . п, т »  О  ;

*у</«г, г?) * цр( п  , г, и « f m  > * (43)

А А
розмірності К х N , матриць * ‘ 2’ , Д, г ’ розмірності Н > М І матриць
А Д
4(0‘ , Л(3’ розмірності N х М; С(с) -  квадратична ферма відносно

(42)
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_ 2f2ft + і ) р /і.г _ і > +  ̂ р і** 
(21 Г Т ~ 7 П Ш ~ "Т У  F. U r  1' * ИГ="Т к - г 1 !

і ^  „ a2<,m *4 i r J 2 . Pra>i(zz . tj .

'  72ii, ¥ І Т І М  '-~П  p» (2fi * *) + 2ЙГ- ! Р„ .< (2І 5] ] ‘ ' 44
побудовані на основі полі ноніз Лежандра Г.к<х> з врахування* 
граничних умов для функції течії ф.

Для апроксймаці І температури и виявилось зручним
використовувати тркгонокотричні ФУНКЦІЇ

Ч„ ( г )  " c o s  п ( у  -  і ) г  , » c o s  (ц -  \) г (45>
у випадку природної граничної умови на Г і функції

Т]у(Г) ■ COS |Г2У - \)Г, Т] y (Z) = COS Z (48)
у випадку граничної уксян « » о на г.

З метои порі еняння використовувались також для апроксимаці і
функції т е ч і ї  ї> к ом б ін ац ії тригонометрії чішх фуккйій ВИГЛЯДУ 

f - 1 1
9к(Г) * COS '— ~ g --і К Г - COS Г ft - \) її г

f j z )  -  c o s  ■■ -■ g— — - - cos Cm - l) (47)

Завдяки дтакому вибору координатних функцій ВСІ елементи 
матриць Д та В 1 коефіцієнти хвапратичної форгаї 0 ( 0  обчислім .-.ся 
точно в квадратурах, що значно зменшує -апроксимашяні похибки.

З метою визначення оптимального по точності і розміру 
скінченного базису для апроксимації розв'язку були проведені 
обчислювальні експерименти на точність знаходження власних значень 
спектральних задач

J111 ♦ А В 111 » 0 , А (г> * a В'2 ’ » 0 . (48)
Представлені їз дисертації результати свідчать про те . ио з 

застосуванням пол і комі в Лежандра задовільна точнісп досягається 
вже при N - 4 (16 координатних фугасній), що сп і вставляється г
точністю при N * 8 (S4 кооояинатних функцій) з застосуванням
тригонометричних функцій. Звичайно, в зв'язку З нелінійнії;»*, 
задач, що розглядаються, точніше визначити розмір базису мо*ла лиао 
експериментально в процесі Тх розв’язування.

В § 3 розглянуті результати тестової перевірки алгоритму . 
програмного комплексу на вже досліджених задачах про теплову 
конвекцію в квадраті (Г. 3. Гернуні, Є. К. Жуховицький, Є. Л. Тару-
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нін) при значеннях числа Грасгсмра Сг - 10*, 10* та ь кругово»'
циліндрі, що підігрівається збоку (В. 1. Полє»аєв, С. Г. Черкасов), 
при значеннях Сг » 105, 107. Координатні функції в них випадках 
t.дуються, в основному, так само, як це описано вище, з деякими 
особливостями, обумовленими у: лами цих задач, ао відзначено в 
дисертаці ї.

Що стосується першої задачі, то вже при невеликій кількості 
координатних ф у н к ц і я (N « М « З, 4) досягається задовійьнє
спі впадання розв'язків, отриманих за допомого*) методу Гальоркі на, з 
отриманими із застосуванням методу сіток. Застосування ж методу
Гальоркіна для розв’язування другої задач! приводить при тих же
параметрах до якісно іиаоі течії. Разом з тим, було встановлено. *о 
резу ьтатам застосування методу сіток при числі Сг « 7-Ю* добре
відповідають результати, отримані з застосуванням методу Гальоркі на 
при числі Сг - 7-Ю4, вказана невідповідність результатів при
однакових значеннях числа Грасгофа пояснюється впливом 
апрокс,..-іац1 йної в’язкосЛ, що виникає при різницевій апроксишціІ 
нелінійних членів вихідних рівнянь.

На основі отриманих нових якісних та кількісних результатів
проведений детальний аналіз стаціонарної течії у випадку цієї
задачі для значень Сг = 7-Ю4 та Сг - 7 Ю ‘.

В § 4 розглядається весь перебіг конвективного процесу від 
моменту зародження до стабілізації для останньо! задачі при 
вказаних значеннях числа Грасгофа. Наведені якісні картини течії та 
її кількісні характеристика (максимальні значення функції течії та 
модуля швидкості). Коментуються найхарактерніші стадії та 
особливості цього процесу.

На завершення проведених досліджень розглянуто чисельне 
моделювання нестаціонарної теплової конвекціІ, що описана вище 
системою рівнянь (10)—(11). в якій вважається # « г « / » о О
І (і ■ j її) -- 0 на границі Г. Початковий розподіл безрозмірної 
температури в системі рідина - тверде тіло з «рахуванням 
геотермічного градієнта задавався у вигляді:

Обчислення проводились для значень Сг - 7,6636-І0к , де ft - б. 10,
14 , з кроком по «асу т » 10'* . 10~6 , 10'" , відповідно.
Рез.льтати представлені у вигляді ізоліній функції течії та
ізотерм, а також Ізоліній модуля швидкості* пульсацій модуля

u(r, z )  
0 го . (г,  г)  « <?( ,

- 0,00714 г * 0.99286 , (г.  г) е Q
2



швидкості в фіксованих точках об’ іу.
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