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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ 

Актуальність тьми. Дифузійні процеси відіграють основну роль в 

теорії марківських процеоїв. Це зумовлюються тим, що до вивченні; 

дифузійних і близьких до них процесів зводяться досить широкі класи 

неперервних марківських процесів, і що саме дифузійні процеси в 

вв'язуючою ланкою мі* теорією випадкових процесів і творів» 

диференційнкх рівнянь в 'тастинних гохідвих еліптичного V8 

взраболичного типів.*

Дифузійні процеси з межами були предметом казенних дослідаинь 

В.Феллерв, А.Д.Вентцеля, Я.ІТО, А.В-Скорохода. В.Фзллер аналітичними 

методами відшукав усі однорідні за часом дифузійні процеси не 

відрізці, які мають неперервні траєкторії, а'також вказав на деякі 

процеси, які мають розрив лише на мені відрізку, найрізноманітніші 

дифузійні процеси, які масть розриви лише на межі дідрізку, також 

аналітичними методами були описані А.Д.Вентцелем. А.В.Скороход 

розвинув ймовірніатний метод побудови траєкторій дифузійних процесів 

а межами як розв'язків стохастичних диферещійшис рівнянь.

В останній час завдяки роботам багатьох авторів в'явилась 

можливість як вдалітігшим мчтодои, так 1 методом стохастичних рівнянь 

вивчати дифузійні процеси в межами при надто широких припущеннях про 

їх локальні характеристики та успішно їх застосувати в теорії 

випадкових процесів, задачах математичної фізики, при вивченні 

керованих систем, які знаходяться під вшпшом випадкових збурень.

Мете робота. Дослідження асимптотичної поведінки нестійкш, 

дифузійних процесів на додатній напівпрямій а миттєвим відбиттям на 

межі s =0 , спираючи'-ь на метода та результата, які отримані в

численних роботах Г.Д.КулінІча в теорії стохастичних дифузійних 

рівнянь.
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Наукова новизна та практичне цінність, в дисертації отримані 

такі результати:

- досліджена гранична поьедіяка функціоналів іктетрального 

вшу від процесів а миттєвим відбиттям на мені;

- отримано розподіл локального часу процесу Ороунівського руху 

у двошаровому середовищі;

- досліджено питання про швидкість збіжності нестійких 

розв'язків отохастичних дифервнційних рівнянь;

для розв'язку задачі Коші на напівпрямій параболічних 

рівнянь в частинних похідних другого порядку з відбиттевими 

греничнши умовами знайдені достатні умови G-збіжності до 

узагальненого розв'язку;

- для розв’язку задачі Коші на всій осі параболічних рівнянь в 

час.тшших похідних другого порядку анайдені необхідні тв достатні 

умови G-збікності до узагальненого розв'язку;

- для розв'язку задачі Коші деяких класів параболічних рівнянь 

знайдені достатні умони поточкової збікності до розв'язку рівнянь а 

сингулярними коефіцієнтами.

Апробація роботи. Основні результати дисертаційної роботи були 

викладені !? обговорені

- на семінарі з veopll ймовірностей та математичної статистики 

при Київському університеті ( керівник - доктор фізико-математичних 

наук, професор Ядренко М.И.);

- на IV-ому Всесоюзно м у школі - с є мінері "Статистический и 

дискретний аналіз денних и экспертное оценивание", м. Одеса, 2-7 

вересня 1991 p.;

- на VI-ій Мікнародаій конференції з теорії ймовірностей та 

математичної статиоткки, м. Вільнюс, 28 черня - 3 липня 1993 p.;

- на XII й Донецькій Міжнародній конференції "Вероятностные
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модели процессов в управления и нядвкнооти", м. Маріуполь, 6-J.I 

вересня 1993 p.

Дуплікації. По темі дисертації опубліковано шість робот, список 

яки*, наведено в кінці автореферате.

Структура 1 об’єм роботи. Дисертація складається з вотупу, двох 

розділів і списку літератури, який вмішує 48 найменувань.

Автор виражав вдячність своему науковому керівнику за постійну 

увагу до цієї роботи.

КОРОТКИЙ ЗМІСТ РОБОТИ

У вступі обгрунтовуатьоя актуальність теж, давться короткий 

огляд сучасного етапу проблем, які розглядняться в дисертації, 

наводиться анотація основних результатів.

В пардону розділі дисертації доводяться граничні теореми для 

нестійких розв'язків стохастичкиг дифзрвнційшх рівнянь.

В § ІД розглядається процес £(t) , який задано на додатній 

напівпрямій а миттєвим відбиттям на межі хоО , який задовольняв 

всередині цього інтервалу стохастичному дифвренційному рівнянню К.ІТО

<1 e(t) - a(E(t)> <*t ♦ o « « H  « « ( f )  , t > 0 ,  (1)

де a(x)„ о(х). х > 0» неперервні функції, які водовольняять

умову Лілпіца

І а(х) - а(у) І + і о|ж) - o(jr) | «  *  |х ~ у|

при ж > 0, у > 0, о{х) > 9, а(+0) в 0# есе» - випадкове

ж личина, яка не зелехить від віверівського ироцеоу »(t)

лебегова яіра мяокюш тих * , для яких {(t) * 0 , дорішюв

нулю.

Для двох клесів рівнянь, для яких :

і
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t w
К і 11m — ---------------------- -

1 I-к» *, р , ,
/  [ ! ' ( ▼ )  о  (т )  j -1 а »

а О > О

О

О < V (х) о(х) « О

X и

да (2)

lyj 11m х а(х) - а . 11и о(х) - о , 2а + о* > О

при t * ю , де g(x) - борелівська функція. Основні результати 

складаються з наступних теорем :

Теорема І.І.І. Нехай £(t) - розв'язок ріишшя (І) в

клвоу ІЦ . Якщо функція g(x) і х > 0 , при деякому а > О

ввдовольняв умову

t

досліджується гранична поведінка функціоналів типу 
■ •

j  g ( t ( a ) )  da 

О

х

J [  Г { г )  а 2 (т )  ]~ 1 * ( т )  Лг 
0

lln
І-чя

\

“ (a+1)/2
J  g(Ufl)) dfl слабко збігається при T -• ш

О

то процво Т

до процесу
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- 1/2
процес

*  fj 0 (а + 1 > / г  j _ J _  J w^ t )  |a + t  -  I  j Wt ( e )  j a  в ід а  wt {B )  ]
at1 0

ДВ ( t )  -  деякий  в ін е р ів е ь к и я  п р о ц ес .

Н а с л ід о к  1 . 1 , 1 .  В ум овах т еор ем и  І . І Д  при а  я  0  випадковий

t t  
-!/£ f-

I  j  g ( l ( a ) )  d a  с л а б к о  з б і г а є т ь с я  до  п р оц есу

О

4 p V a  x t  із щільністю р (ж ) »  — — —  exp j  -  " . . f e " f

*■ 4 p a t  J

ЩіЯ X > О і p(X) 3 э при X $ Q , ДЭ

і

«-О “ 0

иокальний ч а о  в ін е р ів с ь к о г о  п р о ц е с у , X д<“) -  ін д и к а т о р  ш м ж ш к  А .

Т еорем а  1 . 1 . 2 .  Н ехай  t(t} — . р о з в 'я з о к  р іа я я й и я  ( I )  is

к л а с у  Kg . Якщо Ф ункц ія  g (3 t )  , х  >  О * при  д е й я о »у  & >  О

за д о в о ль н я в  умову

X

!•(▼ ) о  й (? ) j-1 * ( т )  а?* (Х> J Г(т) о 200 j"
l ir a   ---------------— — --------- — — — ----------- — .. Я Э ,
Х-* 1-е» j *

д е - f ( x )  • в и зн а ч а єт ьс я  о п іа в ід я а ш е н ш м  {2} , т о  аипадаовай

ts

ш ющ во ■ f I  g C IC e l )  00  -Швко з в іг а в т ь о я  щ>п *  •• « *

£



до процесу

2 р f —  г a+1 (t) - 0о J г а (В) <JW(B) І 
а+1 о

де процес• r(t) задовольняв рівнянню

t
r^t) * (2аи + с£ ) t ♦ 2 о0 / г(в) d*?a) ,

0

a *r(t) - деякий вінорівськяй процес.

Наслідок І.1.2. В умовах теореми І.1.2 при а » 1 випадковий

tt
- t / 2  г

процес Т j g(t(B)) da слабко збігаеься до процесу

0

р ( а ^  ♦ <£ > t  .

В 5 1.2 розглядається розв'язок £(*) стохастичного 

диференційного рівняння К.Іто на всій прямій

й Е(»> * a«(t)) АХ + oU(t)) й »(t) . (3)

до а(х) , о(х) задовольняють умовам Існування та вдинооті 

розв'язку , о(х) > 0  . 0 < 0 < 1 '(х) о(х) < 0  , де функція

Х(х) визначається співвідношенням (2).
E(tT)

І досліджується швидкість збіжності процесу ------  при Т -* ш .
/ І

Теорема 1.2.1. №хвй £(t) задовольняв рівнянню (3). Якщо:

І.  — —  ---  0 при |Х| -• С" ,
1*1

X

б



£.

3.

4.

1 X  [ r < T )  0(V) - o l 2

j  і ---------- -----------a, -  b(z)

up
O (T )

— ♦ 0

при |X| -  00

1 % І ' ( У )  о (v) - oe

f -  

0
0 (7 )

ся
1 .

1
*—  - о ' a?
O(T) j « °2 .

де Sj (2 ) І ®g{B) функції, які регулярно змінюються т. 

нескінченності й такі, що

®2 ( У Т )  

Uc/Ti/T

Ь(Х> = Ь, ори І > О і  Ь(Х) я tJj, при X < О , то д і

E(tT> і
процес -----------  слабко з б іга є т ь ся  до процесу -=~ w(t) ,  а проце'

іНГ

г £(«') s(tT) ,  У Г
В(Т) [ _ _  - о —  ] З В(Т,

/ г J ф, с /т’)

1 1 /2
слабко збігвзться при Т - ™ до процесу ---  £(РШ> • де

P(t) а 2 О0 [ Wt ( t )  і ) )  -  j  b(wf (e)) dк, (в) j

?



w1 f t )  -  деяк и й  в іи е р ів с ь к я й  п р о ц ес  ,  t  -  н орм альна  вш ад к ов р  

вели чи н а  з  парам етрам и ( 0 , 1 )  , яка  не в в л з ж іт ь  в і д  w1( t )  .

В §  І . З  д л я  л о к а л ь н о г о  ч а су

t

• г(г,0) = ê o Т 7 1  *<-ЕЕ>( Т)(9> } dB
о

п р о ц есу  О р о у н ів с ь к о го  р ух у  у  двош аровому сер едови щ і

t

Да

T)(t> = J o< T)(a) ) dw(a) ,

0

fa .  , x > 0 ,
><x) = { ■

I Op . * < о ,2

*(t ) - вінерівський процес, знайдено явний вираз розподілу

* |XJ/0(X)

р| t (t ,0 )  *  0 /  т)(0) ■ х j  = J  exp u2/  2t j  du ,

О

р{  1(1,0) < У / п<0) .  I  }  .  J3T  „ ,  J i L ] 2),

(0t + 0г) о, Ог
да о  t- .— .— „ -----  ,

Оу  Og

В другому розділі дисертації доводяться граничні теореми для 

розв'язків задачі Колі парвболичшх рівнянь в частинних похідних 

другого порядку у некласичнсму випадку.

Нехай иє (t,x) задовольняв рівнянню

О Ug(t,X) 9 Ug(t.X) і , 0*Ugft.X)
------ ----- 1 а (і) -----------  * —  a (x) -------- -—  в 0 (4)
e t  є O x  2 E flx2
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при майже всіх (t,x) в області 1^= <(t,x): 0̂ t<3t , x«s(-w;+<»)>

з граничною умовою ue<T.x) = ? (х). a u*(t,x) задовольняв

рівнянню (4) при майже всіх (t,x) в області { (t,x):

0<t<T , х > О > з граничними умовами

6 u g (t.x) ,
(t.x) и F^(x) , ______  = 0 при майже всіх t , де

а х І 1=0

(х) - неперервні фінітні функції з обмеженою першою ПОХІДНОЮ в 

області (-»;+«) ігри 1*1 1 в області 10 ; -к» ) при 1=3,

ag (х) 1 оє(х) - вимірні дійсні функції ,

j ag (х) І і Cg цри кожному е > 0 , 0 < 0 * о є (х) < G

рівномірно по є .

Розглянемо класи рівнянь, для яких

кг
* °є <у)

н є <у>
СІТ

1
Kg: оє(х) а - а(х/є) , оє(х) = о(х/є), |х а(х)| s с s 

Kg: ae(x) * 0, оє(х) = еа о(х/є), о(х) = Сох** + р(х),

О < а < - . С > 0, р<х) = о (ха), р*(х) = о (ха‘ ‘ )
2

при х -• -к» .

В § 2.1 дисертації вводяться означення:

Означення 2.1,1. Під узагальненим розв'язком задачі Коші 

рівняння
а и(1,х) 1 a’u(t,x)

♦----  Ь(Х)---------- ----  = 0  (5 )
а t 2 а х

9



майже скрізь в облаоті 1^ з граничною умовою u(T,x) » F,_ (ф(х)), 

де ф(х) - неперервна строго монотонна функція <pl~®) ® -® ,

f (х) - функція, обернена до со(х) , u(t,x) - розв’язок задачі 

Коші (Б) а класу (RT ) .

Означення 2.1.2. Говоримо, що u^tt.x) С-збІгваться в облвсті 

R* при є - О до u(t,x) , якщо для довільного компакту 

D с {-«і +®) виконано

І ДОСЛІДЖУЮТЬСЯ умови G -ЗбІЖНОСТІ при F. -♦ 0 розв'язків U g ( t , X )

1 u£(t,x) задачі Ноші (4) для і-лвсу К, в облвоті \  1

відповідно до узагальненого розв'язку .

Теорема 2.1.1. Нехай uE (t,x) - розвеязок задачі Коші рівняння

Ф(+<л) = +ГО, ь(х) - вимірна дійсна функція

0 < 0 < Ъ(х) < С .будемо розуміти функцію u(t.f(x)) де

11т гор ц.и,х) - u(t,x) * О
Е-0 V t b . t l  I ^  I

X « D

(4) з клэсу К, . Для того, щоб u ^ t .x )  С-аЯ1гаяася при

є О до узагальненого розв'язку u(t,X(x)) рівняння (6),

необхідно 1 достатньо Існування сімейства сталих 0g > 0

таких , що
х

1 г dv
O f (х) — f(x) , ~ Qc (x/Q_) ~  -------e є сє є є j  b(y)

О

ДЛЯ КОЖНОГО X «Е (-00} +ш) при є -» 0 , де

г* / fU Яе (v) 1f£ (x) -  j  exp I  -  2 j  «* j
о 0 є
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QgCX) -  J [  t'£ < q>B(V )) Oe ( Ф{, (У ) )  ]  2dV

ФЕ(Х) -  функції, обернені до t E (х) .

1
Наслідок 2.І.І. Нехай «е(х) ■ g о<х/е) , ое(х) = о(х/є),

Необхідніми та достатніми умовами G-bCIkhoqtI розв'язку u£(t,x) 

задачі Коші (4) до розв'язку u(t,x) задачі Коші 

a u(t,x) 1 « a*u(t,x)
-------  + --о ------ —  - О . u(T.x) * F (х ) (6)

a t  2 ° a x* *

8  абІЖНОСТІ

I(X)
—  f f I*(v) o*(v) 1 1flv —  — Ц  ,
x J 1 J k r

0

при |x| -• « , де k - деяка додатня стала, l(x) 

визначається співвідношенням (2).
1

Зауваження. У випадку , коли о_(х) в 1 , с_(х) * --  а{х/е)
е 8 е

й Існує Інтеграл

■н»
J а (х) dx ■ \ ,

-а

то класичний випаде,с буде лише при X а о , 1 гранична функція 

u(t,x) Суда розв'язком задачі Коші (б) при оо в 1 .При \ * 0 

Суда неклпсичний в.шадок , 1 граничив функція u(t,f(х)) буде

узагальненим розв'язком задачі Коші (Б) при

9  'Л  , Х>0 ,  f  Є , Х>0 ,

t(x) -2V, Ь(х) - і -Л\
в * , х<0 , в , х<0 ,

I I



-fon -ro

\ = J a(v) dv , \  = T a<v) •
о о

Слідуючи Означенню 2.1Л. під узагальненим розв'язком задачі Коші

(5) в області ftj будемо розуміти функцію u+(t,f(x)) , да

u+(t,x) з класу W*’*(R̂  ) задовольняв рівнянню (5) майже 

скрізь в R* 8 граничними умовами и+(Т,х) = ( <р (х) ) , де

Ф(х) - неперервна строго монотонна функція ф(0) = 0 ,

ф (-free) * +® ,

а U+(t,X).
--------- т-0 = 0 при “ЗЛже всіх X , І(х) - функція,

а х > *

обернена до ф(х) .

Теорема 2.1.2. Нехай u*(t,x) - розв'язок задачі Коші

рівняння (4) з класу ІЦ в області R^ . Для того, щоб 

G-збігалася при е - О да узагальненого розв’язку u+(t,f(x))

рівняння (Б; в області Rj достатньо існування сімейства

сталих 0р > 0 таких , що
х

1 г ІУ
с і (х) —  f(x) , - (х/с,,) —  і —
Є Б Сє £ с J ь(т)

0

для кожного X > 0 при s -> 0 .

В § 2.2 для класу рівнянь К1 досліджується швидкість збіжності 

розв'язку Ug(t,x) задачі Коші (4) до розв’язку аадачі Коші (6).

Тесрзыв 2.2.1. Нехай 1̂ (1.,х) розв’язок гвдачі Ііоиі рівняння

(4) з класу , в якому

)
аЕ(х) = — - а(х/є) , ає (х) = о (х/є)

і функції а(Х) 1 о(х) такі , що існують скінченні інтеграли

12



1 | , - “ p W - ? £ ?  aj l  I •  ° °
u

■И» -Ко

•Ho
a , 2 duf і и I c. uu

f 1 - — 2—  -----  * Op I
•» * ofu) * Г (u) *

де f(x) визначається співвідношвн - ям (21. Тоді

вир I Ug(t,x) - U(t,x) I < ПГ L [ і~ЇП0о **t 1 4 r 20£ *

ж ( 0 7  + ГО̂ } ] , CD

да u(t,x) - розв'язок аадвчі Коші (6),

L a BUp) rj (X)  I , 03 = вир I'd) O ( X )  .

Зауваження. У випадку, коли a(x) > 0 нерівність (7) ыцо

місце при 0  ̂» О .

В S 2.3 досліджується поточкова збіжность роав'явків u* (t,x)

задачі Коші (4) з класів Kg і Кд в області К* при в -* G 

до розв’язку задачі Коші а сингулярними коефіцієнтами .

Теорема 2.3.1. Нехай u*(t,x) - розв'язок рівняння (4) в

класу Kg в оОлаоті R* і нехай

lim х a(x) в a , lln о(х) - a , 2a ♦ о* > О .
а~*-к» ь X-+00 0

13



Тоді при є - О 4  (t.x) поточкаво збігається до u{t,x) 

розв'язку задачі Коші

& U ( t ,X )  По О U ( t ,X )  °о  <? * U ( t ,X )
——  . ...-..і'" + —  — а О

Я t Т А  Т ?  A Ta t  х а х  2 a x ’

+ .
в об-naet» Кт с граничними умовами

о u(t,x) ,
|х=0 я 0 • и(Т*х) Е р*<*> •

і? *

Тооркмв 2.3.2. Нехай и*(.%,х) - розв'язок задачі Коші (4) з 

класу Kg в області . Тоді u^(t,x) поточково

збігається при в -* 0 до розв'язку задачі Коші

а а х 2а  і 
a  U ( t ,X )  *  а Х о  U ( t ,X )
--— — —  + ™

а  * га
о х г> u (t ,x )
— --— — т- « 0

a x  2 a x

в області с граничними умовами

0  U ( t , X )  , 0
и(Т.х) - !,(*) . ----—  |х=о
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