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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность проблемы. В работе исследуются вычислительная 

сложность и свойство устойчивости решения векторных комбинаторных 

задач . Особенность векторных задач состоит в оценке качества 

решений по многим критериям. В условиях многокритериальности выбор 

наиболее целесообразного решения осуществляется из множества 

несравнимых альтернатив.

Необходимость в исследовании устойчивости таких задач 

возникает потому, что многим факторам, характеризуицим реальные 

процессы, присуща неопределенность, а вычислениям - погрешность. 

При анализе устойчивости векторных задач выясняется величина 

диапазона изменения исходных данных, при которой оптимальное 

решение исследуемой задачи не изменяется. С другой стороны 

исследования устойчивости позволяют построить на базе определенной 

задачи путем вариации некоторых ее числовых параметров класс 

задач, анализ которого позволяет получить более точное и 

адекватное описание модели. То есть совокупность всех 

представителей этого класса отражает реальную ситуацию, 

послужившую прототипом исследуемой задачи. Это также способствует 

повышению эффективности решения труднорешаемых задач (таковыми 

являются большинство многокритериальных задач), т.к. по решению 

одной задачи можно получать решение континуума задач.

Изучение устойчивости тесно связано с многими математическими 

проблемами: двойственность задач векторной оптимизации, мощность 

множеств альтернатив, вычислительная сложность задач, оценки 

качества алгоритмов и др. Поскольку теория двойственности 

векторной комбинаторной оптимизации еще недостаточно разработана, 

в работе предлагается количественный подход к исследованию 

устойчивости таких задач. На основе оценок вычислительной 

сложности разрабатывается один из перспективных подходов к решению 

проблем дискретной оптимизации - статистический подход, 

позволяющий получать оценки устойчивости задач в типичном случав.

Цель и задачи работы. Целью работы является исследование 

сложности и устойчивости векторных комбинаторных задач. Для 

достижения указанной цели необходимо было решить следующие задачи:

1. Исследовать условия е-устойчивости векторных комбинаторных 

задач с различным составом критериев векторной целевой функции
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(ВЦ®).
2. Построить алгоритм вычисления радиуса устойчивости 

исследуемых задач с ВЦФ, состоящей из минисуммных и минимаксных 

критериев в произвольной комбинации.

3. Исследовать вычислительную сложность некоторых наиболеэ 

известных задач векторной оптимизации на графах в типичном случае.

4. Исследовать поведение паретовского множества и полного 

множества альтернатив при увеличении числа критериев ВЦФ.

5. Провести вероятностно-статистический .анализ устойчивости 

векторных задач на графах.

Методика исследований. В диссертационной работе использованы 

понятия и методы комбинаторного анализа, дискретной оптимизации, 

теории графов, теории вероятностей, векторной оптимизации.

Научная новизна. В диссертации разрабатываются направления 

исследования устойчивости задач дискретной оптимизации, 

' порождающиеся в условиях многокритериальности: вычисление радиуса 

устойчивости для задач с варьируемым составом ВЦ5, влияние 

изменения числа критериев на мощность множеств алътернзтив и на 

величину радиуса устойчивости. Полученные результаты обобщают 

часть известных результатов (В.К.Леонтьев, Э.Н.Гордеев) в области 

исследования устойчивости классических (однокритериалъных) задач 

дискретной оптимизации. В работе показано как оценки 

вычислительной сложности позволяют использовать возможности 

статистического подхода к исследованию устойчивости.

Практическая ценность работы. Построенные метода позволяют 

более адекватно разрабатывать и анализировать многокритериальные 

математические модели в экономике и производстве, которые 

используют векторные задачи дискретной оптимизации. Построение и 

исследование таких моделей проводится, например, в ВЦ РАН, 

ПК АН Украины, Белорусском государственном университете.

Достоверность полученных результатов подтверждается их 

соответствием выводам других авторов (Л.Н.Козерацкая, 

Т.Т.Лебедева, Т.И.Сергиенко, В.К.Леонтьев, Э.Н.Гордеев),

работающих над проблемой устойчивости задач дискретной 

оптимизации.

Публикации и апробация работы. По теме диссертационной работы 

опубликовано 12 печатных работ. Основные результаты диссертации 

докладывались на научной школе-семинаре молодых ученых по
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кибернетике, информатике и вычислительной технике (Киев, 1989- 

1990), на IV Всесоюзной школе-семинаре "Статистический и

дискретный анализ данных и экспертное оценивание" (Одесса, 1991), 

на Всесоюзном семинаре "Дискретная оптимизация и исследование 

операций" (Новосибирск, 1992), на школе-семинаре "Комбинаторная 

оптимизация" (Полтава, Миргород, 1992), на семинарах Научного 

совета АН Украины по проблеме "Кибернетика" (1992-1993), на 

XX международной конференции САПР-93 (Гурзуф, 1993), на 

международной конференции "Теория приближений и задачи

вычислительной математики " (Днепропетровск, 1993), на

международной конференции по дискретной оптимизации 

(Минск-Магдебург, 1993), на международной конференции "Прикладное 

и имитационное моделирование-93" (Львов-Париж, 1993).

Структура g объем работы. Диссертация состоит из введения, 

трех глав, заключения, списка использованной литературы, 

содержащего 80 наименований. Содержание работы изложено на 100

страницах.

СОДЕРЖАНИЕ РА6 0ТЫ

Во введении обоснована актуальность темы диссертации, 

сформулирована цель работы, указана ее новизна. Дан беглый обзор 

основных направлений исследования устойчивости и некоторых 

результатов в этой области по публикациям последних лет. Приведено 

краткое изложение основных результатов диссертационной работы.

Глава L посвящена исследованию є-устойчивости в траекторных 

задачах векторной оптимизации. В параграфах I и 2 приведены 

необходимые для всего дальнейшего изложения определения и понятия; 

описана формальная схема, в которую вписываются все, 

рассматриваемые в работе задачи.

Система подмножеств (СП) есть пара т=(Е,Т), где Е - конечное 

множество элементов, Т - некоторая совокупность его непустых 

подмножеств t , называемых далее траекториями. Число |t| - длина 

траектории t«T. На множестве Е задана векторная весовая функция



(ВВФ):

w(e) =* (wt (e),wt(e),...,wM (e)), 

где wv (e)eR Yve{I,2,...,N> ve«E. На множестве траекторий T 

определена векторная целевая функция (ВЦф):

P(t) = (Pt(t),...,Fv (t).... PN(t) ), (1)

состоящая из критериев двух видов:

MINSUM Fy (t) = Sv (t,w) = wv (t) = Е wv (e) - *tn, (2)
•tt T

ЮТМАХ Pv (t) = IL,(t,W) = пах W (t) - mln (3)
•«t T

в любой комбинации. В области оптимизации эти критерии широко

известны. Первый из них обычно называется линейным, а критерий (3) 

используется в качестве целевой функции в задачах на узкие места.

ВЦФ F(t) определяет на Т паретовское множество (ПМ)

Т={ t е Т: э t° є Т, P t t ^ P d : 0 ), P(t)iP(t°)}.

Говоря об N-критериальной задаче, будем подразумевать задачу 

нахождения и представления в явном виде ПМ Т, а обозначать такую 

задачу будем через Zn=*(tt,w ,F)=(E,T,w ,P). При этом под задачей ZN

понимается массовая задача. Если ВЦФ (I) состоит только из

критериев тотття (2 ) или только вида (3), то задачу ZN называем, 

соответственно, минисуммной или минимаксной.

Если занумеровать все элементы множества Е={е±,е1,...,еа>, 

то индивидуальную BBS w(e) удобно трактовать как матрицу W=nwVk и 

размерности NxQ, где 0=|Е|. Ыеняя матрицу W, будем получать 

различные индивидуальные задачи. Индивидуальную задачу массовой

задачи Z* обозначаем через z(W) = zN (W) = (E,T,W,P), а ПМ такой 

задачи - через Т(1). Значение v-ro критерия ?v (t) вида (2) и (3) в 

задаче я(1) будем обозначать через Sv (t,W) и ^(t.W) 

соответственно.
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Индивидуальную задачу назовем q-однородной ( однородной ), 

если длина всех ее траекторий равна q (одинакова). Траєкторная 

задача Z* однородна, если любая ее индивидуальная задача 

однородна.

В пространстве размерности NxQ задана норма. Под нормой 

матрицы В * |bvll| « r№  будем понимать число

|B|=»maxC |bv)ci:v = 1,2,...,N; k =  1 ,2,...,Q>.

Через 8(e) обозначим множество всеї таких матриц В из к * что 

норыа |В| s е, є > 0.

Задачу z*(W+B), полученную из исходной задачи z H (W) при 

сложении матриц » и BeS(s) будем называть возмущенной, а матрицу В

- возмущащей. Величину є назовем порядком возмущения.

В 52 изложены необходимые и достаточные условия 

є-устойчивости в смысле определения 1, которое соответствует 

определению є—устойчивости однокритериальных дискретных задач, 

введенному В.К.Леонтьевым.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Задачу z(W) назовем є-устойчивой, если 

выполняются включения

T(W+B)=T(W) VB«8(e). (4)
~  н

Очевидно, что в случав, когда T=T(W), задача z (W) является 

є-устойчивой при любом е>0. Задачу zM (W), для которой
т» л»
KWJ'sTXKW)?^, называем нетривиальной.

/V М М М
Для всякого t®« T(WУ  определим множество T(W,t°)={ t«T(W): 

-t£(te .t)*О, v-1,2.... N), где ^ ( t“,t)=?v (t°,W) - ?v (t>).

В формулировка достаточных условий є-устойчивости в случав 

минисуммной задачи используем обозначение

n(t°,t)-lt“l+lt|-2|tent|. teeT(W)/, t«T(W,te ).

TEOPEJiA 1.1. Если в нетривиальной задаче zM (W) для всякой
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траектории t°«T(WK существует такая траектория t«T(l,t°), что
u л» л*

выполняются неравенства T v (t',t) > v = 1,2,...N,

то она является є-устойчивой.

Следущая теорема представляет необходимое условие 

e-устойчивости минисуммных задач.

ТЕОРЕЖ 1.2. Если нетривиальная задача zM (W) є-устойчива, то
л* •

для всякой траектории t°« T(W)/ существует такая траектория 

t«T(W,t°), что выполнятся неравенства 'r̂ (t°,t) ї efl(t“,t), 

v=1,2....N. • •

Для однокритериальных задач получен критерий є-устойчивости: 

ТЕ0РИ1А 1.3. Нетривиальная минисуммная задача z* (W)»(E,T,W,S1) 

є-устойчива тогда и только тогда, когда для всякой траектории
г«*

teT\T°(W) существует такая траектория teT°(W), что выполняется 

неравенство St (t,W ) — (t,W) > efl(t.t).

Радиусом устойчивости индивидуальной задачи z(W) назовем 

число p(W)*!mp ie : Т(Я+В) sT(W) ув«8(є)>.

ТЕОРЕМА 1.4. Радиус устойчивости нетривиальной минисуммной 

задачи zN (W) выражается формулой

p(W)= піп па* к іп  ---------тт-----  . (б)

te«T< Гвт< V,t“, Vwl.... н n(te ,t)

Формула (5) представляет собой обобщение формулы 

В. К. Леонтьева для однокритериальной линейной задачи 

z1 (W)=(E,T,ff,S1 ).

Результаты, првдставляпциэ собой достаточное условие, 

необходимое условие для минимаксных задач, а такта критерий 

є-устойчивости задачи на узкие места сформулированы, 

соответственно, а теоремах 1.5.-1.7. для случая, когда для всякой 

пары траекторий t°« Т(1)/ и t«T(W,t° значения целевой функции
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достигаются не на общем ребре е« teot .

ТЕОРБМА 1.5. Если в нетривиальной минимаксной задаче zM (W) 

для всякой траектории t eT(W)/ существует такая траектория 

t«T(W,t°), что выполняются неравенства T^(t°,t)>2s, 

v=1,2,...N, то она является є-устойчивой.

ТЕОРЕМА 1.6. Если нетривиальная минимаксная задача zN (W)
Л*

є-устойчива, то для всякой траектории t°e T(W)^ существует такая 

траектория t«T(W,t ), что выполняются неравенства 

T:^(t0.t)s2e, v-1,2,...K.

ТЕОРЕМА 1.7. Нетривиальная минимаксная задача 

21 (W)=(E,T,W,Mt) є-устойчива тогда и только тогда, когда для
г*

всякой траектории teT\T°(W) существует такая траектория tsT°(W), 

что выполняется неравенство Kt (t.W)-^ (t.W) > 2є.

Для минимаксных задач такта получена формула вычисления 

радиуса устойчивости

p(W)= »tn пах ein 't*(t°,t) / 2. (6)
о ~ ~  ~  о V» 1 , . . . , Nt «Т < У Л '  X «ТС V et >

Формула (6) представляет собой обобщение формулы Э.Н.Гордеева 

для задач на узкие места на случай N критериев вида (3).

Условия s-устойчивости и формула радиуса устойчивости для

минимакснні задач в более общем случав представлены в теоремах 1.9

- 1 .II. В их формулировке использованы следующие обозначения,

которые введены рекуррентно:
W «V Л*

ev (t°nt) - реоро е • ter»t, на котором ^ ( t  rW)=Mv (t,W); 

M^(t\ev (t°nt),W) - первый квазимаксимум траектории t«=T(W,t°);
/V <V

ê ,(t nt) - ребро е « t°nt. на котором равны 1-тые

квазимаксимумы траекторий t°, t и выполняется последовательность 

равенств, и неравенств : [^(t0 ,») - M^t.W)] ц [М̂( t \ av (t°r>t).

_ 9 -
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W) - t° \ ev (tnt°), И) 1 i*...»* [*J,( t \ Ej,(tnt°), W ) = K^(t° V

\ Sj,(tnt°)f W)J, ГД9 E^(tnt°) =« {ev (t°nt)f e^(t°,t).....

>:

J(t°,t)={ ve{l,...,N>: равенство Hv(t0tW)=Mv (t,W) достигается - 

на ребре ey(t°nt) и такое ребро единственно);

J* (t°,t) = { v « J(t°,t): равенство K^(t°\ev (t°rit),її) =

■» M‘1(t\ev (t°nt),W) достигается на ребре e^(t°,t) и такое ребро 

единственно >.

Jl (t° ,tM v « J1'1 (t°,t): равенство Kj,(t°\ E^(tnt°)tW) = 

» K^(t \ E^(tot°), ff) достигается на ребре e^(t°nt) и такое ребро 

единственно).

ТЕОРЕМА 1.9. Если в нетривиальной минимаксной задаче zN (W)
(V

для всякой траектории t «Т(И)/ существует такая траектория 

t*T(W,t°), что в ы п о л н я е т с я  система неравенств 
Г pL,(t°.W)-lC,(t \ K^(tnt°), W) > 2є. ~

0 7  о і - о yve (te.t) s
lHv (t°,W)-M^(t°\ K^(tnt ),W) > 2є,

T v(t°.t) > 26, W e  £1,2,...N)\J(t°,t), 

то она является є-устойчивой.

ТЕОРША 1.10. Если нетривиальная минимаксная задача zH (W)
м

є-устойчива, то для всякой траектории t°« T(W)/ существует такая 

траектория t«T(W,t°), что выполняется система неравенств

- 10 -

С(t°,w)-nr‘(t \ E^(tnt°), W) 2 2є, 0 ~
Т.. о I - о W « J (t ,t) £ J(t ,t),

(t »W)-M^ (t \ Kj,(tnt“),W) 2 2e,

X £(t°,t) Z 2Є, W  m (1,2,...N)\J(t°,t),
ПФ ПФ r*

Если для всякой пары траекторий T(W)/ и t«T(W,t )

множество J(t°,t)=0, то из теорем 1.9 и 1.10 получаются, 

соответственно,формулировки теорем 1.Б И 1 .Є.
Для минимаксных задач в таком случае формула вычисления
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радиуса устойчивости имеет вид

p(W)«» ШІП шая I «tn. . { 1/2(М (t \
о —  , ~  ~  О I V  в J < t , t> • ̂t «?<>•' t « T ( V , t  > '■

\ B^(tnt°).W)), 1/2(^(1°,W) - K ^‘ (t°\ E^(tnt°),W)) },

»tn ^(t°.t) / 2

V * C 1 ....... M > 4 J €  » " . » >

Формула (7) на имеет аналога в однокритериальном случае, 

такое обобщение' возникает только в условиях многокрятериальности.

Для формулировки условий є-устойчивости задач с произвольной 

комбинацией минисуммных и минимаксных (в частном случае, когда 

J(t°,t)=«» vt°« Т(*)Л t«T(W,t°)) критериев используем обозначение

•V о ~ Г T*(t°,t) / 2. если Pv (t) - Jt^t.w), 
і  v (t . t) »| ^ ^

1 Cl(te ,t), если ?v (t) - sv(t,w).

В теоремах 1.12. и 1.13 сформулированы, соответственно, 

достаточное и необходимое условия є-устойчивости задач zM (W) с ВЦФ 

(X)— (3). Получена формула радиуса устойчивости нетривиальной 

задачи z H{W) с ВЦф (I)— (3)

p(W)= »tn шах ntn 1** (t°,t).
О ^  у  м» тФ О  1** 1 . . . . .  Nt «TOft' 1 6 f ( V,t »

Индивидуальную задачу z(W) зазываем локально неустойчивой, 

если p(W)«0. Для всякого t°« Т( W вводам множество траекторий, 

строго доминирушцп траекторию t°:

T(W,te )* - { teT(W): v-If2 .... N ). (8)

В следуппей теореме сформулирован критерий локальной 

неустойчивости рассматриваемых задач ( минимаксные критерии

і . (7)
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рассматриваются в частном случав).

ТЕОРИЙ 1 ЛБ. Есякая нетривиальная задача z(W) с ВЦФ (I)— (3) 

локально неустойчива, тогда и только тогда, когда существует 

такая траектория te« T('fl)’, что T(Wfte )* » t .

Слвдущая теорема дает критерий локальной неустойчивости 

минимаксных задач в общем случае. В ее формулировке используем 

обозначение ?(W,t°) =* { t^T(W.te )\T(W,te )*: J(t°.t)=0 vt°« T(W)/ , 

t€T(Vr.t°)}.

ТЕОРНД. 1 .IG. Всякая нетривиальная минимаксная задача z(W) 

локально неустойчива, тогда и только тогда, .когда существует 

такая траектория t°e T(W)^, что T(W,te )\f(W,t°) - 0.

По формулам (7), (8) и критериям локальной неустойчивости 

построен алгоритм направленного перебора для вычисления радиуса 

устойчивости нетривиальной задачи г(Я) с ВЦ® (I>— (3).

Теоремы об условиях е-устойчивостп q-одзородннх задач для 

увеличив алцих {уменьаахщих возмущений) представлены в параграфе 3.

В S 4 рассматриваются следупцяе 2 варианта опрадйления 

в-устойчивости, аналоги которых для многокритериальных 

целочисленных задач встречаются в работах Козерацкой Л.Н., 

Лебедевой Т.Т. и Сергиэкко Т.И. .

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Задачу z(W) назовем е-устойчивой, если 

выполняются включения T(W+B) 2 T(W) VB«B(E).

Для формулировки достаточных и необходимых условий 

е-устойчивости в смысле определения 2 минисуммных задач используем 

обозначения: Qt (t°,t)=|t<,| + |t|-|ten t|, ^«TCW)7 , t « T(W) и 

R.(^t .4 >=1 4 1 + 1 1-1 tti, tt«T(W),

ТЕОРИИ 1.20. Если в нетривиальной минисуммной задаче zN (W)
гф . г» л»

для всякой тройки траекторий t«T(f) , T(W,t°) и



ГФ Ы Г*
ta«T(W)\T(W,t ) выполняются уаповял

I) ^ « ( 1 .....Н>, 1=1.2.
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2 ) Г l^v t V V 1 > Vi * CI ............ю -J ‘'і 1 VtJ* V

|xv > e^Ct,.tt) v,-(I................. N).
x

то задача є-устойчива в смысла определения 2.

TEOPEUA 1.21. Если нетривиальная минисуммная задача zM (W) 

є-устойчива в смысле определения 2, то для всякой тройки 

траекторий t°«T(W)^, tt- T(W.te) и t^e T(W)\ T(W,te ) одновременно 

в ы п о л н я е т с я условия

I) Т* (t°.tt ) 2: fiQ1 (t° . tt ), yt.{I.... H), 1-1,2,
-I

{, i*£ (t.,ta )i > ea (t ,t ) V «{I............................ H).
2) < 4 „ „ ~ V  V

1*̂ 1 (t,,t4 )l а е£^(їв.ї4 ) V t. t l ............................... N > ,

В следугщих теоремах представлены достаточное и необходимое 

условия є-устойчивости минимаксных задач для определения 2 (далее 

пля простоты изложения рассмотрен только частный случай 

минимако-кх задач).

ТЕОРЕМА 1.22. Если в нетривиальной минимаксной задаче 7Ґ  (W) 

для всякой тройки траекторий t0*?^)'’, tt« T(W,t°) и
/V те  г»

te«T(W)\T(W,t") одновременно выполняются условия 

I) (t0 ,tt ) > 2є, vt«(I,...,N>, 1=1,2,

Г •'V ( W 1 > ** ViefI.... N}'
2) I ‘ V /  v ,n* ra & X

1 ^  (t,.t4 >l > 2e v t * i l .... N>,

то задача є-устойчива в смысле определения 2.

ТЕОРЕМА 1.23. Если нетривиальная минимаксная задача 2м(И)



є-устойчива в смысла определения 2, то дам всякой тройки 

траекторий t°«T(И)Л tt« T(l,t“) и t2« T(W)\ T(W,t®> одновремешо 

выполняются условия

I) Tj (te,tt )a 2є. y ^ C I .... N), • 1=1,2,

Г (t ,  . 4  ) l  і  2s v - { I ......... N).
2) j V1 1 * 1 V /  Vt.

ItJJ (te,t4 )| i 28 vt«a....,N>,

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Задачу z(W) назовем є-устойчивой, если 

выполняется равенства

T(W+B)-T(W) V B • 8(є).

Соответствущие определенна 3 достаточное и необходимое 

условия е-устойчивости для минисуммных (минимаксных) задач 

получены при объединении условий теорем 1.1 и 1.20 (1.5 и 1.22) и, 

соответственно, теорем 1.2 и 1.21 (1.6 и 1.23). В виду

аналогичности их формулировок, а такта громоздкости, в диссертации 

сформулировано только достаточное условие минисуммной задачи.

ТЕОРЕИА 1.24. Если в нетривиальной минисуммной задаче zM (W) 

для всякой тройки траекторий t°«T(W)̂ , tt« T(W,t°) и 

tt«T(W)\T(W,t°) одновременно выполняются условия

1) (t0 . ^) > eflt(te ,t). yl«{I,...,N>, 1-1,2,

f (tt .t.)l > ЕП V m i l..... k>.
2) л ;  • * 1 v /  »B.

1 ^  (t, ,tt ) I > sfl, »Ж.СІ..... N>,

3) для всякой траектории t°«T(W)^ существует такая траектория 

UT(W,te ), что в ы п о л н я е т с я  неравенства
x*(t°.t) >efl(te,t), v = 1,2,...N.

T*(t°,t) >ri3(te,t), V»  1 N,

то задача є-устойчива в смысле определения 3.

- 14 -



В работе показано как результат, сформулированный в вида 

теорем 1-15, 1.20 -1.23, согласуется с соответствупцими критериями 

устойчивости, * полученными Л.Н.Козерацкой, Т.Т.Лебедевой и 

Т.И.Сергиенко для многокритериальных задач • целочисленного 

линейного программирования (ЦЛП).

Глава, g посвящена исследованию вычислительной сложности в 

типичном случав наиболее известных векторных задач на графах: о 

совершенных паросочетаниях, о коммивояжере, об остовных деревьях.

В постановке задач на графах используем дополнительные 

обозначения, которые введены в §5.

5п - множество всех n-варшинных графов G = (7,К);

I - { wl: wl« , 1=1.... г, w1 <w* <...<wr >

S(n,N,r) - множество всех графов G « уп , у которых на 

множестве ребер К задана целочисленная ВВФ вида

w(e)=(wi (e),...,wv (e).... wH(e)), где яу(е) Є I, v=I,...,N;

Т={ t) - мнохэство всех допустимых решений (ЫДР), или 

траекторий, длина которых равна q. При определенном виде 

траектории t имеем следующие задачи:

Z"- задача коммивояжера; t - гамильтонов цикл; q=n;

Z*- задача об остовных деревьях; t - остовное дерево; q=n-I;

7."- задача о совершенных паросочетаниях; t - совершенное 

паросочетание; q=n/2, п - четное;

В главах 2 и 3 под искомым решением задачи наряду с ПМ Т 

подразумевается полное множество альтернатив (ПМА) Т. ПМА 

определяется как подмножество ПУ минимальной мощности такое, что 

?(Т*) =* { ? ( t ) :  t « Т*> vT*sT.

Всякий граф Gt3 (n,N,r) однозначно определяет собой некоторую 

индивидуальную задачу z (Я). Поэтому далее наряду с термином

- 15 -



"задача z(W)" условился использовать термин "задача z на графе G".

В 5 6 введено понятие идеальной задачи, которое состоит в 

следующем. Индивидуальная задача z(W) обладает свойством если 

найдется хотя бы одно решение t=(7,Et) такое, что каждое ребро е « 

<3̂  взвешено N-мерным вектором вида

(W* .....W1 ) в R*.

При этом указанное решение t таете обладает свойством X. Множество 

таких траекторий обозначим через Т̂; множество

индивидуальных задач, обладающих свойством X. Такие задачи 

называем идеальными.

Пусть определена функция cp=cp(n)=o(Vn)-a> при П-оо.

ТЕОРЕМА 2.1. Если выполняется неравенство 

(г̂+І )5п/(іпП+іпіпіжр), то для почти всех графов Gs5(n,N,r) 

векторные задачи о коммивояжере , о совершенных паросочтаниях, о 

минимальном остонном дереве с ВЦ® (I)-(3 ) является идеальными.
В } 7 на основе свойства идеальности получены оценки 

сложности исследуемых задач в "типичном" случае..

В работах В.А.Оюличева, В.А.Перепелицы для исследуемых задач 

было устновлено, что максимальная мощность ПМ и ПМА растет 

экспоненциально с ростом размерности задачи, если ВЦ® (I) содержит 

хотя бы два критерия весового вида (2) и значение г=г(п) растет 

достаточно быстро с ростом п. Однако оставался открытым вопрос о 

том, для какой доли графов G«s(n,N,r) мощность ПМ и ПМА ограничена 

снизу экспоненциальной функцией от п. Ответ на этот вопрос дают 

следугщие теоремы.

TEOPFSJA 2.2. Если Уп/ср, то для векторной задачи

коммивояжера с ВЦ® (1)-(3) на почти всех графах G«3(n,N,r) 

мощность ПМА і ТI =1 и мощность ПМ Т ограничена снизу функцией

- 16 -
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ф(п)=о((сріУп),')І экспоненциально растущей от п.

ТЕОРЕМА 2.3. Если ЛУЇЇ/ф, то для задача о<3 остовных деревьях 

с ВЦ» (Т)-(З) на почти всех графах &e3 (n,N,r) мощность ПМА |Т|=1 и 

мощность Ш Т ограничена снизу функцией $(n)*o((cpjyS),v>1), 

экспоненциально растущей от п.

ТЕОРЕМА 2.4. Если г̂Уп/ср, то для задачи о совершенных 

паросочетаниях с BJS> (1)-(3) на почти всех графах G<j(n,N,r) 

мощность ША і Т | =1 и мощность ПМ Т ограничена снизу функцией
г»

ф(п)=о((Уир) °), экспоненциально растущей от п.

Поскольку вычислительная сложность оценивается относительно 

длины входа количеством элементарных операций, затрачиваемых на 

нахождение и представление в явном виде решения, то нижней оценкой 

сложности проблеми нахождения Ш (ПМА) может служить мощность 

множества Т (Т). Согласно теоремам 2.2-2.4 проблема нахождения Ш 

рассматриваемых задач (имещих Ш экспоненциальной мощности ) 

является труднорешаемой. Однако, проблема нахождения ША почти для 

всех графов сводится к нахождения одного ПО.

В главе 3 рассмотрены следущие вопросы: I) поведение

ПМ и ПМА при увеличении числа критериев ВЦ»; 2) вероятностный 

анализ устойчивости решения задач Z*. а =* 1,2,3; 3) вероятностный 

анализ мощности ядра устойчивости для одного класса локально 

неустойчивых задач.

В параграфе 8 показано, что существовавшее до настоящего 

времени мнение о расширении ПМ при увеличении числа критериев ВЦФ 

вообще Говоря, является неточным. Обозначим через начальную 

систему критериев ВЦ®, т.е. Ai=(P| (t).... Рн (t)>. Новая задача

будет получаться из исходной путем замены системы критериев At на 

систему д^А^ (?н ^ ( t ),..., PN (t)>. Действительно, в
ДГ

ЛНБ ім. В. Стефаника 
АН У к р а їн и



м
определенных случаях имеет место совпадение множеств Т(А4 ) и 

Т (Аж) - Например, для так называемых полных задач, когда
А

выполняется равенство : Т » Т =* Т. Ясно, что в этом случае не 

существует элементов t « Т, за счет которых может расшириться ЕМ 

или ПМА.

В настоящей работе показано, что расширение ПМ происходит 

только в случае строго эффективных задач , т. е. задач, у которых
W  А
Т = Т. Следулцая теорема доказывает, что число таких задач очень 

мало.

ТЕОРЕМА 3.1. Если Г* s П/(1пП+1п1пП/ф), то почти все 

индивидуальные задачи zM (W)«Zt, я=1,2,3 на графах G«s(n,N,r) не 

являются строго аффективными .
Гф А

В случае, когда ТУТ справедлива теорема о "немонотонности" 

паретовского множества .

ТЕОРЕМА 3.2. Существуют индивидуальные задачи Zm, в=І,2,3, 

у которых при замене системы критериев Af на систему критериев Аг, 

где А, с А, . выполняется включение 

T(At) г» т CAt).

Исследование поведения ПМ при изменении числа критериев ВЦФ в

некотором смысле аналогично исследования устойчивости решения при

возмущении параметров ВЦ® на некоторый порядок є > 0.

Обозначим Зерез 2 (W,A ) исходную индивидуальную задачу с ВВД 
А 1 А,

? (t) , а через z(W,Ae ) - задачу с ВЦФ ? (t). Возмущающее

множество л (є, Nt ) определим как множество матриц B=»bVki, где

{

0, 'если v « £1,...,^), 

eos е, если v « fNt+I....Нж>.

»
Для строго эффективных задач и описанного возмущающего множества с 

стабильными элементами справедливы следующие утверждения.

' - 18 -
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УТВЕРЖДЕНИЕ I. Задача &(W,At ) является локально неустойчивой

для возмущений В « *(е. Nt ).

УТВЕРЖДЕНИЕ 2. Задача z(W,At ) является Е-устойчивой в смысла

определения 2 для v к > О.

В параграфе 9 исследуем є-устойчивость в типичном случае,

когда рассматривается массовая задача.

Будем считать, что индивидуальная задача zN (ff) на графе

G«ss(n,N,r) обладает свойством ut ), если она является

є-устойчивой в смысле определений I ( соответственно, определений 
Ч

2 и 3 ). у (n.N.r), 1=1,2,3 - множество графов, определящих МДР

є-устойчивнх в смысле определения I (2,3) задач zN (W).

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Задача 7." является є-устойчивой в смысле

определения I ( соответственно, определений 2 и 3 ) на почти всех

графах G « s(n,N,r) , если выполняется равенство

I» 1 (п,Ы,г)|ш 

ДІЗ |5 (п,Н,г)|---” Т)-

ТЕОРЕМА 3.3. Если г" s п/(іпп+іпіпп/ф), то задача Z", s=I,2,3 

не является є-устойчивой в смысле определений 2 и 3 на почти всех 

графах G<s(n,N,r) для ve>0.

В теореме 3.4 обоснованы нижние оценки радиуса устойчивости 

для задач z", s=I,2,3 с ВДО (I)-(3).

ТЕОРЕМА 3.4. Если г" і  п/(іпд+їпглп/ф), где ф=ф(п)-®, п-®, то 

для задач Z", з=1,2,3 на почти всех графах G«s(n,N,r) радиус 

устойчивости либо равен нулю, либо удовлетворяют неравенству

f (w1-**), если Р (t)=!L.(t), v=I.... N,

P(W)~ і ^  »L (»r-w*)/q в противном случав.

ТЕОРЕМА З.Б. Если Г** S п/ (1пП+:п1пП/ф), ГДв ф=ф(П)-«, П-оо, то 

для минимаксных задач Z", я=1,2,3 на почти всех графах (kc?(n,N,r)
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радиус устойчивости вычисляется по формуле

p(W) = «in «tn *"(t°,t) / 2, где teT(W).
о Z s V- l ....... Mt «Ті v> S

В заключении сформулированы основные результаты работы, 

которые состоят в следущем:

1 . Предложен количественный подход в исследовании 

устойчивости векторных комбинаторных задач. Обоснованы необходимые 

и достаточные условия векторных комбинаторных задач с критериями 

вида MINSUM, южах в любой комбинации для трех вариантов 

определения є-устойчивости. Для однокритериальных траєкторних 

задач с функционалами линейным и узкого места получены критерии 

е-устойчивости.

2. Получен ряд формул для вычисления радиуса устойчивости 

исследуемых задач для определенного состава ВЩ> и конкретного вида 

возмущений (увеличивапцего, уменьшащего, смешанного). На 

основании обобщенной формулы и полученного критерия локальной 

неустойчивости построен алгоритм вычисления радиуса устойчивости.

3. Обоснованы оценки вычислительной сложности в типичном 

случав для векторных задач о коммивояжере, об остовных деревьях, о 

совершенных паросочетания с критериями вида MINSUM, МПЖАХ в любой 

комбинации.

4. Сформулировано новое направление исследования устойчивости 

при изменении числа критериев ВЦф, скорректировано существовавшее

мнение о неубывании паретовского множества при добавлении новых

критериев.

5. Предложен вероятностно-статистический подход к 

исследованию устойчивости и сформулированы соответствушие теоремы

о достаточных условиях.
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