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Настоящая работа посвящена предельным теоремам решётчатых 

распределений и, в основном, изучению локальных теорем для схемы 

суммирования целочисленных независимых случайных величин или 

векторов.

Как хорошо известно, первые результаты по локальной аппрок­

симации распределений касались биномиальных вероятностей и были 

получены А.Муавром (1733 г.), П.Лапласом (1812 г.), С.Пуассоном 

(1837 г.), а-также Николаем (1713 г.) и Даниилом (1770 г.) Бер­

нулли ещё на заре формирования теории вероятностей. Дальнейшее 

развитие тематика локальных предельных теорем получила в работах 

Р.Мизеса (1934 Г;).А.Хинчина (1943 г.), А.Колмогорова (1949 г.) 

и многих других современных исследователей.

В предположении, что слагаемые одинаково распределены,поз­

же были получены необходимые и достаточные условия (Б.В.Гнеденко 

(1948 г.) - одномерный случай; Д.Г.Мейзлер, О.С.Парасюк, Е.Л.Рва- 

чёва (1949 г.) - многомерный). А.Я.Хинчин применил эти и аналогич­

ные результаты в своих работах по статистической физике (см. Хин- 

чин А.Я. Математические основания квантовой статистики.-М.;Л.: 

Гостехиздат,1951). Со временем были даны другие интересные приме­

нения локальных теорем, например в теории случайных отображений 

(см. Колчин В.Ф. Случайные отображения.-М.:Наука,1984).

Для различно распределённых слагаемых необходимые и доста­

точные условия локальной предельной теоремы для равномерно огра­

ниченных слагаемых были получены I).В .Прохоровым (ДАН СССР.-1954.- 

ТІ.98.Л 4.-С.535-538). '

Дальнейшее развитие тематика локальных теорем получила у



В.А.Статулявичуса, А.Г.Постникова, С.Х.Сиражцинова, их учеников 

и последователей. Были приведены глубокие теоретико-числовые ме­

тода и соображения.' Кроме перечисленных авторов вопросами локаль­

ной теоремы занимался целый ряд исследователей, среди которых 

следует назвать В.В.Петрова, Ч.Стоуна, В.Феллера.

Настоящая диссертация основана на работах автора, опублико­

ванных в период 1964-1993 г.г. (всего 22 работы), и примыкает к 

перечисленным исследованиям.

Цель работы - установить ряд важных свойств решётчатых рас­

пределений и в особенности локальной, а отчасти и интегральной 

аппроксимации распределений сумм независимых случайных величин и 

векторов нормальным распределением.

Основные результаты.

1. Получены неулучшаемые оценки максимальной вероятности 

значений сумм случайных величин при заданной максимальной вероят­

ности значений слагаемых для определённого класса случайных вели­

чин. Теи самым дано частичное подтверждение гипотезы С.В.Прохоро­

ва о форме асимптотически правильной оценки функции концентрации.

2. Построен» примеры, показывающие, что необходимые условия 

выполнения локальной теоремы к суммам независимых целочисленных 

случайных величая: применимость интегральной теоремы, асимптоти­

ческая равномерная распределённость суш по любому модулю, равно­

мерная бесконечная малость слагаемых - не являются достаточными 

для локальной теоремы.

3. Дано новое (аналитическое) необходимее условие применв- 

моств локальной теоремы в форме так называемого "третьего интегра­

ла" и предложен способ оценки снизу скорости сходимости в локаль­

ной теореме.

4. Введена количественная характеристика "гладкости" распре­

делений целочисленных случайных величин или векторов - функция
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гладкости и изучены её свойства.

5. Предложены способы оценки остаточного члена в локальной 

теореме, основанные на приёме "предварительного сглаживания" 

распределений с использованием функции гладкости.

Аппробация работы. Результаты диссертации докладывались на 

заседании Комиссии по теории вероятностей и математической ста­

тистике (Тбилиси,1986 г.), на семинарах в Московском и Санкт-Пе­

тербургском государственных университетах, Математическом инсти­

туте им.В.А.Стеклова, в Институте математики и кибернетики АН 

Литвы, в Институтах математики АН Украины (г.Киев) и СО РАН (г.Но­

восибирск), в Математическом институте им.А.М.Размадзе АН Грузии, 

на Международных Вильнюсских конференциях по теории вероятностей 

и математической статистике (1981, 1985, 1989 г.г.), на ІУ Со­

ветско-Японском симпозиуме по теории вероятностей и математичес­

кой статистике (Тбилиси, 1982 г.), на Первом Всемирном конгрессе 

Общества математической статистики и теории вероятностей им.Я. 

Бернулли (Ташкент,1986 г.).

Структура диссертации. Диссертация состоит из введения, 

трёх глав и комментариев. Список литературы состоит из 110 наиме­

нований, причём работы автора по теме диссертации выделены отдель­

но и обозначены HI, Н2 и т.д. Общий объём 1̂ 0*..

Обзор содержания по главам. Всюду в дальнейшем

... . . (і) 

означает (если явно не оговорено противное) последовательность 

независимых целочисленных случайных величин и

£>■** ^i+ ■+  V

В первой главе даны оценки для »«.*х Р С Sn, ~ *■)
зс

Назовём распределение целочисленной случайной величины X 

унимодальным, если существует такое целое rv\0 , что при целых
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wt»«e вероятность РС^аЛ) не убывает, а при целых w  > w 0 

- не возрастает. . ^ • •

Теорема. Если случайные величины (I) имеют унимодальные

распределения и rvia* Р =0 = , то справедливо неравенство

[ £(■£.- f)p  (<+£).
Неравенство по существу неулучшаемо. Действительно: пусть /

принимает вое целые значения от - V до V* с вероятностью 

и 6 l= D | .  По локальной теореме получаем, что

»•* PCS.- *) * PCS.- о) = xf# j z f i t g y  ■
Это неравенство было первым, хотя и частным подтверздением 

одной гипотезы D.В.Прохорова (Прохоров Ю.В. Экстремальные задачи 

в предельных теоремах // Тр.УІ Всесоюз.совещ.по теории вероятнос­

тей и математической статистике,Вильнюс,1962).

При отказе от унимодальности со свойством симметричности и 

одинаковой распределённости слагаемых справедливо следующее не­

равенство

P C S - )  (тс— ; + ,
ПЮ ^ * 4 -  р , а Р ̂  =  °) =  С і " 1-1-

Следующая часть работы посвящена анализу необходимых усло­

вий применимости локальной теоремы с целью получить ответ на- 
0 •

сколько.они близки х достаточным. Предварительйо введём обозна­

чения и определения. Предположим, что случайные величины (I) име­

ют конечные вторые моменты я пусть А«.а Е£>п , K - D S ,  И

PnW = Р(Д,*гп).
Последовательность (I) удовлетворяет по определению локаль-



ной предельной теореме (л.т.), если равномерно по m  , -оосм<оо 

при п — *■ °°

Р>)= (2£Гун в;‘ с"-д-^й 1 - Ч ь-) •
Как известно, из л.т. вытекает, что распределения нормиро­

ванных сумм g>n сходятся к стандартному нормальному

распределению, т.е. применимость центральной предельной теоремы 

(в интегральной форме) является необходимым условием л.т. Ю.В. 

Прохоровым было отмечено, что необходимым условием л.т. является 

также и асимптотическая равномерная распределённость (а.р.р.) 

сумм S n по любому фиксированному модулю Ь > 0  , т.е. соотношение

Ь~»

К этим известным необходимым условиям автором было добавле­

но необходимое условие аналитического характера. В упрощённой 

форме это условие состоит в еле,дующем: для применимости л.т. не-
У '

обходимо существование такой последовательности , что

при п о°

Е„$ t 6  2 o r - t „

Здесь характеристическая функция сл.величины

Результаты цитированной выше работы Ю.В.Прохорова позволя­

ют поставить вопрос не является ли условие ц.п.т. и а.р.р без 

всяких дополнительных условий достаточным .для локальной теоремы. 

Ответ отрицательный. Контрпример построить сравнительно просто, 

если не требовать бесконечной малости слагаемых в нормированной 

■ сумме.

Пример [ні] . Пусть случайные величины с нечётными индекса-

-  5 -
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ми a a ZU-1 распределены по симметризованному закону Пуассона 

с характеристической функцией ^ак-<)= t*|>^Ak(.co*t|,k-4jJ. Па­

раметр Лк и шаг распределения Ц.к равны к *, 2[&к к соот­

ветственно. Случайные величины с чётными индексами \а1( принима­

ют значения l t ...,k с вероятностью Vak каждая.

Проверка требуемых свойств распределений сумм £>* (при­

менимость интегральной теоремы и а,р.р. и отсутствие л.т.) ока­

зывается не очень трудной (по сравнению со следующим примером), 

и мы на ней здесь останавливаться не будем.

При дополнительном условии бесконечной малости слагаемых в 

нормированной сумме, гипотеза также неверна, т.е. удаётся постро­

ить довольно сложный пример', в котором слагаемые в нормированной 

сумме бесконечно малы, суммы a.p.p. и удовлетворяют ц.п.т.,

но, тем не менее, для £>п не имеет места л.т.

Пример [нз] . Построение последовательности происходит 

следующим образом. Пусть ы«(4+<Г5)Л . Запишем ы. в виде цепной 

дроби ^4; } . Числители f>j и знаменатели соответ­

ствующих подходящих дробей представим в виде следующей таблицы

і 2 3 4 5

3 . 5 . 8 13 21

ч
2. 3 .5 8 >13

Числители образуют ряд Фибоначчи Ь. з h. p. ( і > 5)
г* Ггі 43 /

Причём ^  Ц я ).

Рассмотрим последовательность независимых величин, которую 

удобнее выписать в виде следующей таблицы
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\ , .. • і ^ n* ,
^  rv , +  rvt  t

..................... (3)

^  n l t  •• +  r t j - l * *  J • • • > ^  n 4  +  *■ • +

где величины ^ -ой строки распределены одинаково и принимают 

значения О, с вероятностями Сf*j'^V p ^  i , 1/p.

соответственно, в количество случайных величин в строке выбира-̂

ется как t\;=* C p M +І (La) означает целую часть числа a  ). 
а а

Характер рассуждений, принимаемых при анализе этого приме­

ра, можно в сжатой форме описать следующим образом.

Условие бесконечной малости слагаемых и ц.п.т. проверяется 

следующим способом. Для произвольного Y\. существует такое U.

что $ , где п*+ —  + и тогда, В;к >  V i  ,

следовательно w**. ^ "^vj, ИР0 1г_

u j ^  d 0 K J ^  а а r i
> да, где с -

абсолютная константа. Из этого условия вытекает, как условие Ля­

пунова, так и условие бесконечной малости слагаемых в нормирован­

ной сумме.

Для проверки условия а.p.p. достаточно показать, что во 

всех рациональных точках вида 2.3Г *t/^ характеристическая функ­

ция суммы стремится к нулю (Критерий Дворецкого - Вольфови- 

ца). Имеем

.ив *
і '

при It. -»-оо .

Наконец остаётся показать, что необходимое аналитическое 

условие (2) не выполняется.

і  - Ч  
6 Є  -#><



Действительно, беря разложение Тейлора при | t - 23Г/* £>~

и оценки производнкх̂получим

| Щ > 1 » 1  - - -£ * - '
(здесь и далее с, - означает различные положительные абсолютные 

постоянные).

k Следовательно, к — 5—  г̂—  і

-it-fj=1 і 1 га <* Мк 5=1 J
Тем самым, при всех достаточно больших к справедливо

\ = ч \  \ е-* Jt
t n< i< .2 3 r - t .  Ц -  г я /^ І 6

Так как в построенном примере 3^ > с , то тем самым не выполняет­

ся необходимое условие (2) для л.т. и для построенной последова­

тельности (3) л.т. не имеет места. Следует заметить, что для по­

строенного примера условие Ю.А.Розанова не выполняется и тем са­

мим заключаем, что это условие по существу не улучшаемо. Напом­

ним, что это условие Ю.А.Розанова состоит в следующем: при п - + с ю  

равномерно по V.

1 .

Следующая часть диссертации посвящена исследованию свойства 

гладкости распределения. С этой целью вводится функция S(F^) и 

исследуются её свойства. Используя приём "предварительного сгла­

живания" получаем легко проверяемое достаточное условие для л.т. 

и в терминах функции гладкости £(Д) получаем способ оценки ос­

таточного члена в локальной теореме.

-  8 -



Перейдём к более подробному изложению. Определим "степень 

гладкости" распределения целочисленной сл.величины ^

следующим образом

S(FJ) = Z Z  IР О 3 ") -  Р СХ=»^-1)|,

где і - множество всех целых чисел.

Изучаются различные свойства S“(J\) . Наиболее интересные

те из них, которые имеют место в предположении, что \  есть

сумма большого числа случайных величин. Для суммы 8> п незави­

симых одинаково распределённых целочисленных случайных величин 

с максимальным шагом распределения равным I всегда SXP&„) ~ * ~ о  

при Л. ао .

Более того, если последовательность (I) независимых, огра­

ниченных, одинаково распределённых целочисленных сл.величин с мак­

симальным шагом, равным I равномерно ограничена, то

SC PsJ® sjifirn +  ° ^ )  / ИРИ
Далее изучается возможная скорость стремления S'CPc,,) к нулю 

при разных ограничениях на распределения сл.величины (I).

Для многомерного случая мы вводим аналогичную характеристи­

ку равенством

где внутренняя сумма берётся по всем целочисленным векторам, а

в, * СДі®* — ,о) , 13 С®» о* О *

Для неё имеет место, в частности, утверждение.

Пусть ^ - целочисленный вектор В R 5 .Если S‘(_P{)<2 , 

то максимальный шаг распределения равен I.

Следующее свойство относится к суммам 9 > п независимых 

одинаково распределённых целочисленных случайных векторов

-  9 -
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a - C ^ . . , t t w ) # д .. -  алгебраическое дополнение эле-

I S № ) |

мента *jk и Л = iA«i •

Если последовательность целочисленных

одинаково распределённых случайных векторов, имеющих максималь­

ный шаг распределения, равный единице и l ^ U L  , то при t\-*■ <«

+  -*• •»*\Ta 7 s )  +  О ( j ~ )  .

Заметим, что условия этого утверждения обеспечивают невы­

рожденность матрицы ковариаций.

Применение характеристики £> С ) в л.т. основано на не­

равенствах типа

г | sin t/z і

Простейшим, но типичным результатом, получаемым на этом пу­

ти, может служить следующее утверждение.

Пусть (I) последовательность независимых (необязательно оди­

наково распределённых) случайных величин. Если существует нату­

ральное По и положительное число Л , X < ([s1 такие, что 

при всех к

ИРГ)4*
* к

и если к этой последовательности применима центральная предельная 

теорема и ьгя= о ы ,  при п. -9~ оо , то к этой последо­

вательности применима и локальная предельная теорема в усиленной 

форме.
Г > * ™

Здесь и далее г  ̂ означает гл -кратную свёртку

распределения сл.величины . Присутствующие в формулировке

теоремы параметры У\ 0 и Л обеспечивают существование таких



сл.величин S< , •••» > К0Т0Рые распределены так же

как для каждого ^ (̂к = 4,п) , и для которых обеспечивает­

ся "достаточная" гладкость* S ' C P t  о°) ^ А < а  ■

В третьей части работы изучаются несколько задач, связанных 

с центральной предельной теоремой. Работа [Н?] посвящена доказа­

тельству ц.п.т. способом, отличным от хорошо известного подхода 

Эссеена. Суть работы заключается в следующем, если в качестве 

сглаживающего распределения взять финитные распределения, плот­

ность которых бесконечно дифференцируема, а характеристическая 

функция убывает достаточно быстро, то можно получить правильную 

скорость сходимости в ц.п.т., но при наличии одной Леммы, принад­

лежащей Эссеену. Эта заметка [н?] примыкает к работе А.Журавского 

и интересна ещё и тем, что учитывая вышеуказанное обстоятельство 

можно было ещё в 1933 г. иметь истинную картину сходимости в ц.п.т. 

Следует добавить, что целый ряд утверждений этой заметки перено­

сится и на конечномерный случай. Далее следует неравенство, обоб­

щающее неравенство Эссеена, оценивающее сверху равномерное откло­

нение функции распределений F(*) от (?>(.*•) в терминах, соответ­

ствующих характеристических функций ^(1) и g(t) на случай раз­

мерности большей или равной двум [НЬ] . Буквальный перенос дока­

зательства неравенства Эссеена на слутай R S даёт интеграл

(̂Т Г ^  ^

который может быть и бесконечным из-за поведения подинтегральной 

функции вблизи нуля. Обойти эту трудность удаётся введением вспо-
А ^

могательшг функций я g w  . Способ доказательства,

предложенный в этой работе, в дальнейшем применяется для оценки 

близости по вариации [нб].

- 1 1  -
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