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X, Загальна характеристика роботи

А  ктуал ьк гсть  тем п .

Дослідження моделей, що описують явище надпровідності. € 
однією а найбільш актуальних задач квантової статистичної ме­
ханіки. Це пояснюється, перш за все, широкими перспективами 
застосування цього явища на практиці. З іншого боку, експери­
ментальне відкриття високотемпературної надпровідності є тим 
кроком, який вимагає пояснення та чіткого теоретичного обгрун­
тування.

Математичне списаная систем у надпровідному стані пов'я­
зане о рядом принципових труднощів, «умовлених нестійкістю 
системи та нелінійпістю рівнянь, які описують її. Так, наприклад, 
основне рівняній теорії надпровідності - нелінійне інтегральне 
рівняння, що описує щілину в спектрі гамільтоніану, - традиційно 
розв’язується лише наближено о ведихсю кількістю припущень. 
У зв'язку о цим математичне досліджеппя структури рооУяоків 
цього рівняння, їх походження й аналіз є важливою та актуаль­
ною проблемою.

Об’єкт дослідження. Принцип компенсації ’’небеопечних” 
діаграм Боголюбова в моделях Фрьоліха та Бардіна-Купера- 
Шриффера (БКШ) рівняння компенсації при нульовій та не- 
нульових температурах, розбіжні доданки б ряду •”еорії обурень 
при нульовій температурі та рівняння для щілини в спектрі від­
повідних гамільтоніанів.

Мета роботи. Узагальнення принципу компе ації Боголю­
бова на випадок відмінних від нуля температур т. дослідження 
існування нетривіального розв’язку ріваяння для щілини.

Методи дослідження. Методи квантової теорії поля, а саме: 
методи діаграмної техніки Фейнмана і техніка температурних 
функцій Гріна. А також метод нерухомш' точки теорії неліиій-
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ного аналкэу.
Наукова новизна. У роботі запропонована діаграмна техніка, 

яка на відміну кід традиційної, дозволяє кожній діаграмі одно­
значно співставити енергетичний знаменник і, таким чином, 
більш детально дослідити структуру ряду тес. ї обурень. У ди­
сертації ьитіедениий узагальнений ппинцип компенсації та отри­
мані відповідні рівняння компенсації для моделей <*>рьоліха й 
БКШ. Перетворення інтегрального рівняння для щілини до рів­
няння на нерухому точку оператора стискаючого типу дає можли­
вість довести існування хоча б одного нетривіального розв’зку, 
близького до ^зближеного, який узгоджується о експерименталь­
ними даними.

Застосування. Робота мас теоретичний характер. Запропо­
нований критерій вибору параметрів канонічного uv перетворен­
ня може бути використаний в багатьох задачах теоретичної і ма­
тематичної фізики: теорія надплинності та надпровідності, спон­
танне порушення симетрії в теоріі елементарних часток, кван­
това теорія поля у викривленому просторі-часі та в інтенсивних 
зовнішніх полях.

Апробація роботи. Основні результати дисертації доповіда­
лись на семінарах відділу математичних методів у статистич­
ній механіці Інституту математики АН України, на Вченій Раді 
Інституту математики, а також на міжнародній конференції з 
диференційних рівнянь (Україна, м.Судак, червень і993 р.)

Публікації. Результати дисертації опубліковані в п’яти робо­
тах, список яких наведений наприкінці автореферату.

Сі: руктура дисертації. Дисертація викладена на 75 сторін­
ках і складається з вступу, і рьох глав, трьс додатків, висновків 
та списку літератури, що містить ЗО найменувань.
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2  . З м і с т  р о б о т и

У вступі (параграф і) подано к. роткий огляд досліджень по іе.м 
дисертації та сформульовано основні результати, що виносяіь< 
на оах^т.

Перша глава присвячена дослідженню принципу компенсації 
” небеопечних” діаграм Боголюбова при нульовій температурі 
[1,2]. Ці ’’небеопечві” діаграми виникають при оастосуванні тео 
різ обурень до моделі.них гаміяьтоніалів Фрьоліха та Бардіна- 
Купера-Шриффера (БКШ). ’’Небеопечність” діаграм пов’япана
о розбіжністю відповідних аналітичних вирав,:в

У другому параграфі вводяться оручпі ііооначення, які доаво- 
ллють уникнути складних, иеваочних виразів для окремих до­
данків гамільтопіану Фрьоліха після uv перетворень, Обгово 
рюеться ов’жзок між канонічними uv перетвореннями і методом 
кваоісередні: Ьаведено явний вигляд перших яетривіаиьних до­
данків в ряду теорії обурень для енергії основного стану, акі об 
числені явно в додатку А.

Третій параграф дисертації присвячено вдосконаленню гради 
цінної діаграмної техніки Оскільки одній діаграмі,

згідно аі старими правилами діаграмної техніки, можуть ьідіїс
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відати рюш аналітичні вирази:

k,p\,pj 1

Ah-n В кл Ак_Р2В}?2 Вк
х

[є(А:) є(рі) +  ш[к -  /»і)][е(Л) -  єірг) ~ и>(к -  р2)]

1
(1)

2 V " __________________ ^ к —рі B l F, B kpi s\k-n B f .^ B ^ pi_________________

^ ( i g )  +  e f a )  +  ш ( к  -  Рі)][є(А:) +  ф 2) +  ш { к  -  р ^ ) \ 2 е ( к ) ’
*>Р 1 >Р2

(2)
то для усунення цього недоліку вводяться три додаткових правила

1 Правило напряму - всі вершини мають бути розташовані 
на )днін лінії справа паліво з тому самому порядку, що і в 
матричному елементі формули

та всі стрілки на лініях діаграми теж мають бути спрямовані 
справа наліво.

2. Правило перетинів - енергетичні знаменники визначаються 
перетинами діаграми о вертикальними лініями між верши­
нами, в межах одного перетину кожній лінії діаграми відпові­
дає один доданок в енергетичному знаменнику.

3. Правило імпульсів - лінії в вершині 3 мають однаковий ім­
пульс; якшо вершина 1 або 2 з ’єднує ферміовні лінії (к\, 5j) і

1 , 2 1 :

Е  =<t/>l Ej \ф> + <ір\ Н і~ Е <  IV» -1-

<Ф\ |v> + . • .
ізо h o
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(Дс2,5г) та фононну лінію о імпульсом q, тоді

(_1)7і+*і|fc, +  (_i)7j+«afc2 +  (-І)Лд =  О

При використанні таких правил вищенаведена діаграма перетво­
рюється на дві ріоні, що відповідають вкладам (1) і (2):

У параграфі 4 обговорюється узгодженість між вдосконаленою 
діаграмно, технікою та традиційним визначенням незв’язних 
діаграм. Доведено, що сумі незв’яаних діаграм
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«ідповідає факториоований аналітичний вирап:

/ у  (CkY \  /у р  (СР)2 \

VV VТ (2є(р))7
Сформульована діаграмна техніка дооволяє досліджувати діа­

грами на рообіжність. Прикладом рообіжноі діаграми є

діаграма, вклад якої дорівнює:

_  V  1 ( (Лк-Р^2вк1р1в 1,р1 \
(2є(к))т+1 є(к) +  е(рі) +  ш(к -  pi) J

( (А ь-М * у
\“ є(&) + е'(Ра) + Ч* “ Рг)/

Рообіжність виникає внаслідок наявності множника 1/2є(к), ос­
кільки є(к) обертається в нуль па поверхні, близькій до поверхні 
Фермі. У п'ятому параграфі показано, що поряд із загальноприй­
нятими ’’небезпечними’" знаменниками типу 5^*(2є(/с))- т  при 
обчисленні матричних елементів можуть виникати вирази типу



E fciP(2e(*) +  2e(p))-TO або Е * )Р,/(2 Ф ) +  2£(р )4  2£( / ) Г ^ і  
ЯКІ теж Є ”небезпечними” та можуть Приводити ДО Р « |(> І-К І1І, 

стей. Наприклад, діаграмі [1,2]

7

(3)

відповідає вклад:

(c(*l) +  e(*l + *a -  *s) + w(*3 -  kt)Y 

/  O _____________ _________________________ \
V p £(^і) +  e(^2) +  e(^! +  ”  ^s) +  W(^2 ~ p)y

(;
l

)

«+»

+  £(fcj) +  ®(^з) +  £(^1 +  +  i j )  >
У параграфі 6 показано ях ” працює” принцип компенсації *ж 

беопечннх” діаграм Боголюбова, яаведево рівняння гемлеисан» 
у оапропонованих в параграфі 2 позначеннях

С , = 2 Е e{k) +  є(р) +  и(к -  рУ
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Відмічається, що розбіжна діагра.ма типу (3) не містить стану о 
двома к вазі частками.

У другій главі дисертації принцип компенсації Боголюбова уза­
гальнюється на випадок відмінних від нуля температур і отриму­
ється відповідне рівняння компенсації [1 - 3]. У я цього найбільш 
зручною є техніка температурних функцій Гріна. У параграфі 7 
коротко наведено основні результати цієї теорії [lj. явний вигляд 
вільних температурних функцій Гріна електронів Go та фононів 
F0, загальний вигляд двохчастинкової функції Гріна в представ­
ленні взаємодії, обгрунтовано застосування теореми Віка.

У вось- ому параграфі обчислюється поправка до термодина­
мічного потенціалу Q в найнижчому порядку теорії обурень. По­
казано, що відповідні доданки не містять розбіжностей, коли є (к) 
прямує до нуля внаслідок наявності температурних множників 
ezp(±e(fc)).

V параграфі 9 міститься один з головних результатів дисерта­
ції - узагальнений принцип компенсації [1 - 3]: параметри ка­
нонічного uv перетворення мають бути обрані так, щоб мінімі­
зувати середнє число квазічасток:

_  TV (  exp(—/3//)

Тг(ехр(—/ЗЯ), •

Знайдено аналітичний вираз узагальненого принципу -узагалі) 
нене рівняняння компенсації [1,2,3]:

Тг Гехр(—/ЗЯ)а^,а^0)

^  Тг(ехр (—/?# ))

Показано, що це рівняння еквівалентно наступній умові на точну 
ггмпературну функцію Гріна:

G p (fc 1 . t | ; А*г, t<i) |»,=(2— О, (4)
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це

< ? ,(* „  «ь *2, *.) -  тГ(ёхРР / Щ

У десятому параграфі узагальнений принцип компенсації с»а 
стосовано до моделі Фрьоліха та, отримано уоагальнене рівняння 

компенсації при ненульоь.іХ температурах для цієї моделі [1,2]:

(Е(кі )~  ц) иklvkl ( ________ 1___________________ 1_______ \ _
2ф і ) \ [ 1  +  ехр(-/?є(А:і))]2 [1 + ехрЦЗєіЬ))]2 J

2Y 1 9*— ~ ~  (w/tjUp + wpwi,) (м*,Up -  vpvkl)<fkup{P), (5)2Уp
Де

^„p(/?) = E ^ x 
»=i

( і г Ь ;  '  F ‘2"  + Fu) + 7 ^  ”  F>3 "  Fl<1 +  :
де коефіцієнти F{j оадаються наступним чином:

F h  =  f +f +c-d+ F l  =  r f +c -d -
F h  =  f +f +c+d~ Fyt — f +f +c+d+
F {з =  / +/ - c +d" f ?3 =  / +/ ‘ c+d+
F3V =  r / +c-d + F l = f - f +c~d-
F h  — f~f~.c~d+ F ^  =  f - f - c - d -
F 23 =  f - f ~ c +d - F *3 =  f - f ~ c +d+

та коефіцієнти / ,  с, d вионачаються як
f -  _______ і / + __ - і
j -  !+exp(-^(*i)) J l+exp(^(ti)l

i+exp(-^0>)) c+ =  j+exp lfc(p))с =



Всі громіздкі обчислення при отриманні рівняння (5) випесені 
в додаток В.

Після виведення рівняння (5) необхідно було дослідити його по­
ведінку в границі /3 -+ оо (випадок нульових температур). Це 
вроблено в параграфі 11. Отримане повне співпадіння при Т  — 0 
рівняння (5) о рівнянням компенсації Боголюбова:

р

(ukvp +  Upt't) (щцр -  vpук) 
є(к) +  є(р) +  и(к -  р)

Цей факт свідчить на користь виведеного узагальненого прин­
ципу компенсації (4). Останній параграф другої глади присвя 
чено застосуванню узагальненого принципу компенсації до мо­
делі Бардіна-Купера-Шриффера (БКШ) [4]. Отримано рівняння 
компенсації

2 (Е(кі) -  /*)«*,«*, =  «  -  v2ki) £  ( f e » ) ,

яке простими алгебраїчними перетвореннями сводиться до відо­
мого рівняння для щілини:

р

A (к) \j(Е{р) -  И? +  Д(р)2~

- м ) а +  Д(я)ї 2
т

л/U r w (4'P)( ) /  - у  UPVP
Р

10

vw;
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є енергетичною щілиною.
У третій главі дисертації досліджується існування нетривіаль 

ного розв'язку рівняння компенсації [4]. Спочатку обидва рівнян­
ня компенсації при нульовій температурі в моделі Фрьоліха

(Е(к) -  /і) ukvk =  q^ O ^ -k-x
р

(икУр + ирук) (щцр -  УрУк) 
є(к) +  є (р) +  w{k -  р)

таВКШ

2 (£ (* ) -  ц) ukvk =  (и\ -  vl) ^ 2  ^ " - Р-Цр»р
р

(ЗВОДЯТЬСЯ до одного й того ж рівняння для щілини:

в д - е У  , лМ  >  (6)
р 2У ^ ( а д - м ) 2 +  А(р)

яке відріоняється лише явним виглядом ядра W (к,р). Це оро- 
блено в параграфі 13. Таким чином, показано, що оадача існу­
вання нетривіальних роов’яоків рівняння компенсації еквівален­
тна задачі існування нетривіальних роов’яоків рівняння для щі- 
липи. Остання ргов’яоуеться в два етапи.Спочатку підбирається 
ядро W 0(A:,p), для якого рівняння (6) роов’яоуеться точно. Потім 
досліджуються малі нелінійні обурення такого ядра.

У параграфі 14 будується наближене ядро

w °(fc,p) =  И є [*1, Ы

для якого рівняння для щілини роов’яоуеться точно. Точний
розв'язок

д __________ ^ 0______
0 ”  e h  (27г2/ У У У т )



неан&літично оалежить від константи ов’яоку, що підтверджуеть- 
ся багаточисленними експериментами. Параграф 15 містить ос­
новний реаультат третьої глави - теорему про існування хоча 
б одного нетривіального \v в’яоку рівняння для щілини о ядром 
спеціального типу [4].
ТЕОРЕМА. Для довільної додатної сталої 0 <  А <  оо , що 
вионачає клас s ер у рівнянні (6) формулою

W u- гЛ - I  W o(k,p) +  w (k ,p)1 к Є [fcb *a],
И ,  к * [ Ь М

де 0 < w(k,p) <  М ( А ), а М  =  М( А)  визначена умовою

М  <  шіп(ші,ля2), 

тп\ — 2АД0Х 

\/До2 +  wo2 ^ у/{А +  До)2 +  wo2 +  у  До2 +  <*>о2̂  х

12

J _  ґ 2 Р2 dp [А +  До) 
4тг2 Л,

Ш2 —
1

4яг2
/* і

/іі

*> ^/До2 + (і?(р) — /і)2 

р 2 d p

- і

( -
(Л +  До)2

^Д о2 + ( в д - / і ) 2 v д °2+ ( а д  -

рівняння для щілини

-)
*(*) -  і  f

1 М Д ( р )

16И J  / ( а д - д ) 2 + д(р)2
(7)

має принаймні один нетривіальний роов’яоок типу

А(>) =
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О <  6{к) S a ,

де 6 (к) £ C[&i,fc2;, то ото 6 (к) наложить простору неперервних 
функцій на відріоку [fc5. k2}- При доведенні цієї теореми нелінійне 
інтегральне рівняння длл щілини (7) перетпорюеться з рівняння 
на- нерухому точку нелінійного оператора Т =  Q -r S, де

Потім у просторі ClJfci. к{\ будується (замкнена, опукла, обмежена 
множина

Далі показується, що оператор Q є цілком неперервним, а опера­
тор S - стискаючим на множині D. ТЬді, он теоремою про 
верному точку оператора типу стискаючий плюс цілком непе­
рервний виплив?" існування принаймні одного нетривіального 
роав’яоку рівняння для щілини, що й, потрібно було довести.

У додатку А обчислено перші нетривіальні доданки ряду теорії 
обурень для енергії венозного стану в моделі фрь. Лха:

(Qf)(k) -  —  j  W g2p dpx
J k\

} l ip)  +  Ao________________________________ До і
ІУ ( Д 0 + /(p))2 + № )-m )2 /(До )М В Д  -M)2j

' 4rr24  V(Ao + /(p))a + (S(p)-/*)2

Л = {/(*)! /(fc) € qfc„fc,],0 < ЛА) < A}

та доводиться, що оператор Т  переводить її в себе:

0 <  (Tf)(k) <  А.

Е  — тт , ̂  М ( В { , У

° Fr є(к) +  є(р) +  ш{к -  р)*.р
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_  V  (Є*)'* . - Г *  Сь(А*-р)*Як,рЩ,р
2е(к) f - '  (є(к) + є(р) + ш(к -  р))2є(к) 

к кьр

У додатку В обчислено тюданки другого порядку ряду теорії 
обурень для функції Гріна

G[g { k h ti)k7,t2) \tl=t =  - 2 ^ r p )2f l ‘  ipBl. pf>klM<pkt
p

Цей результат використано у параграфі 10 при виведенні уса 
гальяеного рівняння компенсації в моделі Фрьоліха.

Додаток С містить відомі теореми та вионачення, які викори­
стовуються при доведечні теореми про існування хоча б одного 
нетривіального роов’яоку рівняння для щілини (6),(7) о ядром спе- 
ціаг того тилу.
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