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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность темы. Сдвой из р-мнейиих задач кьайтовий ; i/um.t* 

ч&ской механики является теоретическое обоснование явления СВврХПр- 

во дикости.

Дяя теоретического обоснования этою явления приводили*; t и * 

доьания в двух направлениях: построения макроскопической теории 

Дк.Горггера, Х.Ш.Б.Казимира; ©.Лондона, Ґ.Лондона; В.ЛЛИнзбургв 

Д.Ландау; А.В.Пиппарда и др.) и настроении микроскопической пир» 

(Г.Фрелиха; М.Шафрота, С.Батлера. Дх.Елатга; Н.Н.Бопхаобова: Дж Ьаг 

дана, Л.Купера, Дж.ШриОДвра и др.).

Современная теория сверхпроводимости была построена однив̂жмеа 

но в классических работах Н.Н.Боголюбова и Дж.Бардина, Л.Купора, it* 

Шриффера. Существенный вклад в развитие зтоя теории вне- w  работы

Н.Н.Боголюбова, Н.Н.Боголюбова <мл.), Дн.Бардина, Дж.Веытцеля, А.И 

Горькова, Д.Н.Зубарева, М.Жирардо, Л.Купера, Д.НЛетрины, Г.Рикзйае 

на, В.в.Толмачева, С.В.Тябликова, Д.В.Яиркова, Дж.Шриффера, Ю.А.Цэр 

ковникова, В.П.Яцишина, и других авторов.

При построении своей теории Бардин. Купер и їриффер рассмотри 

вали взаимодействие между частицами с гфотивоположными импульсами 

хотя можно было бы рассматривать взаимодействие пары частиц у»

мерным импульсом р *  0. Поэтому с точки зрения натемаггйчесхо! ✓

основания теории сверхпроводимости представляет интерес и.ауч̂н̂ 

модели, учитывающей движение центра масс, т.е. модели, а кот<т» “ 

рассматривается взаимодействие между частицами с щюизаольиы» 

марным импульсом р.

Настоящая диссертация посвящена изучений модели, ь коніїни .•»* 

мерный импульс куперовской пэры іфинимает дискретные значения рк' Л' 

К - 1, 2,...,М , М - фиксированное число. Исходя из того, что рем* 

ные квантовомеханические системы следует рассматривал ь в оеск-чн-чн-.* 

объеме, изучаемая модель рассмотрена при V * со,

Цель работы. Исследование щодедьной системы, учитывайте* явит- 

ние центра масс, заданной модифятвчАванны* моделыым г*гл« "wsw*-•* 

теории сверхпроводимости БКЙІ

+ * "
Н =  - f Ф<Х)( $ * м)Ф<*)*с » 1 in —  У~~ [djtjdijrtijdxj 

J а v t о» ?V г*- /



г.

ехр(| pk(x1+x,))v1<(xr xJ >exp(- \ pk (x;+x' » v k<x'-x;) x

x ф(х, )ф(Х5| >ф<х' )ф(х' ), 

дн все квантовые константы и зложены равными единице и для просто
+

гы не учтены спиновые переданные; Ф(х), ф(х) - операторы рождения и 

уничтожения частиц, >i - химический потенциал; Л <  0 -константа взаи­
модействия; действительные функции vk(x) такие, что vk<-x) =  -vk<x), 

чу(х) є S(IE3); интегралы понимается в смысле главного значения, т.в. 

при V =  иег<Л) -» оо область интегрирования Леї3 равнояерйо расши­
ряется до К3.

Методы исследования. Основными методами исследования служат ме­

тода функционального анализа, метода квантовой теории поля, метод 

аппроксимирующего гамильтониана Боголюбова-Зубарева-Церковникова.

Научная новизна, практическая и теоретическая шнность.

С помои.ыо гамильтониана (I) математически обоснована теория сверх- 

проводюиссти в модельной системе, учитывающей движение центра масс. 

Такая модельная система может быть полезна для исследования аффекта 

Дкозефсона, так как в ней, е отличие от модели БКШ, связанная пара 

свободно движется в сверхпроводящем состоянии. Она будет свободно 

двигаться и в том случае, когда система разделена на две подсистемы, 

расстояние между которыми достаточно мало по сравнении с числом ко­

герентности ( размером ) связанных пар.

Апробация работы. Результаты работы докладывались на семинарах 

тлела математических методов статистической механики Института ма- 

гг*мчггики АН Украины,

Публикации. Основные результаты опубликованы в работах 11-31.

Обьем диссертации. Диссертация состоит из введения, трех глав, 

ячг.чочения и списка использованной литературы, содеркащего 45 найме 

чхания. Обпив объем диссертации - 84 страниц машинописного текста.

СОДЕПКАНИЕ ДИССЕРТАЦИИ

Во введении диссертационной работы приводится краткий обзор ра 

rti'T, относящихся к построению теории сверхпроводимости, излагается 

-гвиовка задачи и формулируются результаты диссертации.

В первой главе диссертации построено гильбертово пространств̂



з

состеяви* састмы ферми-частиц. учигивашей движение центр* месс,

8 первое параграфе построено пространство W n состояний системы 
и, и г 2 , насгтиц как гильбертово .ространстьо волновых функций ' п, 

которые являются произведение it волновое функции свободного даееьаамї 

центра массы снсгекы и трансля̂иояво инвариантной волновой функции, 

описывающей относительное дьлюние всея системы, т. в.

< 2 >

м *..... *„) -  Г-ФС fc M v - - - +xn))fn . J xi.....**ь п *
2 .

к ■* I

где функции Г. k(х,,...,хп) антисимметричны относительно пврестаяов 

ки аргументов.' транслящюняо мвзриантны:

f„.k fX,.... *„) "  *n. J V  Хп.....Хп-Ї Хг)

и квадратично интегрируёйы по разностным переменным і( -х, i(> ,it

В Wn введено скалярное произведение

і ____________ (3)

(*в>вп)цп3  У I  М ",.....^ l 1,.... Хп>Л»* ■ - dX,

и норма
Ul

.... «л ч - - - * . . ) 1 •

Гце, и впредь, все интегралы понимамгся в смысле і лааиого вначенмя 
Доказано, что для скалярного произведения (3) к нормы (4) вервь 

еле душне формулы:

и м

(*„.Оц .= У  “>• *1Л * У  ‘V
" кТГ 1 “ ПТ *

Что касается пространства состяний Wj системы, состоящей аз од 

нов свободной чаетшы, то полагаем Sy= ЩК*).

Во втором нараірафе построено пространство ш'состияккй сисгемы, 

состоящей из всевозможны! подсистем чаетш. Пространство состояний 

реализовано как прямая сумма тензорного произведения пространств 

состояний всевозможных подсистем частиц, т.е.

<Ь>

• С  =  И  V
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элементом которого являются функции вида

F (X....... . X } = \ Af Ї Х ....... X 1х..,.чГ fx. . . . . .  X. 1,
гЛ 1 ZL- "ft і  Jn. J

9 1 t

где  A -  янтискмметризирувдий оператор; с означает совокупность в с е ­
возможны* разбиений множества п точек <xj ( . . . ,х п> = <п) на подмно­
жества . ,<п,>, nt+ ...+  = п . причеи в содержит и тождест­
венное разбиение ( п ) ,  а подмножества, отличающиеся лишь порядком то­
чек , считаются одинаковыми.

В IH* введено скалярное произведение

Cr n ,G n ) « r  ~  L r4  , e ^ 1-*W  ’ ' • • ■ Х ( ;Гг , / в п  ) ( H  •n I — .  J ,  П |  I  I  r . t

Через ЮН* обозначено венду плотное в  !Н* мноиество финитных фуяк 
ций, заданный формулой

-

ЮНТ = \  SflD!H 8>.. .® ЮН ) ,
" ^  ' ni "( 

в

где  ЮН. = It) (R3 ) ;  Ш  , если п > 1 , состоит из функций I  вица (2 ) с* л • П П
f . є ©(®э,г’'‘ ).n,k

В третьем параграфе построено пространство !Н состояний системы 
с переменным числом частиц. Для этого использована конструкция про­
странства Фока, т . е .

с* «  <7 >

"  = У "  ®(1Нтп) . fF.G)w =* У "(Tn .Gn)"T  . |Г|* =  I  |Fn|*T .
L —* Ь-—  Г» *Т* ^
П * О п  « О п  = О

яяеиенташ* которого являгггся последовательности 

'  -  <re . F ,(X,) .  F ,(x, . * 2) .......... r n(X j............. xn) . . . . > ,  Fn є  и ;  . Г„є С.

Вторая гл ава  диссертации посвящена всестороннему изучению 
модельной системы в  рамках формализма Шредйнгера.

В первом параграфе формгшло определен модифицированный модель- 
тай гамильтониан теории сверїпроводимости EKffi ( I )  в  представлении 
вторичного квантования.

Во втором параграфе модИфшхчрованному модельному гамильтониану 
теории сэерхпроводикости БК.Ш ( I )  придан строгий математический 
'ч ы с« самосопряженного оператора на гильбертовом пространстве состо­
яний (Н ( 7 ) .  Для этого гамильтониан Н ( I )  представлен в



вида прямой суммы операторов Ип и доказаны следующие утверждении.
Леимя 2 .2 .  Оператор Нп определен на всюду плотном в !Н’  (&) 

множестве финитных функций № * (Z) к  дей ствует согласно формуле

V n ( x . ..............* п )  =  - У {  ;  + к)*Л *г ..............
ттг і < j*t

и

ХИ  v“(xi '  xi)exp(? Pk<V xj » J dK -  ХР Ук(ХГ  x'jJ*
к* і

Fo- 1 . F , - 0 .
где

і і t j і і 
= EXM-v* * b-*fJ v YY- хі )*

"» r7

( * f Y‘4 . i )  =  (X. ..........Xl - i > Xl * . ........... Xj - . ' Xj . . ...........Xn . . ) -
I j

e t-  разбиение множества ( x( ,Y.Y,xn t l )  на всевозможные подмножества.

Теоиема 2 .2 .1 .  Оператор Нп на всюду плотном в К ’  (5 )  множестве 
финитных функций Ю&І* (8 ) симметричен и равен слвдувдему оператору:

Г ®( <8 I 0 , .  .9  I + . . .+  І в  I О . . .  ® ) .
1 (

* * Л
гд е : если п1= 2 то Н^= Н, . V , ( x , - * * )  =  -  +p)ft ( x , . x f ) •

+ xJ exP(? p*<V x*»fa(x',- *)*„«- *iJ1 *.кС3̂ *4)•
Г> д

если 2 ,  то Н^= Н ^ . H°f, Д х , .......... Xn) = - W  ^  ^ i ) f n( x , ........... X .)

I - единичный оператор.
В третьем параграфе изучен спектр модифицированного модельного 

гамильтониана ( І )  на гильбертовом пространстае ІН* состояний системы 
п частиц. Установлено, что для преобразования Фурье функции \ ( х ) ,  
которое имеет вид 

у
YJ (РЗ =  при 0 < Р*< И < (р )  = О в Противнем глу-тэе

спектр оператора Н, равен

5



в

[ ?м. ї ,  ?М }U[ V  2М. *■ ОЭ )и{ І , -  ?м }w i e> >к .

-  І ,е х .) (  с ХУ0 k ) - • )  ■ 1К
ІІЇ І =  — ------ — ------ --- ~ ~т .

вхрСС *v0 )"•) - і

Ообггвеннши функциями оператора является

ехрГ £  M x i +x* H I f , k l x i “  * * )  • * = 1 , 2 ,  . . . »  В, 

т*> f ce fc (х, - Xj) - обратное преобразование Фурье Фуюшаи

v k( p , - h { ( p . - b ' ~ 1 J ’ - **

пик представляет- собой волногыр футатт связанно*» пары Купере с опре 
ямэяетии значениями импульсов цезтра ЯвсСЫ рц. в величиям I k являли­
ся аяергняяи связи этой пары. Построено сверхпроводник оскттоят© ио- 
далыюй систекы с переменами числом частиц:

<8 >

»* -  { V  о, г£(х, .. ..............x j .  . . .  } , Г ^ » 0.
Ч*

K & t ....хп) “ /  ?"*Ы  ,'XJ'
н

*  ^ Z expf & * jb

Rw»!#n ЯЛТРГ'КСШИРУГИИЯ оператор

-  J  У ~ [  ~ ^ J d ^ « V fc C V V {^ * 4 W V *
м’

- > І» І* 1 
«хрф p^(V*t> ) -  •кЧ '<х,)*(х,)«ф{ I  I V , < W ) }  “  Т Г  VIJ '

tm  X - единичный оіюратор;

-  ?/]ч fa(V M V 'W ^ .JV  *»Ь
и t r казана слвдутаая теорекя.

Теорию 3.3 . ВодммыЯ гяюигьтовяая Н (І) ва волвоооя функцій 
(W> гойпадает с ягатроксшируида операторов H>ppf <Й).

0 « ш р т ч »  параграфе рясгиотрея и агучеп спектр »,ад«юятарнын



+ + + + 
возбуждений а(р,)*.. .*a(pm)r  , где a свяязр с ф через преобразовэ 

ние Фурье; Fc- сверхпроводящее состояние в ї-інпульсном представлении 

Установлено, ЧТО Ї5ЄЖДУ спектром э явмептэрных ВОЗбуУчЦБНИЙ к спектром 

сверхпроводящего состояния нет щели. Доказаны теоремы.

Теорема 2.4Л. Ня э.-ементарных вожЗущвенныз состояниях при

Pi+ Pj Ф . К =  1 il; l, j =  f,2,..,,m оператор I^tin равен 

еладующему оператору:

І Є І  9 ... в I в I ® ... в I +...+ I в I в ... в н 0 і в ... ® і
I  ---  п / 2  ----- 1 *-----  m ---- 1 *—  ------п / 2  -------^  1-----  m ......'

7

+10 1 8  ... ® I 0 Н®0 ... в I+...+I ® I в ... 0 І ® І Є ...
«-----  п/2 ---- ' <— ?-- m --- 1 I-----  пуг ---- I I----  m ----Ъ

Іеошма 2.4.3. На элементарных возбужденных состояниях при

pt+ pj Ф pk. k =  1,2.... M; l, d =  1,2,...,а модельный гамильтониан

H (I) совпадает с аппроксимирующим оператором Happr (9).

Третья глава посвящена изучению модельной системы б рамках фор­

мализма болыпого канонического сдсаабля как единого цэлого с опреде­

ленной температурой и плотностью. Для этого использован иетод функ­

ций Гринг.

В первом параграфе рассмотрены многочастичные функции Грина мо­

дельной системы

(10)

Gn , « ( V tl,*,,* W Xi “

n+О +
=  (-if1- <Т(ф(х1Л|)х...хф(2п.їп)ф(х'.і;),...хф(Х;,г ))>.

+
где i|/(x,t), Ф (аД ) - взаимно сопряяенные операторы ровденкя и уннч 

тояення в представлении Гежзенбергэ , і  с R1, t 6 R ; о н в - прожз- 

больяые целые числа такие, что ?ки - четное число; I  - оператор вре­

менного упорядочения. я усреднений ведется По большому каноническому 

знсэмй-аз. Для функций Грина (10) получена бесконечная цепочка урвв- 

яеяий
. Ш >

(î~ ♦ ? ̂ + мКл*... vv*;.*;... К'Ю =

» ^ < -і t ^ ( x ,  ^ )G„.1̂ 1 сх,. t t ........^ . t „ ;x ;, t ;. . v. .x ;. t y ♦



А *
ч - Y " fdydy oy2exp(jf pk(x|+y))vk(x1-y)exp(- \ \<Зх+1г Я ^-У *)* 

v Г7Т 1

хСп .1 , . * Д ? 1 , 1 1 »Уг >t, .X j .t g . .  . . . J ^ . t ^ X '  , t '  . . ^ . t ^ y . t , ) .

Во втором параграфе рассмотрены свободный функции Грина

(12)

О -при n *  т,

У2 AG» , (х,. t,;хГ. Ч>* .. К<3“,(Xh, tn;х̂. t:) при п =  ш, 
і 777.  .1 1 1  " "• 1 • п

Ж- 1 » « * . ф П »

где суммирование ведется по всем перестановкам ! і4.....іп І;

А - антисимметриэатор; функции G° t(x,t;x',t') заданы формулой (10),

а усреднение ведется по большому каноническому ансамблю со свободным

гамильтонианом

Н° =  - J ф(х>( |  + д)Ці(х)<іх .

Доказана следующая леьяа.

Лета 3.2. Свободные функции Грина G°n „,(12) удовлетворяют це­

почке уравнений (II) при V -» со .

В третьем параграфе рассмотрено функциональное пространство С, 

как линейная оболочка функций следующего вида '•

«„..«v*.....w x;-4....к*к> =

~ ^ 'Ч ;*(•*{*••••*( • )х
*~тг- Г  1 І і n п .  і 1 m . m.в 1 1  I I

• к К jг•'' \ \ \ ^ *

где в - совокупность разбиений множества (х4 ,tf,...,хт>, tn ; х', t j,

... (x^,t^) bs (n;m) не всевозможные подмножества (п,;^).... (п̂;тг),

состоящие из четного числа точек, nt+..,+  =  n, mt+,..+  га̂ =  в,

причем в содерпгг я тождественное разбиение (п;в), а подмножества, 

отлйчзоаягся порядком следования элементов, считаются одинаковыми; 

ф у ш ш  g,, л имеют следуадий вид-

8



м

і . *  <хі - гі ......... w * ! * * ; ........х;«*;> =  Х 2ехр^  P k ( v - - - + хп
к а!

- х;-,..- х ; ) ) ^ > в .......v t n;x ;,t ;.......К,-К>-

где ^ тк(r4 ,tt....... V V xi * 4 .......x'n,t')  трансляциоЕНс инвари­

антна. антксшштричка относительно перестановок пар (xt, tt) , . . .

. . . , <An,tn) ,<х'tt ' )....... , абсолютно интегрируема пс разноет-

ньв* {временны*' Xj-Xj . .Xn- X j . X ' - X j - X j  при произвольных 

фиксированных tp,tj.......Г и обладает свойством

9

•*.... Xm ,t  ̂~  Чв.п.к^»4,•■•<*!»•*»

Xj 111**..tXnft t)•

Доказана следующая теорема.
Теорема 3.3. Бесконечная цепочка уравнений <11) в функциональ­

ном пространстве С сводится к системе уравнений
<13)

( 1^ “ + 2 ^ 2  + >i] Gn,in'X! ,t l ..........Xh ,t n*X l * tl .......... Xin,t m) =

m , j і

- ^ ^ < - 1  ) )S n- ,.»- t< X* > t * .............W x ; * Ч  * •  • • ,x im,1:m ^ ‘

M

+/\M ^ J d y v k<Xi-y)e*pf| .......W - * ; - '
k * 1

* * * ,Xn*  ̂*

[i~  - ? ....v  v**; *ч - v  *

" j j
- ^<-1 > ^ ( х , ^ (x* • V  • ”.̂ ,.tn;x;,t;... x;.t;> -

j*a 4
M

-*/|М У" gkfdуууу>ехр( - I ̂ <x!+y))Grn(ytt1,xl,t2,...,xtt.tn:
L * 4

где



ok *  і/ім|ч<У2 W V  У»Чл».к <°.°.Уа-Уі'0>-

В четвергом параграфе доказана следующая теорема.

Іаорема 3.4. В функциональном пространстве <U система уравнения

(ІЗ) совпадает с системой уравнений для функция Грина моде.м с ш! 

проксимируицим оператором Ha(ipr (в) с ек <14).

Показано, что утверждение теоремы 3.4 верно и для гамильтониана

На„рГ=  -  f  +<->( |  + M)+U>dx - ~  J P  J d W H W *

« J s ^ d j W X j J e i p ^  Pk< V * i )) - »„Ф<Х8 )ф(х, )ехр(- ^ ^(Xj+Xj»!

+
Операторы i(i(x) . ф(х) предста,азны в виде "квазицискретиш" сумм, в 

результате этого ошратор На г записав в виде

(16)

я....- £  ( г  - ь * * »  - Щ -£  £  ,*(р !

*|<?ка(р)а(р̂- р) t «^(р* р)с*<р)|. і =  М2л)1 .

-і ні и параметре ек (14) получено выражение

^  I T  v*.(pi<a^?1' p>a *p + ?“)>■ 
р

ilifl определения энергии коллективных возбуждений апириксюшруищий 

оператор Hap()r (ІБ) диагонализован с помощью канонического преобра 

еования Боголюбове Валатииа

~ - - f -

а<р> ^ j P (1 1 1,,(р 51 >] [й(р ?к> ц<р г “ )®(гк р))*

- - ? - - 

*<Р> - — jr j 1 * u*(p gk>j |в(р Jk) П(р Ы *' P)j*

«tr

to

(14)

ak у



T(P+?k)+T(P- lk) - /^ (р + іЬ + їС р -  ?|')} г+ ^1М ’-’к<р)|зк1г
U(p) ----------------------------------------- -------------— ------------------------------------------------------

2/1MVv <p>fffc

T(p) =  p*/2 - ц, 8{р), 8<р) - операторы рождений и уничтожения ква 

зичастиц (коллективных возбуждений системы). Отсюда подучены энергия 

коллективны! возбуждений систеш

II

Е(р)= - 
Ч

І 3 (р)=  £  С ( р р к+/ < Р )  К 1 ‘ ]

и интегральное уравнение для параметра щели вк

2|Х|
j V *  Ср)

thfl?I(p)/2) -

Ї„(Р) + \і- Р)И(2л)3

В конце параграфа, дет случая нулевой температуры решено уравнение 

для параметра щели (при разумных ограничениях на потенциал взаимо 

действия). Получено:

Таким образом, основные результаты выносимые к зашите заключ* 

еггся в следующем:

I) построено гильбертово пространство СОСТОЯНИЙ КЕЗНТОБОМеїЗНИ 
ческой системы ферми-частиц, находящихся в бесконечном обгеие, как 

прямая сумма тензорного произведения пространств состояний все воз 

чолшых подсистем, в которш учтено свободное движение центра массы;
Z) установлено , что модифицированный модельный гамильтониан, 

как самосопряженный оператор на гильбертовом пространстве состояний, 

описывает систему, состоящую из дзух аевэаимодействупщих меиду собой 
подсистем: подсистемы невзаимодействукщих частиц в нормальном состо­
янии и подсистемы невзяимодевствугщих пар частиц с ненулевыми импуль­

сами центри массы тиры в сверхпроводящем состоянии;

00

Q f Міг2 ч Г г  вр( t) 1
в. ------exp — w  І, П — ехр| - I l n t ---- di I.

г / Г Г  I IM J I .  J dt Jо

ЗАКЛЮЧЕНИЕ



и

*і,іаииьлено, что модельный гамильтониан совпадает с аллрокси 

«и̂ушим оператором fle как на сверхпроводящей, так и на возбужь і 

<ом состояниях;

4) методом функций Грина установлено, что модельная система, 

шиеываемая модифицированным модельным гамильтонианом, может нахо­

диться как в нормальном (свободные функции Грина), так и в сверхпро­

водящем (функции Грина аппроксимирующего оператора) состояниях;

Ь) получены выражения для энергии коллективных возбуждений и па­

раметра щели, которые при покоящемся центре массы пары совпадает с 

известными результатами теории БКШ. и поэтому можем заключить,что мо­

лельный гамильтониан Н (I) задает взаимодействие, приводящее систему 

к сверхпроводящему состоянию.
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