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СБіцАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность yew . Основы теории устойчивости движения flu- 
ли заложены в конце прошлого веки пениальдам русским учеши 
А,U.Ляпуновым. В даяьнеГлн'ем эта теория получила широкое приме* 
нание в различных разделах математики и механики, а также фи * 
вике, экономике, биологии. Этим определяется нвооявбвааю«в*й ин­
терес к теории устойчивое?м. Развитие космонавтики, авиация,мв- 
домостроения, робототехники приводит к постоянному расширению 
круга теоретических и п^актцк&ских задач. Благодаря созданию 
прямого (или второго) методе Ляпунова стело возможном решение 
Многих практически еаюык задач. В сличав равномерной асимпто­
тической устойчивости это* метод сводится в построении опрада» 
ажмно-подсаит&сиыюй допускаожей бвовонъ^но-малнй вы спий предал 
функции* производная которой является функцией определенно-от- 
ркиа*еяы*ой, Однако нахождение такой функции, как правило, 
представляетея Весьма затруднительным. В приклади** задачах во 
многих случаях вспомогательная опредьлвнио-по.ожительнвя функ­
ция стопится ив каких-то физических соображений. Но ее произ - 
Водная моиет при «том представлять не знанеопределенную, а лишь 
знакопостоянную фуняоиб. Именно для таких случаев Е.А.Барбаки- 
ммм и Н.И.Красовсхим пахучек яффектгишй критерий устойчивости 
в предположении, что правы» ч а ст и  дифференциаланих уравнений 
воацушмог'о движения автономны ил» периодически зависят о* 
времени. Однако, как показал В.М.Матросов, для обжего ел; ая 
вввисим готК  правих частей от времени, э т о т  критерий на являет­
ся справедливым. По й тому актуальным является нахождение наибо­
лее широкого класса непериодических функций, для которых «тот 
критерий остается справедливым.

В своєї докторской диссертации к Л' Ляпунов указах условия* 
при наполнении которых уравнения первого приближения решают 
задачу об устойчивости Движения в случае, когда система уравне­
ний возмувенного движения является автономной. Однако еуеветву- 
М  критические случаи, когда вопрос об устойчивости движения не 
решается рассмотрением уравнений первого приближения. Несмотря 
на гажуиуюся частность задач, относящихся к критическим случа­
ям, они охватывают достаточно «ироний и важный класс дифферен­
циальных уравнений. В частности консервативные системі, для 
которых имес ’ место закон сохранения внвргии, могут быть ус­
тойчивыми линь в Критических случаях. Таким образом, исследо­
вания я области теории критических случасв весьма актуальны. 
Большой вклад в развитие теории критических случаев внесли



4.
Г.В.Каменков, В .Г,Веретенников, A.M.Молчанов, Л.Сальвадора,
А.Я,Савченко.

Для большинства прикладах задач важно умать решать зада­
чу об устойчивости ко только по отнесению н мгновенным возну- 
ПЭНИЯМ, НО И ПЭ ОТНОЯеЖ'Ю к возмущениям, действие которых не 
прекретается, что указывает на актуальность .чадами об устойчи­
вости решений при постоянно действуют»* возмуиениях (п .д .в .).

При решении задач механики возможны ситуация, когда устой­
чивость по некоторым переменяем мо*зт нас не интересовать.
Так возникает задача устоЯчувости движения по отношение к ча­
сти пергменных. Ло с т рнорка зтой задачи дана А. Ы. Ляпуновым. В 
дальнейшем ее ротенип было посвяаено большое количество работ, 
из которых внделим результаты В .3.Румянцева, А.С.Оаирвнсра, 
С.Кордуняну, К.Пэйф^ера, А.С.Андреева, Л.Хатвани и В.И.Ворот­
никова.

Наряду с исследован"») устойчивости положения равновесия 
большой интерес П{.еа<тввляет применение прямого метода Ляпу­
нова к исследование устойчивости интегральных множеств. Это 
вызвано тем, что в приложениях часто встречайте* системі, «се 
особенности которых сосредоточен* на асимптотически устойчи- 
вых интегральных множествах (примером таких систем служит 
диссипативные системы). Получению достаточных условий суявст- 
вования интегральных (инвариантных) множеств и изучение их 
устойчивости посвяиены работы С. А.Ми тропол ьс ко го и О.Б.Лыко­
вой, А.К.Самомленке, А.А.Бурова и А.В.Карапетяна, В.Г.Веретен­
никова и В.В.Зайцев*, Я.С.Барнса и С.Ь.Лыковой,Н.Г.Булгакова, 
Б.С.Калитина, В.И.Зубова, D.В.Малышева.

Цель работ - распространение теоремы Барбашина-КраооВ- 
ского на случай почти периодических систем;

- получение критерия устойчивости в критическом случае ft 
пар чисто мнимих корней в случае, когда уравнения первого 
приближений автономий, а нелинейные слагаемые зависят от вре­
мени)

- изучение устойчивости положения равновесия линейного ос­
цилляторе с переменными параметрами?

- исследование устойчивости положения равновесия относи­
тельно части переменных и при постоянно действуюиих возмуще­
ниях) _

- применение прямого метода Ляпунова в задачах исследова­
ния устойчивости интегральных множеств.
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Методы к$е*едования, Наследования. проводиш» в диссер­
тационной работе, основ*ш не пряном методе Липучо**, не не • 
««дах математического анализа и *п#*втич*с*ой махачихи,

йииим в  р««°*в доммно, что «мрем* в*Р«ц -
«иив^рвоовсиоро прмианмыа для честного олучад непаривднчес # 
югх (!йо*ва * систем почт паржодачасккх, В крятечеомон случае 

«і пар чтете тшщ» шорнеє упяяами ограимчяимя на пре вы»
•мете дДОнряиаяаяьямх уравнений во выученного движения, нам» 
Мився няпрвдоммня огганичониммн фумийями времени, ври вы - 
Млненмм моторих неяовадлндомое деташ е зсмдатетичовни устої* 
Wipe, Если прями часте гояоызрфны от-гтемтеяьио воамуаений я 
т  МИЦ№Я» 0* 6f*HftH«, ДВММНВ *в0рв«» о формальной уятейчм» 
веете авЯовмувятого движения, кстор*и в яаяьивЯаем приманене 
да* ц т * т я ъ о т  формаьне* устойчивее» р*вий»«р'аг* вреяе* 
ДО * Ш  6 тед*ее»ь*. Й работе неучено мишме псстоянно дей- 
отяувдат ю щ пю т* т  устойчивые диммняд. Домазано, что те­
орем м .  Ущипни* с мвнвнарно» аеммптетмчвокой уотойчяявсте 
дямявня! втм итм ъно  « №  пепвмеинмх допуск*в» обретение. 
Оачучвя (мрд н е т  рввудммтея по теория устойчивости относи - 
«алию ч*ете переманит. Получены доететемнмн уолояил еоимпто- 
МЧОСМЙ устойчивом* МДМеНИД ряяноввеия «ПГЭЙМОРО осциядя- 
*яр* о «менянными я<м#И»«нтеми| покавайе, что яте уедаема
* ««ямумои омюяі бвмаки в необходим»» я даететечмт. (Хо т я 
Мм» применят» пряного метода Ля уном « яоедадампт уотей- 
чййосФс интегральны* имовесте систем обмяномянма диффя^нця* 
«яьиых уремнения.

ІН ЕШ Ш И М І X П Г ІЯ Ч ^ У І ДНИЩ»- ?•*>" *«*»  првм- 
щ/щеНШо теервтечявяий мрак тер- в не* совдамо ново* напрев- 
еяпме морей устойчивости неавтономних систем. Цока вам», что 
второй мятод Ляпунове ямяетек ун*в#і яяымм • вадяча* даем* 
давания рявнонерной йсинптотечесяой устойчивость интегральных 
мковеств. Получению й работе ревультатм могут 0km иопольво- 
ванч прй исслядоввйии устойчивости конкретных см  «tux механи­
ческих сметен.

Апробаеия работы. Основные реауяьтвты диссертации бнли 
долоявНм на Ш и 1У Всесоюяннк чеТаевски* конференциях по устой­
чивости движения, анаяитичг -їк о й  иехяниме я управление движени­
ем (г.Иркутск, 1977, г.Звенигород, 1962), Всесоюзных конферен­
циях по устойчивости движения, Колебаниям механических систем 
и аэродинамике (г.Москва, 1978, І98В), Всесоюзной конференции
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"Проблемі колебаний механических систем” (г.Киев, 1978), П Ре­
спубликанской конференции молодых ученых по механике (г.Киев, 
1979), Третьем и Четвертом республикански ссвеюаниях по проб­
лемам динамики твердого тела (г . Донецк, І9 В І, І 984), Третьем 
республиканском симпозиуме по дифференциальным уравнениям (г. 
Одесса, 1962), КоЯлоквгуме по качественной теории дифференци­
альных уравнения (ВНР, г.Сегед, 1904) * Всесоюзной научней кон­
ференции "Метод функций Ляпунова в современной математике"
(г.Харьков, І986), У1 Всесоюзной конференции по качественной 
Теории дифференциальных уравнений (г.Иркутск, 2966), Междуна­
родной ма*ематической конференции "Математические чтений"
(г.Харьков, 1992).

Публикации. Основные результата диссертационной работы 
опубликованы в 1? работах.

Структура диссертации. Работа состоит из введения, шести 
глав и списка литературы ия 171 наименования} содержи* 254 
страница машинописного *екста.

С О Д Е Р Ж А Н И Е  Д И С С Е Р Т А Ц И Й

Во введении дан обзор результатов, полученных по денной 
тематика, и обоснована ее актуальность| приведены основные По- 
лояечяя диссертации, выносяшеся на завиту.

В первой главе рассмотрены дифференциальные уравнения 
вовмуыанного движения вида

х  *  X  Н , х )  (И

где X  и J C ( i , x )  -«-мерные векторы; правые части 
X  ( f x )  являются почти периодическими функциями времени і  , 
определенными, непрерывном и удовлетворяющий условию Липиица 
по х  а обмети

Я * в  < Н  t - <*> < t  < О О  (2 )

До ка 8* 1*1 следующие теоремы.
Теорема 1.1. Если уравнения возмувенного движения ( I )  та­

ковы, что можно построить почти периодическую по £ определен­
но-положительную функцию V  i t ,  х) , доПуекаювую бесконечно 
малый высший предел и удовлетворяющую неравенству У  & О 
в области (2) и еоли при аТом производная V  может быть равна 
нулю лишь в точках множества М , не содержащего целиком по- 
лутраекторий системы ( I )
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X (і, i,t ж.) ( 1. < t < 0°) (3)
(за исключением тривиального решений,то решение X - О аси­
мптотически устойчиво.

Теорема 1.2. Если для дифференциальных уравнений воэмупен­
но го движения ( I )  можно найти допускаювую бесконечно малый 
высший предел почти периодическую по і  Функцию Y  ( t , l )  
такую, чтг> ее производная у " удовлетворяет условиям:

1) V ,  > 0  вне М I
2) у  - 0 на М |

где М - множество, не содержаиее целиком полутраекторий (3)
системі ( I ) ,  и если при этом супествуют точки, лехавие в сколь
угодно малой окрестности начала координат, такие, что в них 
У  > 0  , то невозмуиенное движение неустойчиво.

Во второй главе рассматривается задача об устойчивости 
в критическом случае п пар чисто мнишх корней, когда диф­
ференциальные уравнения возмуиенного двиіения имеют вид

* X S f t . « ; Ж, у ) ,

(4)
A s х 5 * V s

m

Ui - Z  Pi j  U- t Q i H ' U . x , ! ! )  ( s * l , - , n ; 1 *1 ,- , rn)}

где u » ( u lt.~,um) t u Ця )
константы , уравнение det (p t: ~ /* относительно у4
имеет корни с отрицательными действительными частыми, а Х £»

У , Q- являются непрерывными ограниченными функциями вре­
мени и имеют порядок малости выше первого относительно и *
X , и . В 5 2.1 предполагается, что

(K,m,S) r (H*S)
Ks = t- A s, ( i h Y u  + X  (t,n,x,ul

ini t-imi i-iSi ®

m с ім+S) ,
% * ZI As, L i ) x \  U ♦ У (І,и,х,и)

ui м н іі* іЛ *г <f s O ’
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М )к. т. Si(к,т,0) .

Q t = Z  A t , ( i ) x KUmU + Q; i t ,U ,X ,u ) ,

Здесь и далее *»(*,,«••, * „ ) ,  m=(m„ S - ( S , , - - , S „ )
соответственно n -мерные и т  -мерный наборы целых неотри­
цательных чисел, IKI * *, -► " » к„ ( Ifni = т,  * • т л t 1$1 - S, ♦

. . (Ki m,S) .
f\it ( t )  t n t j ( t )  - непрерывные ограниченные

X I » * * )  и  ( M t V )  л ( м  * » )  
s , J s , 4 t - функ­

ции, ограниченные по времени и имевпие порядок малости относи­
тельно и , X , у  боЛЫПИЙ, чем М . (в т  (*,т S)

Теорема 2.1. Если коэффициента А,. ’ (О, А5, (I),
. ( ; 

л і} I t / ($ = {,•••, п \ с и с т е ш  дифференциальных урав­
нений возмущенного движения (4) таковы, что суоествувт положи­
тельные числа <^и.г у исчезаевие функции ( { )

( 5 #  Ік \ * і т  I * I  L ) удовлетворимте условиям

Cm 4- I j  (T)c/t - 0 К .
J  о *  t J  }0

I jfc, * h " ‘"'nt - 1 '"■‘’iT)}dr I < A , ( A -««(J,
0

Z  j r j r f r | < л ,

$ форма T. ^ G K ц п (*<l * y,‘)  B nP0CTPaHCTB9 ne_
ременных ( J/'» ' "»  определенно-отрицатель­
на, то невовмуиеннов движение асимптотически устойчиво. (Здесь

f  i*,m ) . .  I .  ( к , т , 6 )
J  I t )  - иввестные функции коэффициентов п и I t ) ,

А (к,м' (И A ) . ,П %1 IС/ , h-s I t )  и постоянных С*-() otnff ,
следовательно, известные функции времени).

В § 2.2 рассматривается случай п- I , т  -0 , т.е . 
система (4 ) двумерна и имеет вид

• («с, m I ,  - (Af * V)

< l U  1 ' Х
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■j =Лх * І яі (5)

Теорема 2.2. Если коэф^иииенты Д i t )
(2 4  к *■ m 4 М ) систеш дифферень-иальшх уравнений возму- 
иенного движения (5) таковы, что выполняется условия

l[f(*'m>(t)exp[iA(K-m)T]d£l<A, (A = c o m t )  (б)

( к * ж * R t R  - і } • " 7 2  L ~  I к  * 1 L  , K * m ) j  

б  « f t ™  і  ( / >L' U t t> dr ,t -» OO t /

где

t

,  t * ,mX і , і
J  I c I - известные функции коэффициентов

A , ( t )  , A j ( t )  , то при G < 0  НЄВ03-
мушенное движение асимптотически устойчиво.

Теорема 2*3. Если коэффициенты A, f t i ,  А г ( t ) ( i  «
і к * т  % М ) системы дифференииальшх уравнений возмуавнного 
движения (5 ) таковы, что выполняются соотношения (б ) , (7 ) и 
6  > 0 ( то невозмуиенное движение неустойчиво.

5 2.3 посвяюн изучению устойчивости тривиального реше­
ния уравнений (45 в предположении, что Коэффициенты А/*''*• \t)
K ^ m'S)[ t ) ,  А і}  "С П''І> ( t ) являются константами и для любо­
го ненулевого набора целых чисел m i t  ■ т п , удоМетво-

обоз-

ряюиих условию | т ,  < + ■ • - + I mnt s i  j  , выполняется

неравенство Ні, Д, + -• • + т п Дп *  0 . Здесь [^ г |
начает целую часть числа  ̂ (  М + і ) . В  работах Л.Сальва­
дора А.Я.Савченко, Я.М.Гольцера показано, что при указанных 
ограничениях можно построить функцию

V  =* ,$> ,  *- - -+<Ln fn  U U ( u ) i V <l\ u , X , y ) b  ' " * V  * (U,X,y)

такую, что ее полная производная в силу уравнений (4) равна

• (г [т1 + М
L G Kf + V  ( I , U , 1,14),

,K'-L ( L > t ) .  •



Здесь o tftM -постоянные, ( $ х і , •••,*) ;
ІХ іг\и ) ~ определенно-положительная квадратичная форма перемен­

ных и,,---,ит  такая, что
*  Э и ш

і. і А  (Р ^  > - + Р 4 « “ т ) = - ( и ї  Г " ’ + U lm ) ;
У  (в ) j » t (7 М. #

- форма Порядка И относительно U , X , Ц \ ( j о =.

Г  «, * и Л > и Р г Мr  0^  . . .Кч р( ' ‘ V - ограниченная по f функция,
именная порядок малости относительно и , X , и, более высокий,

_ Г м + f '
чем Z —  • “ ли суюествуют положительные ЧИСЛ8
такие, что форма (<̂ L 6*^ переменных Г  , ^ является определен­
но-отрицательной, то тривиальное решение систем* обыкновенных диф­
ференциальных уравнений (4 ) асимптотически устойчиво. В 5 2.3 до­
казывается, что асимптотическая устойчивость тривиального решения 
систены (4 ) сохраняется, если jT  Q ок s 0 (г-О; (,'•••,' rt-L-() ,

«1*1.* J *■*
а форма GK f  ( N і  | ~ - fJ  ) - определенно-отрииа-

тельная на множестве Q , где Q ~ О Q. . Здесь Qгг »0
обозначает множество точек в пространстве X,t - дг„, -",^п
в которых справедливо равенство f  ■

В 5 2.4 доказывается теорема о формальной устойчивости. 
Теорема 2.4. Тривиальное решение системы дифференциальных 

уравнений • o s  tj )

у , *  А ,  і ,  *  2  У , ‘* '< * , Ц ) ,

формальное устойчиво, если выполнены следупиие условия:
а) для любого ненулевого набора целых чисел Itl, , • • *, ttln

справедливо неравенство т ,  Д, ♦ ••• > т п лп * 0 ;

б) у  (ZV) Г  (*,*») * m с- к т
А .  -  L  а,  х у 7 = L  о5 х и

lKf4liti|s£/V Ікі umi = * *

( i V  *1) n i K , m )  К m
A s = L .  L  c s or и

10.



y'l""=Z  »,*, L Л'Г'хчГ,
„< *.>«) Л ( , ' т )  ,<*■'"> / « . * '  - о.где fls , es , cs , a s , t j  , ' -  произволь-

/ *  m l  ( * , m )ныв веиественные числа, причем в константах а , , С5 ,
і (« ,  m J  л < * , * » )д $ числа |К1 и I tv і четные, а в постоянных в5 - нечет­

ные.
Теорема 2.4 использована для доказательства формальной 

устойчивости равномерных йраиениЯ тяжелого твердого тела с не­
подвижной точкой, имегвего -эллипсоидальную полость, целиком 
заполненную идеальной жидкостью, соверпающей однородное вихре­
вое движение.

Третья глава посвячена изучение влияния постоянно дейст- 
вуюпих возмуиений (п.д.в.1 на устойчивые движения. В < 3.1 
наряду с уравнениями ( I )  рассмотрена система

где функция R характеризует п.д.в. и может, вообпе говоря, 
не обрапаться в нуль при Х - 0  • Сформулирована теорема 3.1
(доказанная А.Я.Савченко) об устойчивости при п.д.в. и дока­
зана теорема 3.2 о неустойчивости при п.д.в. В частном случае, 
когда Функции R s вызваны наличием малого параметра, доказаны 
следствия из тео{і:м 3.1 и 3.2, которые давт достаточные усло­
вия устойчивости и неустойчивости при таких п.д.в. Эти условия 
выражают ограничения на структуру функций f?s ( l ,x)  ( s * l , " ‘,n).

В ? 3.2 наряду с уравнениями ( I )  рассмотрена система

х ♦ 0 ( t ,x )  + R ( t ,x)  (Є)
допускагвая нулевое решение, причем функции ](. ( t, I ) п 
R ( t , x )  в области t e ( 0 ;  0 0 ) , Цх11<Н удовлетворяют 

условиям Липиииа по X
Определение 3.1. Положим, что функция Q ( t , x )  удовлет­

воряет условию ( 8, 1, если суоествует такое ft > о * ЧТО для 
любого J  6 (0' ,h) можно указать момент времени и функ-

II.

цию q ( I )  , непрерывку® на [ Т.', ° ° )  , такую, что
| Qj (l,x)\ *  (Jj (і)  ДЛЯ всех X е 6^ \  Bj J S *  I,“ '>*')

t*l
0.t « [  С | ; o ° ) , Bt - {x t Rn ■ ш  < i ]  * j

t
Теорема 3 .3 . Если нулевое решение дифференциальных урав- 

нений ( I )  асимптотически устойчиво равномерно по t .  , 1„ , 
Функция 0 ( t ,x )  удовлетворяет условию ( В ,  )» 8 функ-
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иия R ( t  , X ) - соотношениям
t» r
I R . l S , X ) d S = 0

t —  o o  '  *

равномерно по T , г  из множества Г  e [0 , '* * °) , U #  * H , 
то тривиальное решение системы (8) асимптотически усїойчиво 
равномерно по 1е , х, .

В четвертой глава изучается устойчивость положения равно­
весия колебательной системі, описываемой уравнением

х * H i ) i  ♦ f ( t ) x ‘ 0 <«)
где Л і )  «  J I і )  - известные непрерывные ограниченные 
функции времени, причем (1 ( {  ) имеет ограниченную производ­
ную а ( I )

Теорема 4.1. Если выполняются условия

<jlt)>oLl, > 0 , p ( i )=  j  • > f( t )> cL l>0  ( 10)

то решение
x = 0, і *0 ( ID

асимптотически устойчиво равномерно по начальному моменту вре­
мен* и начальным возмувениям X ( I , )  , і  ( { „ )  .

Замечание 4.1. Неравенства (10), характеризуют^ обобвен- 
ную положительность функций у (і)  и p ( t )  , являются дос­
таточней условиями асимптотической устойчивости решения ( I I )  
уравнения (9 ), которве близки к необходимым и достаточным в 
следуювем смысле. Если в условиях (10) обобвенную положитель­
ность какой-либо из функций (t) и p ( t )  или одновремен­
но обеих заменить их обобвенной отрицательностью, то невозму- 
венное движение ( I I )  неустойчиво.

Теорема 4.2. Решение ( I I )  уравнения (9) неустойчиво, ес­
ли сувествует такое t, > 0 , что при і  * t, выполняется .
одно из условий

X K i h j i U i )  ч і ‘ 0 ;

3 ) Ч ) > 0 ,  f l D f U b j U ) *

*(іш ♦ <‘ш Ші <о.
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Уравнения плоских малых колебаний ракеты, центр тяжести 
которой движется прямолинейно вертикально вверх с постоянной 
СКОрОСТЬС, имеет ВИД ( 9 ) ,  где f ( І) ~ Cl exp 1-cL I <J U )  - 
= exp (-A t )  , причем a , в  . d- - постоянные' числа, при­

чем oC > 0 . Величина х  предстлрляет собой в птом случае угол 
атаки. С помощью теорема 4.2 показано, что малые колебания раке­
ты неустойчивы по Ляпунову.

Теорема 4.3. Если в уравнении (9) функции f  ( і )  и а ({) 
стремятся к нулю при t -*■ ° ° ,  то положение равновесия ( I I )  не 
может быть равномерно устойчивым.

Пятая глава посвяиена исследованию устойчивости движения 
относительно части переменных. Рассмотрена система дифференци- 
альных уравнений возмущенного движения

i * X . l t , z , y ) ,  і * У ( 1 , х , у )  < I 2 )

допускающая нулевое решение, где X  U , x , y ) t У (1 ,х ,  y j
непрерывны в области J  * J 2  * ^ . где J - [O', ) . ■
SI - область в , содержания начало координат; X ,
X. Є Я "  • }f • У ® * 5.1-5.4 докапаны теоремы, обра­
щающие соответствующие теоремл b .В.Румянцева о равномерной аси­
мптотической устойчивости относительно части переменных и об 
асимптотической ^лтоЯчивости в целом относительно части пере­
менных. А именно: справедливы следующие теореш.

Теорема 5.4. Пусть Нй С  Rn - ограниченная область, 
лежавая со своим яашканием Н, в 52 и 0 і  К  • Если 
решение X - 0 , у - 0 систеш дифференциальных уравнений
(12) равномерно асимптотически устойчиво относительно X и 
область Н„ * Rm лежит в области X -притяжения, то в об­
ласти 7 х Н„ « R m существует функция V (І,Х, у )  , име­
ющая в силу уравнений (12) определенно-отрицательную относи­
тельно X производную d V / d { . Функция tf является
I  -определенно-положительной,допускает бесконечно малый высший 

предел относительно X и имеет в з той области непрерывные и 
равномерно ограниченные частные производные первого порядка 
по всем аргументам. Ьсли Функции X  У ( t , X , y )
непрерывны в области * R ”  ( Йа) равномерно по вре­
мени t е 7 , то Функция V (t,  X, if) имеет частше про- ,
изводные любого порядка по всем переменным, причем яти произ­
водные равномерно ограничены в области J  * * R . Если
функции X  У ( і , х , у )  являются периодическими
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функциями t  либо не зависят от времени, то суиествует 
функиия V ( t , X , u ) t которая наряду с другими перечисленны­
ми свойствами будеї соответственно периодической функцией t 
или будет но зависеть явно от времени.

Теорема 5.6. Если решение Лг. - 0 i ft- О уравнений 
(12) равномерно асимптотически устойчиво в целом относительно 

X , то суиествует функиия V ( t t x , y )  удовлетворяющая 
на множестве J  * условиям

а  (и х н )  < г/ ( t , x , y )  < О и х н ) ,  d v / d t  < - с  (1х№) •

где Q. , 8 , С - функции Хана, причем € Іт  ^  а (1) = 
Функиия 1/(t,X, и)  имеет непрерывные частные производные
' b ^ / d t 1 d v /  <Эг, , Э lT/ Э и -  ,
равномерно ограниченные по времени t в каждой области вида
II , где 1 < ° °  . Если функции
X  и У в правых частях уравнений (12) непрерывны равно­

мерно по времени t в каждой области вида i x l< I  , ЦЬ Rm 
( г * с о т і )  , то функция V имеет непрерывные частные произ­
водные любого порядка по всем аргументам, равномерно ограни­
ченные по времени в каждой области вида llill< г , Ц ( К", 
t  t J  . Если X. и У - периодические функции времени t 

периода оО (или не зависят явно от времени), то суиествует 
Функция V , которая помимо других свойств, перечисленных в 
формулировке теорены, является периодической функцией времени 
Периода іл) (или не зависит явно от времени).

В § 5.5 наряду с уравнениями (12) рассмотрена система

x = X U , x ^ )  hF , ( t , x l ^ ) t ij = V U . x l ^ } * F t ( t , x , y )  (13)

также допускающая нулевое решение. Указаны ограничения на 
функции F , ( t ,X ,  у ) ,  Рг ( { , Х , Ц )  , при выполнении
которых из равномерной асимптотической устойчивости относи­
тельно X тривиального решения уравнений (12) следует рав­
номерная асимптотическая устойчивость относительно х нуле­
вого решения СИСТЄІЛ! (13).

В 5 5.6 не предполагается, что уравнения (13) допускают 
нулевое решение. Рассмотрена задача устойчивости относитель­
но части переменных при постоянно действующих возмущениях.

В 5 5.7 приведены критерии асимптотической устойчивости 
и неустойчивости относительно части переменных, основанные
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на фуннинях со знакопостоянной производной,
Шестая глава посвящена применению методе функций Ляпу­

нова к исследованию устойчивости интегральных множеств.
Определении а.1. Множество М пространства (£, г)  на­

зывается интегральным, если для любой точки ( агг) є М 
выполняется ( t , x ( t ) ) t M  , где X (t)~ X ( tf tC) Хе) 
решение уравнений ( I )  с начальными данными X (<!j = jf„ , а 
t принимает любые значения из промежутка существования ре­

шения X ( I)  ,
Пусть М с  ^  ̂ - интегральнее мно*ество уравне­

ний ( I ) .  Обозначим Mf - пересечение М <- гиперплоскостью 
І  - S , у (х, М̂ ) -• расстояние от точки X до мкочее-
ства Ms ; $ (Mt ) t ) *  jx «  Rn:

Определение 3.2. Интегральное множество /й называется 
устойчивым, если ДЛЯ ЛЧ'бЫХ і  > О и t 0 є 1 можно ука- 
эять Ь - Ь (to, t ) > 0 такое, что при Любом X, £ 5  (Mt >&)
выполняется неравенство р ( x ( t ) ) Mt ) < & при і  ї  tc

ҐІ называется равномерно устойчивым, если Ь зависит 
лишь от |

Определение 6.3, Интегральное множество М называется 
притягивающим, если для любого £„ ( J  найдется 
и для любых £ > 0 и я;» 6 ,5 7 ^ ,^найдется $-$,( it,t,x,)>0 
такое, что j? (X{i ),  Mt ) < t  * для всех fc * *-(Г
Область S ( M t } ) называется областью притязания ии-*
тегр8 1ьное множества М в момент t „  . М называется rsK- 
випритягивагвим, если її (Г ( t . , l )  и равномерно притя­
гивающим, если (Т - СГ (к )  .

Обозначим
U „ ( M )  = { ( » , * ) < / ?  : t e 7 ,  * 4 S ( M t , H ) \  .

Определение 6.6. Интегральное множество М уравнений 
( I )  называется: асимптотически устойчивым, если оно устойчи­
во и притягивающее; ъквиасимптотически устойчивым, если оно 
устойчиво и зквипритягивагщее; равномерно асимптотически ус­
тойчивым, если оно рамномерно устойчиво и равномерно притя­
гивающее.

Теорема 6.3. Предположим, что существует непрерывно- 
дифференцируемая функция V ' Ыц(М)—~ R , такая, что 
для некоторых Функций Q. , 8 , Г 6 И . и ЛЮЙЫУ ( t ,x ) (
6 UH (М) справедливы ■м’.янки:
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a  ( p ( x ,  Aft Jj « u l t , % ) і  

d v /  d i  * - с  ( f i x ,  M J ) .

Тогда интегральное множества М  разномерно асим штичесви 
ycwfe'iveo.

В 1 5.1 дояаавнц теорема 6.3, теорема об устойчивости и 
равномерной устойчивости интегральны* множеств а мхже творе- 
т  о£ устойчивости интегрального циоявсун при п.д.а.

§ (3,2 посявиек доваавтельстеу обратимости тзорви|» 6.3.
Б § 6,3 докаавк рад тоорвм об лививсимптотичвейоЛ устойчи­

вости интегральных мждаатв.

О С Н О В Н Ы Е  Р Е З У Л Ь Т А Т Ы
1. По пучены критерии асимптотической устойчивости и неустой­

чивости почти периодически* систем, основа»*!» на приме»»»*»» 
допомога тел і-ннж функций, производные которых не *ММО*ея *м- 
еоолредс«МММ№.

2. Докаввны теэрвчы об устойчивости а критическом случае 
П пар чисто іінншх корне?.

3. Изучено влияние постоянно действумпх »сему явний не 
устойчивые ДвМИвНИЯ,

4. Исследована устойчивость линейного осцилляторе с пере­
менными параметрами.

5. Доказаны обратимость теорем В, В. Румянцем об «синтети­
ческой устойчивости по части переменный и ряд теорем об устой­
чивости относительно чести переменных.

6. Получе.« критерии устойчивости интегральных множеств сис­
тем обыкновенных дифференциальных ураинеиий.
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