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■Загальна х а р а к т е р и с т и к а  р о б о т и .

А к т у а л ь н іс т ь  т е м и . Значне місце в теорії наближань функцій чаішас 
оадача наближення заданого класу функцій 91 оа допомогою фіксованого 
лінійного, методу, ідо виояачасться н е с  кінченною трикутною матрицею чи­
сел Л — п ~  Q. м k =  0 ,1 , . . .  ,п, Ца оадача полягає в дослідженні
величини

f»( л ,  У„(Л))л #  т 9 \\П г )  -  A)!U, (1)

де 1 /„(/,х ,А ) — подінем, породжений .деяким лінійним методом Л підсу­
мовування раді» Ф ур’е, А' — нормований простір, Я С . Ї  — ведений клас 
функцій. .

Перший реоультат в цьому напрямі був одержаний А.Н.Колногороьим 
в 1935 речі (Zur CrcMeisoiddes Resliedes Fourierscbeu / /  Aim. il& tb.— 
1935 —S6, N 2 .—P. 521-526). Він встановив, що при я  —» ос иае місце 
рівність

£(W r ,5 r.)0 Hi sup il/fx ) -  Jf„(/, «)j)c  -  +  o A ) ,  (2)

де 5n e  S4{ f  t x) - часткові сумм Ф ур’е, W ’" — каас 2аг-періодичних ф уш  
цій f{x ) ,  (г -  1)-а похідпа « и х  абсолютно неиерсряна, ( | / ^ |(  < 1, г €  N.

Дослідження А.Н.Колмогорова були продовжені В.Т.Пинкевичем (О 
порядку остаточного члена рада Фурье функций, дифференцируемых в 
смысле Внйля'//.  !І»в АН СССР. Сер. мат.— 1 9 4 0 .-4 , N 5 —С. 521-62fe). 
Він встановив, ідо співвідношення (2) (залишаються вірккмя і для V r > Є 
( Ґ 'Ч Л  ^ похідні в рш уиінні Вейлі),

Наступний суттєвий *рщ в рооииіку цієї теорії н а л е з т ь  С.Ы Німот. 
см очу .  Він, оокреми, упагадьни» ці результати на кваси W  В... І I f / ,  
^ І> 0.

Дослідженні A j i . Колмогорова i-C.M Віуііпгхкіого поклади початок по 
во4У иапрішку в4«н;1їзайлиЖення функцій. їх реоуль-гатк иоширкімшісь 
на бія^ці йагалвУі м а с а  функцій, а також ріиві методи підсумовуваная 
радів •ї'ур’е.

ВьАвкйі реву в ідати  в цьому напрямку одержані Б.Иьдем, В К.Два- 
дюгсм, М.П.Корнійчуком, С.Б.Отгікіним, О.АЛЬяякоесьіим, 4 .Н Єфі 
ЙШвїі,; о;^Ст«йаацем та  Ігійшод.

В"! !Щ  році .Сіїі.СтєпшПіієй (Классы перкодичесіих фуш  цяа и щінбяи 
ЖснйГгг' и-ї^.влементов сурмами .Фуг*£е-:Кя*в, 1983,—Sf с.—‘(Пр«!Тр /  АН



УССР. Ия-т математики; 83.10)) була оапропоноваиа нова їласнфіїація 
періодичних функцій.

Введені таким чином класи при фіксованих оначеннях параметрів, 
що їх визначають, співпадають з  відомими класами \Y ' ,  W TS U, Wjj, \V£HU
і т.д.

Вже парао на цих класах poor ля ну то основні оадачі теорії наближення, 
ї ї і  раніше ставились на класах днференційовних функцій. Одержані ре­
зультати иосдть закінчений характер в такому рооумінні як вони ста­
вились на класах функцій, днференційовних в рооумінні Вейля. Вони 
охоплюють відомі твердження для класів диференційошшх функцій, ра­
зом з  тим з'являються і нові важливі факти. Частина талях результатів 
міститься в монографії О.І.Стенанця (Классификация п приближение пе­
риодических фуніций.—Киев: Наук, думка, 1987.—288 с.).

Заслуговують на увагу оадачі наближення цнх класів функцій оа допо­
могою лінійних методів підсумовування ради Ф ур’е.

В.Т.Гьврняюк (О характеристике класса насыщения / /  Уір.
мат. журн.— 1980.—38, N4.—С 421-427), вяэчаючи питания насичення 
лінійних методів, розглянула метод підсумовування рядів Ф ур’є, що напи­
вається аналогом е р і  Зигмунда і визначається нескінченною трикутною 
Матрицею Л — {X* }, де

1, * =  0,
1 - $ } ,  1 < * < » - ! ,  
О, к > п,

а функція ф(п) така ж , a t  і в визначенні ідасів  Lftfl.
Ї.Б.Ковйльеьіа (Приближение периодичесих функций аналогами сумм 

Зигмунда в метрике С / /  Приближение классов нерисдичесїих функций 
одной и многих переменных в метрите С и Lr.—Киев, 1988.—С. 3-28— 
(Препр /  AR УССР. Ия-т математики; 88.14)) роогдядала упагадьнений 
метод Зигмуа.п*. іца эадаетыа трикутною матрицею Л, елементи якої па­
к т  вягмл

I I, к *  О,

1 - $ | ,  l < fcSn-«. (3)

О, к>пщ

де /? Є R, 0(w) опукла впил і tf;(») -♦ 0. о оо та виво-

А « « .
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< Сф(у).  (4)

В дисертації вивчається Н'ійллження уоагаиіьненим методом Зигмунда 
Z*(f,  х)  лідсумовування рідів Фур'с. &ііїй визначається матрицею ьяду 
(3) на. класах С І^ ,  та С$ Вш, юл» ф{-) опухла внш  і прямує ар нунл 
швидше, ніж х~т, г > 9, * —» оо, при цьому у мола (4) може не B4iOUy- 
г-атись.

Рсогйядагться тахож оадачй. набшжекня неідер^рвішх фуняцій, аада- 
них яа  всій дійсній o d , уоагаяьявяяій стгерагорями Z * iJ ,* ,K )  на *s»- 
се < С І * ,  введених в 1988 році О.І.С-гепаицсм (Приближение оивргтодьми 
Фурьс фунїдай, оадашіь» ка действительной оси //Д о іа . АН СССР,— 
iSSS.—30S.- N1.—С. 50 53}.
М ета  е о б о т и . і. Досліди** поведіяіу верхиіх м еа  відхилень ува;ааиг&- 
них сум Зигмунда на м асах  С $ ^ т л  в рівномірній метриці

2. Дослідити іюведніау верхніх м еа аідхияекь уоагальнених операторів 
Зигмунда на м аса* та С'£^ г рівномірній метриці.
З агальна  ме уодиха викон ання д о с л ід ж ен ь . Основний метод до­
слідження с вивчені;* інтегральних «зображань «ідхнм>иь я ін У іш  середніх 
радів Ф ур'с, та  лінійних операторів, одержаних О ІО теванцем .
Н овизна рго у л ьт / тін та  Їх наукова цінність  Всі основні риоуль 
тати дисертації є новими.

їх оміст (юлягас в наступному.
1. Одержані оцінім для величин £п(С'£,х , 7,*) т а  Z *) в рів­

номірній м етриці ф Є Шоо . Яхщо lim - ’г! = 0, to  дд* вели чиниц—too
#*) одержана асимптотична рівність.

2. При У>{--) — ф{-) одержала асимптотична рівність да* веничини
^ (c g fjs rw ,^ ) .

S. Одержані онініи для величини tg (C f i0BtZ f )  та асимптотична рів 
вість для

Робота носить теоретичний хара*тер. ї ї  реоульташ  можуть бути м  
їорисл ані в деяких питаннях теорії фуяяцій.
А яронація  POjBOTH. Реоуаь’г.пн -роботи доповідались на семінарії від 
діду теорії фуніцій Інституту математики АН Уяраіни.
Пу бл ік а ц ії. -Основні реоулітат? дисертації опубліяоваиі в статтях |1 3). 
СТРУКТУРА і ОИ’-см РОБС'гу-. Днсерта.йі* віаюч&с вступ, два роздіяв 
і ('пйг.ок ііи+о«яно>; -ri')f»patj p«. іио міс гятк 71 яайменуммя* Загальний

нуєтьсл умова.

З



■>бглг роботи  95 сторінок.

К о р о т к и й  о м іст  д и сер тй п ії

У вступі наводиться іороткий о г л а д  о  теми роботи, впп качаються 
класи 1 . 1 т а  ЬрУХ, перераховуються основні результати, одержані в дис­
ертації.

Будемо користуватись означеннями і позначеннями, .« і були введені
О І.Степей ідем.

Класи L^'"l були введен) таким чипом. Нехай f { x )—сумовна 2-х- 
періодична функція,

S'!/} =■ а~ р - 4- 2 3 (a .v (/ ) ms fcs +  b k ( f ) sin kx)
2 w.i

ї ї  рад Ф ур’є. Нгхан ф(х) ■— довільна фіксована фуиїдія натурального 
аргументу і 0  — фіксоване дійсне число. Яхидо ряд

£  7 7 м  Ы Г ) с т ( к х  4- ?f  ) + &fc(/)sin(&E + 4f)) 
м  V W

с рядом Ф ур’є деякої сумовиої функції, то цю функцію посначають череп 
/ / ( * )  і називають (і/>,/!)-похідіюю функції /( я ) ,  а множину функцій, що 
а вдовольняють ці умови, яооначають £$

Я ?що /  С- £Jj, а 6 51, то говорять, т о  f i x )  Є £$9!- Підмножину 
неперервних функцій LpTt позначають череп C$9t. Якщо 51 співпадає о 
множиною М 2тг-перюдичиих суттєво обмежених фуИ5ЦІЯ / / ( » ,  ЩО Оа- 
йовсдьяше умову ess pup |/ / ( * ) |  <  1, то клас C f  Уі яооначають Cp%tB. Якщо 
51 -  то пооначають С$1(и .

В першому рог.ділі дисертації вивчаються величини £„(С£ , £*) та
о метою одержання для них асимптотичних рівнсстей.

Заоиачямо, що основні реоуиьтати для величия ZB)o яри
У-I о І — г > 0 , і  а цілих /3 відомі і належать Б.Надю (Sor «це claes generla 
<3е procsdes de nomination pour lee series de Fourier / /  Hung. Acta Math.— 
!918.—J, N 3. -P . 14 -52), npn довільних дійсних ii — С.А.Тедякояському 
(О нормах тригонометрических полиномов и приближение дифференциру­
емых фуяяция линейными средними их рядов Фурье. І / І  Тр. мат. ии-та
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АН СССР, 1961 - 62 С 61 97), Д.М.Бушеву (Приближение классов не 
прерывных периодических функций суммами Зигмунда.—Киев, 1984.—64 
с.—(Преир/АН УССР. Ин-т математики; 84.56)) та І.Б.Ков&яьсьіШ (При­
ближение периодических функций аналогами сумм Зигмунда в метрике С 
/ /  Приближение классов ПерИОДИЧССКиХ функций одной и многих перемен 
кых з метрике С и Lr.—Киев, 1988.—С. 3 28.-- (Препр/АН УССР Ии-т 
математики; 88.14)).

В §1 сформульовані ооначенма і відомі результати, які використову­
ються в подальшому.

Множину функцій !/)(<), опуклих внио на [1,оо) та таких, що і>(і) 0,
t —t go, иооначііють «ерео ШІ. Іо класу Ш оа допомогою так оваиої функції 
півроонаду

= *>(*) =  V=~‘(|*X<))

О.І.Степа)щем виділені три класи функцій </Ц():
mv : Ку < fi(t) < К і ,
££Tt0 : 0  <  l * ( t )  <  K i ,  К i , £ )  —  c o u s t,

ЗЛ'»: й(*) монотонно оросгае.
Зауважимо, що будемо роогпядати тільки класи С $ ^  та С* цс ч:\ І Є

№со-
4 В §1.2 досліджується поведінка величин «"»(<?*», Z*)c  та & (С £ ТО, Z*) с , 

при цьому важливу роль відіграє функція дій) *  яка вважається 
опуклою на jl, оо). Доведена така лема.

Лема 1.3 Нехай д(и) -  — неперервна функція т і  (1, оо) і g ‘Ш„,,
ф<хт.) —f 0, ж оо, такі, що tf(u) задовольняє одг.у з m.itcuz умов:

1. е(и) опукла s«tij і Sim а(к) =  оо,
и--»оо

2. р(м) опуклі а вгору і І іт  д(п) »  С > О«—♦ос
3. д(н) опума агору і lim g(u) =• <jg.

U aoo
4. j ( u )  огшкда вкиз / lim  o f » )  С’ >  0.

U —*015

Тоді
ОСJ j f n(«)l<« <  oo,

-Oo
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M p) “  < (1 -  Ап{і'))ф{ті), \  < n < 1.
I 0(ni'), t; > 1

Теореме 1 5 Нехай Vі Є ГОїоо і <?(н) — задовольняє одну а улов:
1) #(u) вниз і lira j(t») = оо;
2) д(и) опукла «гору і Jim д(и) = С > 0;

« —*оо
3) діч) опухял вгору * Ііш <?(») ж оои~*оо 
і

оо ос

Л(т„) = і  J \ J  r„(ti)cos(tt« + Y-)rf«j d i, (5)
-•со С

Годі прп п —* ОО

* Ж £ о о .^ )= Ж т ,)  + 0(JW(n). 

flpu ‘4»омр, якщо Vn Є N fi(n) < n, mo

U n ~ |« # n )  / rfu < Afr,) < Л 'з^ (п)1п-~  + к'<ф(п)\ъц(п).
І 2 і J иф(и) ' ц(п)

п тчад'? Vt! 6 14 ji(n) > п, то

Isin ~ \ ф(п) ( <  4(т„) < A'bV'̂ n)In n.
- I  2 I J *«r<«)

Теорема 1.4 ffe.rot! v> Є ЯЛ™, g(u) onvie/ta вниз і Jim g(u) *  C, 7V?;W 
прч n --> oo

£ , ( ^ , ^ - Л ( г п> +  0 (П * (п ) ,

і?е Д(тл) ви.їночв'чпьсж (5).
Якадв ^ i t f N  й(г») > n i mo

|*»n - I # » )  /  < 4frJ  < Л-,^«)1пп;
! 2 1 /  я ф )

iwjw  Vn Є N (і(ч) < n, me

km — I 0 Ы  /  Щ 1 - .  < ,4f rn) < K t ^ n )  It) + УіФіп) ln^(n).
! 2 1 ; « < « « )  Wft)

ft



Теорема 1.5 Нехай sin4p =  0, д(и) = опукла вниз і lim д(ы) *  О 
Годі

£n(C+i00, Z ! ) c  =

~ ф (п )  sup |! /? [ |r +  0 (1)1  sup Ц/ -  Sn(/) iio  +
ІЄС*„

+ ф(п) sup H/0# -  S„(/o )||c + ф(п)], 

де f* —неперервна періодична функціє, ряд Фур'с swot мае окглвд

я[/*] ~ к Ж ) м / , х ) '

Якщо

p(n)Inn = o(l),
g(n) Lu+(ify(n) -  n) = о(1),

де гц,(п) =r 0 - ‘[iV>(n)|,

. +  I  I n s ,  x  >  1 ,

l n * =  ( o ,  , < 1 ,

mo
z * h  =  ФІП) sup Wf*\\c +  0{ф (п)).

Тоорема 1.0 Нехай sin®1 ф 0, у (и) = опукла вниз, Jim ^ti) = 0 і 
викопуються умови g(n) In n =■ 0(1), g(n) b +(t/^(n) -  n) =• 0(1) me

Тоді при n —* oo справедлива апшптотична рівність:

% )  = Jjsi» f  \« n )  f  + 0<Mn)).
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В §1.3 вивчається поведінка величини £п(Сд j*,, Z f)  кри ф == ф. Доведена 
така теорема.

Т еорем а 1.7 Нехай ф(-) Є 9Лсо, ф(-) =  ф{ ), /З Є ІІ. Тоді при п —* оо : 
якщо Vn 6 N д(п.) > п, то

г » ( с і ^ М ) = Л/VK») Ь п + 0(1) ф ( п ) ,

2 1 . /Зггі 2: . /їхІ 4
- Н т [ < М < - | 8ш у | +  - ,

sk«(o Vn Є N ц(п) < п, то

— jsiri х!>(п)\пп т  0 ( 1 ) ф{п) <

о і /Vtt і 4
< < - je in — І0(п)1пя + ~ ф (п ) \а ц (п )  + 0(1')ф(п).

В §1.4 та §1.5 вивчаються величини відхилень аналогів сум Зигмунда 
від функцій із класів С%Ни та С^Н^. Одержані талі теореми.

Теорема 1.8 Якщо sin =* 0, ф Є ЯПу,, то при п —* оо

£n{C*Hv ,Z*) =

f  Ф(п) J w(21) di +■ o(l) ф(п),

и>(±)1п(тіф ,ц(п))) ~  o(l),

ф(п)in(min(n,(i(n))) f  оі(^)зіп<Л + 0(l)t/>(n),

o>(i) Ln(min(n,/*(n))) -+ oc,

£n(Ocf HU,Z*) — 0(1) ф(п),

<j( і  )!п(тів(л, -  0(1),
n

*  § < О < 1.

Теорема 1.9 Нехай sin 4? ^  0, ф Є (/’ — Ф Якщо /  ^  dt < К , mo
«7*np« n -4 Об

£n(C#Hu,# )* =  0 !1Ж ,'» ;
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якщо
т / 2

w (i)ln ro in (^ (n ) ,n )  =  ô yP ~ ~ d t y
ж/ п

то

£ „ ( С / tfw, Z *) =  ~ [йіп ~ \ ф ( п )  j  — ~  dt +
п/п

Б другом^' ропділі вивчається наближення функцій класів уоагаль- 
аешши операторами Энгмуяда. Встановлені оцінки верхніх меж «ідхклень

що е уоагалькенням теореми 1.7 рооділу 1.
Вионача^ітьса класи функцій Lp, введені 0.1.Стенанием (Приближе­

ние целыми функциями и равномерной метрике / /  Приближения целыми 
функциями на действительной оси,—Киев, 1988,—С. 3-41.—(Препр /  АН 
УССР. Ин-т математики; 88.27)).

Нехай фунїціж ф{») опуіпа внтіп при к >  1 т а  ip(v) -*  0 при и —» 
оо. М кожкну таких функцій лоопачиыо черео Ш. На відрізок [0, lj  ip(v) 
продовжена так, щоб функція (аку ми оиову позначимо черво ф<у)) була 
неперервною при всіх v >  0, ф(0) =  0, а  ї ї  похідна y ' ( v )  »  і^(»  +  0) мала 
обмежену варіацію на (О.оо). Мяожяну ‘гаяих ф уяіц ій  иооначимо черво 
SS. Далі нехай

£ ( < & . ,  # ( / , * ) ) о «  зир \ \р ,Ц ,х ) \ \с  =  sup | | / ( * ) - Z ? ( / , * ) | |o ,  
/£с* :& *

Нехай [,р, р > 1, — множина функцій ф(х), оаданих на всій дійсній осі 
W. лїі мають скінченну псрму ||$||^,

г
ЇЖІ? =  вир( /  М * +  *)Г  А )1Л\

.є а  Л

IMIdb *  Ш \ м  -  Є88 SUp \ф{і)\ ,  тобто =  М .

0 ( 0  =  І /  <Н*0 CO*(vl +  ^ )  rft>,
о
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де ^  — фіксоване дійсне число.
Через £/| нооначимо множину функцій /  € І ; .  £кі майже дла всіх * € R 

оображаютьса рівністю

ОО

/(* )  =  До +  J <f>(x + t)$ ( t )d t ,  (в>
— по

де Ла — деяка стала, ф Є L <, а інтеграл рооуміетьса дх границі інтегралів 
в , - , 

lim / (  ). Яйцо /  Є Щ  і яри цьому Є 51, де 91 — підмвокина, фунжцій
-а

іо І ь  то будемо писати /  Є І | 'Л .  їїідидажина неперервних функцій іо L f  
та  LpVl постачається відповідно черга б *  та  д * п .

Якщо 91 співпадає о множиною М  суттєво обмежених функцій -з(г), що 
(задовольняють умову ess sup {(/(.г)! < 1, то їла  с функцій С |М  копначаеть 
черев С £м .

Й ї щ о  ф { - )  —  25г-періодична "умовна фуніці», то в цьому випадну 
та Ср співпадають відповідно о класами £ |9 ї  та  Сд«,. В періодичному 
випадку, якщо виконано (6), то майже сіріоь ф { - )  =  //(• )•

В вв’яоку о цим ножну функцію, еквівалентну фунзції ф іо (6), та ї 
само а к і в періодичному випадку наоивають ($,Д)-псхідною фукхції /(•) 
і позначають

Я*що 9t =  М  і < 1, то клас неперервних функцій нооначають
віщо ж /  6 Ц  і ІІ//ІІТ < 1. т °  такий «пас позначають Ц у  

Агрегатами наближення для /  Є С$УІ, 1, «окрема, дла СріЬа будуть 
функції U„(f,x):

Va{ f , v )  -  U , ( f \ z , \ )  -
. °о  ОО

-  До +  -  f f f ltx  - И )  f 0 (w )A I («)co s(ii<  + ~ ) d v d t .  (? )
7f J J с—оо в

де Л =  {A<r(e)} — сім’я функцій, неперервних при всіх и > 0, що овлелагь 
від дійсного параметра <т. { /»(/,* , А) є цілою функцією експоненціального 
тнггу <  о.

О.І.Степанець (Цриближеиие целыми фуніциамк в равномерной ме­
трике / /  Приближения иеяыгмнфунхцизми Чка деисївятеяьной оси—Киев,
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1988.—С. 3 -41.—(Препр. /  АН УССР. Ин-т матеЫатяжи; 88.27)) досліджу­
вав властивості іяасів CjfOl та  поведінжу верхніх меж відхилень операторі1» 
Ф ур’є F , ( f , x )  на цих масах.

Оператори Ф ур’є оадаютьсг па д о п о м о г о ю  с і м 'ї  фуяжцій

I I, 0 <  v < с,
f r* . с <  v < гг,

0, v > а.

В періодичному випадку F„{f,x)  є суми Ф ур’є порядіу (ff| -  1.
Якщо А» (в) має вигляд

f ' 1 - « ’ $ $ •  0 <  р <  1,
A , ( » ) = J  1 - $ } ,  1<г»<<т,  (8)

І 0, v > г,

то (7) навивають узагальненим оператором Зигмунда і тжиачают?.
^ (Л ® ,А ) .

В §2.2 доведено тагі теореми.

Т еорем а 2.1 Нехай /З Є R, ф Є SSc U Тоді:
якщо ц(<т) < <г У а  > 1, то

-̂Jsin у )  ф{о) In о +  0 (1 )  ф(<г) <  £„(<^U . % t) <

2ф(о) І8ІП 4
< ------- -І------- 1 ІП(Т н— - ф{о) \пц{в)  + 0{ї)ф{гг), <т -* по.

It 7Г

икщо ціт) > о V o  >  1, mo

1  t/’И  [пр(<т) + 0 (1 )ф (с)  < є л е і ^ г * )  <

< ^|чів ~ -\  1» #*{«■) +  0(l)<fr(<r), <Т 00,
і

Н аслідок 2.1 Якщо ц(о) -  0(1), то при <т —► оо

£ Л ^ г * )  =  2 Ш | . і п  & ) , ! « *  + о < і ж < г ) .

и



Т еорем а 2.2 Нехай sin =  0. Тоді при a —t ос справедлива така асим­
птотична різність:

Я висловлюю щиру подму науковому керівнику Олександру Івановичу 
Степанцю еа постановку над ач, постійну увагу та  допомогу в роботі.
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