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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальність теми. Поряд з класичною теорією голоморйних 
функцій багатьох комплексних змінних, яка знайшла багаточислен- • 
ні застосування у різноманітних гацузях математики, механіки, 
теоретичної фізики, в сучасному математичному аналізі розвива­
ється /Б.С.Виноградов, R.Delan^We. F.BracKX, F .Sommert, J.E.&it- 
B ert . M.A.Marrey,y.SoucKek,H.viatoneic та ін ./ і інший -  гіперкомпле­
ксний -  підхід до б агатовим ірноТ ситуації, при якому здійснюєть­
ся дослідження властивостей функцій і з  значеннями в алгебрах 
Кліффорда.

Тіло дійсних'кватерніонів ІН утворює кліффордову алгебру 
найменшої /після поля комплексних чисел С/ вимірності -  єдину 
асоціативну некоцутативну скінченномірну алгебру над R. без 
дільників нуля. При цьому задачі кватерніонної теорії функцій в 
змістовною та адекватною моделлю для багатьох проблем багатови­
мірного аналізу. Тому клас гіперголоморфних /моногенних/ кватер- 
ніоннозначних функцій, що визначається як ядро запровадженого 
Гр.К.Мойсилом, Н.Теодореско, Р.Фуетером аналога оператора Коші- 
Рімана, а також їх  інтегральні зображення, гіперкомплексні анало­
ги інтеграла з ядром Коші, оператори сингулярного інтегрування, 
аналоги крайової задачі Рімана та деяких ї ї  узагальнень, крайо­
в і задачі для відповідних диференціальних операторів, варіанти 
формул Гільберта вивчалися у матричн: й та кватерніонній формі 
багатьма авторами /А.В.Біцадзе, М.Л.ВасилєвськиР, В .С.Виноградов,
А.Д.Лжураєв, М.М.Крилов, М.В.Шапіро, В. 1.Шевченко, F.BracKx,
С. A.$eavours ; К.&ІИевеск, K.NSno, W.Spross i<j , А.ЗиАвегу та ін./і 
Подальші узагальнення ідей Г^р.К.мойсила, Н.Теодореско, Р.Фуетера 
розглядалися також і в роботах В. С. Владимиров а, І.В.Воловича, 
Л.б.ФреЙдензона.

Інтерес до ідей та методів теорії гіперголоморфних кватер- 
ніоннозначних функцій, інтегралів з кватерніонним ядром Коші ви­
кликаній не тільки їх  застосуванням в багатовимірному комплекс­
ному аналізі /В.А.Байков, М.Л.Василевеькнй, B .C .Виноградов, 
М.Насер, М.В.Шапіро, K.N8no, F.Sommen та ін ./ , теорії крайових 
задач для еліптичних систем диференціальних рівнянь у частинних . 
пох.дних /В.б.Балабаєв, А.В.Біцадзе, А.Д.Дяураев, М.М.Тарханов,
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А. І.Янушауекас, К.&«1евек, W.Sprо «  ig та ін ./ , але й їх  застосу­
ванням: в теорії геофізичних полів /М.Л.Василевський, М.С.Жда­
нов, U.Б.Шапіро/, в теорії пружності, механіці суцільних сере­
довищ /Б.Д. Аінін, Ю.«і.І^>ігор"єв, В. к. %трунов, В.Б.Наумов,
A.Н.Цалік та ін ./ . В роботах В.В.Кравченко, М.В.Шапіро встанов­
лений природний зв"язок спеціального класу гіперголоморфних
бі кватерніонних функцій із  гармонічними у часу електромагнітни­
ми полями в однорідних ізотропних середовищах. За допомогою 
інтегральних зображень функцій з згаданого вище класу гіперго- 
ломорфності були отримані нові інтегральні зображення для 
електродинамічних характеристик. Гіперкомплексними /у тому чис- • 
лі і кватерн іонними/ методами фактори зуються /В. В. Кравченко,
B.Г.Кравченко, 1І.В.Шапіро, К.Сііг^веск, HuawjLiede, F.Sommea, 
V.gpross І9 та ін ./ деякі диференціальні оператори, які грають 
векливу роль у математичній фізиці /наприклад -  оператор Гельм­
гольца/, досліджуються відповідні крайові задачі.

Гіперкомплексний варіант голоморфних функцій, інтеграла 
s ядром Коші, які будуються у межах кватерніонного аналізу, в 
точними структурними аналогами відповідних понять теорії функцій 
одного комплексного змінного. Цей факт дозволяє застосовувати при 
дослідженні властивостей гіперголоморфних кватерніоннозначних 
функцій та їх  інтегральних зображень, сингулярних інтегралів 
методи, адекватні розвиненим в -ан ал ізі; звідки вже як нас­
лідки одержуються розв"язки найрізноманітніших задач багатови­
мірного аналізу. І якщо такі задачі удається зв"язати з задача­
ми гіперкомплексного /зокрема -  кватерніонного/ аналізу, то 
доцільність застосування зазначеного підходу продемонстрована 
в багатьох роботах. Крім того, перенесення понять, методів 
одновимірного аналізу на гіперкомплексну ситуацію має суттево- 
самостійне значення та супроводжується отриманням і в межах 
останнього нових результатів.

Беручи до уваги означене вище, тема дисертації, що е ча­
стиною досліджень кафедри математичного аналізу Одеського дер­
жавного університету за комплексною темою "Ваг .товимірні інте­
гральні оператори, теорія гіперкомплексних функцій та деякі
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питання комплексного аналізу" /державний реєстраційний номер 
0187.0002903/, являв собою актуальну.

Об"єкт дослідження. У даній дисертації досліджуються певні 
властивості інтегралів з кватерніонним ядром Кооі

З Г у Ь с Ь - Н Г - Ч у і у / І /
/плІЗ; 4},ISm'V  ^ -  вимірний об"ем "одиничіоТ сфери 5**'в КЛ,
у.ж(у<і-т у * }  _ структурний W -вектор -  упорядкований набір
кватерніонів /прига=3 -  суто уявних/, які утворюють в R"1, орто- 
нормовану систему, sgvH* вважається рівним +1 або - І  в залежності
від погодженості орієнтації базису у  і каноничного базису в R /
Такі інтеграли з одного боку зв”язані з теорією /л ів о -/ - г і -  
перголоморфних функцій, що складають ядро еліптичного диференці­
ального оператора у

’ /2/
а з іншого, при відповідному виборі класу гіперголоморфності,-  
з інтегральними операторами, кожний з яких звичайно в предметом 
с а м о с т і й н о г о  вивчення в межах "традиційних" підхо­
дів:
з інтегральним оператором з двохвимірним ядром Мартінеллі-Бохнера

, /З/

з інтегральним оператором

який розглядається в теорії лапласових в області -П-с ffi1 полів.
Крім цього, при і а » 3 ,  Vsi оператор Iff:*
— 2)^Н.Ц 2-м -  оператор кватерніонного
спряження/ -  кватерніонна форма запису диференціального операто­
ру Пойсила-Теодореско. Аналог інтеграла Кооі, який виникав у 
теорії голоморфних за Ыойсилом-Теодореско вектор-функцій трьох 
дійсних змінних, вивчався А.В.Віцадзе. У його роботах дослід­
жувався /у  матричній термінології/ трьохвимірний аналог інтеграль­
ної формули Коші, властивості сингулярних інтегралів /формули 
Сохоцького-Ллемеля, формула Пуанкаре-Бертрана/, відповідні крайові 
задачі та їх  практичне застосування.
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Лета роботи.
а / Впровадження поняття гіпердифереьційовності tH-значних функ­
цій вздовж гіперплощини в R4 , яке погоджується з гіперголомор- 
фністю, що визначається за допомогою кватерніонного оператора 
Кооі-Рішана у£  .
б / Установлення характеру взаємозв'язку між V -гіперголоморфні- 
стю -функцій та голомотфіістю С2 —■ С1 -відображень,
між інтегралами з ядром Зі у' та інтегралами з ядром і з

* * * £ “ 1 •, /5/
вивчення властивостей інтегралів з ядром (д)(1> • 
в / Здобуття формул для гіперпохідних інтегралів /у  тому числі 
і сингулярних/ з кватерніонним ядром Зїу* і ,  як наслідків, 
відповідних властивостей інтегралів з двохвимірним ядром 
Парт і нелл і -Бохнера.
г /  Здобуття аналога формули Пуанкаре-Бертран а для повторних 
сингулярних інтегралів з кватерніонним ядром / І /  і як наслікІв 
цього -  форцул переставлення порядку інтегрування та обернення 
для ряду багатовимірних сингулярних інтегралів, інших власти­
востей останніх.

Метою дисертаційної роботи в і розвиток нових для гіпер­
комплексного аналізу та його застосувань технічних прийомів, 
зв”язаних, зокрема, із  застосуванням гіперкомплексних методів 
до досліджень властивостей голоморфких функцій кількох комп­
лексних змінних, їх  інтегральних зображень.

Методика досліджень. В основному -  застосовуються апарат 
гіперкомплексного /кватернісл о г о / аналізу та методи теорії 
сингулярних інтегралів; при розгляданні застосувань кватерні- 
онного аналізу використовуються елементи теорії голоморфшх 
Функцій кількох комплексних змінних та їх  інтегральних зобра­
жень; використовуються також і елементи класичної теорії 
потенціалу, властивості гармонічних, функцій.
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Наукова новизна та основні результати, які виносяться 
на захист.

Основними результатами роботи є так і:
1. Наведено узагальнюючих рівність співвідно­
шень для 1И-значних диференціальних Форм (m- о  -вимірного об"в- 
МУ в R m- / т е  ^.3; 4} /, що погоджені і з  класами -гіперголо- 
морфності. Указан прийом, який надав можливість у подальших 
міркуваннях позбутися певної асиметрії у комплексних та дійсних 
наслідках кватерніонної теорії функцій.
2. Сформульовано означення гіперпохідної кватерніоннозначної 
функції чотирьох дійсних змінних вздовж гіперплощини в , до­
ведені теореми про властивості ц іє ї гіперпохідної. Зокрема, уста­
новлений аналогічний комплексно-одновимірному випадку зв"язок 
між гіперголоморфністю і гіпердиференційовністю вздовж гіперпло- 
щина.
3 . Описано класи ^ -гіперголомор$них -функцій, які м іс­
тять в собі як властиву підмножину клас А(їГ; t r )  голоморфних 
(£— й^-відображень. Доведено, що' А(С^; $ ) є перерізом двох таких 
різних класів V -гіперголоморфності.
4. Отримані формули для гіперпохідних інтегралів /у тому числі
і сингулярних/ з кватерніонним ядром Коші і ,  як наслідків, 
відповідних властивостей інтегралів з двохвимірним ядром Нарті- 
неллі-Бохнера.
б. 3"ясовано, при яких умовах Форма є комплексною складовою 
кватерніонної форми Коші .
6. Доведено теорецу про зведення інтеграла з ядром 6J до по­
тенціалу простого шару у та критерій голомор<їного продовження 
з межі однозв"язної області Г у  термінах інтегралів з  яд­
ром 6)(г’ , який пояснює деякі установлені іншими авторами вла­
стивості таких інтегралів.
7 . Доведено за класичною "комплексно-одновимірною" схемою
В.Д.%іірадзе аналог формули Цуанкаре-Бертрена для повторних 
сингулфних інтегралів з  кватерніонним ядром /І/. Як наслідки 
цього результату одержані формули переставлення порядку інтег­
рування та обернення для сингулярних інтегралів, зв"язаних із  
системами типу систем Мойсила-Теодореско /при цьому узагальне-
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ний результат А.В.Біцадзе, отриманий Тм іншим методом/, і з  теорі­
єю лапласових полів; одержані також і певні властивості повтор* 
них сингулярних інтегралів з ядрами 6) ^  і . Показано також, 
як у межах кватерніонного аналізу доводиться двохйимірний варі­
ант теореми Аронов а-Китманов а про голоморфність функцій, як! зоб­
ражені своїм інтегралом Мартінеллі-Бохнера.

Результати, які виносяться на захист, в новими. Крім того, 
у дисертації розглянуті змістовні приклади застосування гіпер­
комплексних /кватерніонних/ методів для розв'язання деяких задач 
багатовимірного аналізу; при цьому одержані нові доведення в і ­
домих фактів, а також -  ряд нових результатів.

Теоретична та практична цінність. Дана дисертація носить 
теоретичний характер. Результати дисертаційного дослідження, 
методи, які розвинені в роботі, можуть використовуватися у г і ­
перкомплексному ан алізі, при вивченні гіперкомплексними метода­
ми властивостей голоморфних функцій багатьох комплексних змін­
них та їх  інтегральних зображень; при вивченні властивостей бата-, 
товимірних сингулярних інтегральних операторів. Крім того, ре­
зультати дисертації можуть знайти практичне використання при 
дослідженні задач математичної та теоретичної фізики, теоре­
тичної механіки.

Публікації і апробація доботи. Основні результати дисертації 
відображені в 5 опублікованих роботах, список яких наведено в 
кінці автореферата. Результати, які включено до дисертаційної 
роботи, одержані автором самостійно. В спільних публікаціях 
[4» 3,4] науковому керівнику належать постановки задач та під­
ходи до розв"язання деяких з них. Безпосередні доведення тео­
рем проведені автором даної дисертації.

Основні результати дисертації доповідалися на конференції 
молодих вчених Одеського державного університету /Одеса, 1988 р./ , 
на конференціях "Гаховські читання"/Одеса, 1990 р. і 1991 р ./ , 
на Всесоюзній школі з теорії функцій /Одеса, 1991 р ./ , на 
шістнадцятій Всесоюзній школі з теорії операторів в функціональ­
них просторах /Нижній Новгород, 1991 р./ , на міжнародній

О



конференції, присвяченій пам"яті академіка М.П.Кравчука /Київ, 
1992 р ./ , на семінарі "Лінійні оператори" Одеського держуні­
верситету /керівник -  професор Еасилевський М.Л./, на семінарі 
з теорії функцій Одеського держуніверситету /керівник -  професор 
Стороженко Е.О./, на Одеському міському семінарі з крайових 
задач та сингулярних інтегральних рівнянь /керівник -  професор 
Литвинчук Г.С ./ , на семінарі з теорії функцій Харківського 
держуніверситету /керівник -  член-кореспондент АН України,, 
професор Ронкін Л .І ./ .

Структура та обсяг роботи. Дисертаційна робота складаються 
і з  вступу, трьох глав, які поділені на дванадцять параграфів, 
списку літератури, який містить 79 найменувань. Зазначимо, що 
теореми, твердження і т .п . в дисертації завжди виділяються в 
окремі пункти: наприклад, запис "теорема 3 .10" означая, що ця 
теорема розташована у пункті 10° третього параграфа.

Робота викладена на 133 сторінках.

ЗМІСТ ДИСЕРТАЦІЇ

У вступі наводиться стислий огляд робот за темою дисер­
т а ц ії, а також викладаються основні результати, які були отри­
мані автором.

У першій главі вивчаються -гіперголоморфні і гіпердиферен- 
ційовні кватерніоннозначнг функції чотирьох дійсних змінних, 
впроваджується необхідне для подальшого поняття похідної за трьох- 
вимірним "напрямком", який виділяється гіперплощиною, розгляда­
ються класи гіпеоголоморфіих функцій, які містять сім"ю у сіх  го 
ломорфних 5г—«- (Г-відображень.

У §1 містяться деякі позначення і основна інформація про 
різноманітні способи зображення кватерніонів. Зазначимо, що до­
поміжні результати, які використовуються у роботі, наводяться в 
основному у початку кожної з глав.

У §2 наводяться означення кватерніонних операторів Kbmi- 
Рімана 41 £> ,2 ) 41 та |Н -значних диференціальних форм буд  («Не­
вимірного об"єму s Г  , які узгоджені і з  структурним Н -аек-
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тором , в якому один з кватерніонів vyp -  і 0 , а решта -  
суто уявні, тобто ScO /)- 0 , к + р. Причому для позбавлення певно! 
асиметрії в результатах, що отримуються далі, запропоновано 
визначати диференціальну форму6^,%  за допомогою формули, яка 
залежить від того, який з кватерніонів структурного ІН -вектора 

Ц* дорівнює дійсній одиниці і 0 :

_ («

-  Ч»\ІхСі;0І, f = 0

- ¥ ° i t [ o , i b V < l x [ » U; i l  > f> * 2  
 ̂ ¥вЖс [ОіЯ-fM x  [<;*3+¥г і х і ї М ,  р -  ї  •

До цього розглядався лише випадок р • 0.
У цьому ж параграфі виписується необхідна для подальших 

міркувань формула

яка узагальнює співвідношення /М.Л.Василевський, М.В.Шапіро/

що в у свою чергу кватерніонким варіантом рівності 
d f*  ®М» + ,Ш ї із  С1 -аналізу.Ох (ТІ

І̂ зім того, розгортається техніка застосовування результатів ква­
терн іонне ;о  аналізу до теорії функцій двох комплексних змінних: 
наводиться комплексна форма запису кватерн іонних операторів . 
Кооі-Рімана, рівностей для диференціальних ф о р м а х  •

Центральним у першій главі є S3, в якому надано означення 
/л ів о ї/ ^ -гіперпохідної функції Н
ВЗДОВЖ гіперплощини Д :х {ї* К А: +<1 -О }
/ J € R  • Д  » ( « . . , -  одиничний вектор нормалі до А  у 
то м і х в«Л  /.

Функція І  називається ліво- 4у -гіпердифервнційовною у 
точці X е вздовж А , якщо існує А € И такий, що для кгжної 
послідовності невироджених орієнтовних 3-паралелепіпедів {їїЛ} £ ,
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/ТІ*. :• (х Ч Е Л ,
^<ЛгЛі^9([0;«1)}/, які задовольняють умовам їїа с Л та didtitl^—0 ,
U—«•£» , виконується співвідношення

пі™ *■ ̂  Л' ^ ЇП л^Х  f Iх )^ = ^  ^
Кватерніон Ju * i ' f y ^ x ”) називається лівою -гіперпохідноп 
функції f  у точці і 0 вздовж Л .

Беручи до уваги геометричний зміст диференціальних форм 
б * ,*  і * можна Інтерпретувати і

як "приріст аргументу" та "приріст функції" відповідно /зазна­
чимо, що таке тлумачення використовувалося A.Sudeery, але не 
набуло у нього посутнього розвитку/.

Далі у §3 доводяться 
Теорема 3 .1 0 . Будь-яка функція?6C4V(i?)ilH)/V(x°) -  чотирьохви- 
мірний окіл точки Xе /  є л ів о - Ч -гілердиференційовна у точці 
Х° вздовж кожної гіперплощини А ЭХ° , причому

Д _  /Ю/

Теовега З Л І . Нехай { { , g>cc4(V(xc);tH) і f  ІЛПУ(хЧ = £}|ЛПУ(х0).
Тоді ' { ¥іА(хе) - - '9 * ,А(х 0).

Теорема 3 . ІЗ установлює аналогічний комплексно-одновимірному 
випадкові зв"язок між гіперголоморі}ністю і г і пердиференц і Пов­
ністю вздовж гіперплощини:
функція f € 4,??&(V(l0);IH):=ker'i!£)(V(x0)) в тому і тільки в тому ви­
падку, коли для будь-якої точки ^eV(i°) /-f%лС )̂ не залежить 
в ід  вибору гіперплощини Л ЭУ •

Зазначимо, що в пункті 3 .1 2 °  указано /для стандартно-гі-  
перголоморфного випадку і А :- { х Л х 0, х ^ и 'хъ) ^ : - х а= о}=  /
на природний зв"язок операції гіпердиференціювання вздовж А з 
класичними диференціальними операціями grad , diiir , rot в К

В пунктах 3 .1 5 °  -  3 .19° описано класи ч,(3ї<г Ч> -гіперголо- 
морфності /Ц>р *»і0 Гіри деякому р е { 0, 3) , S c (ду*) = 0, к t  р/, 
які містять в собі в с і голомор<?ні в£—  (^-відображення. Доведе-
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но, що для кожного такого класу існуч та к е б € [0 ; 2 ї )  , що 
v Ж  = 4,0 9 ft  , Де Ц 'в - { і оЛл.^чЄц 9 І2 , Є1' 0 І2)- 

При цьому для f  € *  <5% ' f Ц, [г) і =* \ *  2>[f) ( ї )  = І і  (%) ,

В деяких роботах з кватерніонного аналізу виділявся /але 
один/ клас гіперголоморфності, який містить як властиву підмнажи 
ну A(<D̂ ; $£), В дисертації ж доводиться 
Твердження 3 .1 7 . Нехай { 9 , ;  6 ^ с  [0 ;2Х ), 6, ^ 0 2.
Тоді А ( С 2 ; С 2) -  Ъ у ц  Г\

У другій главі у розвиток ідей та методів §§2 -  3 доводять 
ся формули диференціювання інтеї алів

H r )  /II/
з кватерніонним ядром Коші, тобто переноситься на кватерн іонну 
ситуацію відомий результат теоріі інтегралів з комплексно-од- 
новимірним ядром У. :

( к т И т -и у Ч т ) '*  -  l t  ^ 'w it-u -r4 а г ,  / і2/
де Jf с  S -  зімкнений контур. Ilpn'll^jf у лівій  частині /12/ -  
похідна голоморфної функції, при IU / -  похідна сингулярного
інтеграла вздовж контура інтегрування. Розв"язання ц іє ї задачі 
у межах гіперкомплексного підходу вимагає застосування і резуль­
татів §2, і впровадженої у §3 операції гіпердиференціювання 
вздовж гіперплощини.
Основний гіперкомплексний результат другої глави -  
Теорема 4 .3 . Нехай Г і  с  -  скінченна однозв"язна область, 
a fl:= {x 6 R A:p (x)= o},p 6C 4R ,i;R')1gradpldaW *0 П е Э П .

Тоді при -f 6 С4(<Ш;ІН) і ЭП /ІЗ/
Д (т ) -  дотична гіперплощина до ЗП. у точці Т єЗ Л  /.

Із  ц іє ї теореми отримані аналоги формул Сохоцького-Племеля 
для граничних значень гіперпохідної інтеграла /II/. Як застосу­
вання попередньої теореми у §5 доводиться формула для гіперпо­
хідної вздовж поверхні інтегрування сингулярного інтеграга з 
ядром
Теорема 5 .3 . Якщо в умовах теореми 4 .3  рєС2,-̂ (ГС ;№), /*б(0И), 
f e  то дия W l w l t t ) -  /14/

В пункті 5 .5 °  зазначено, що для області ХІ:=(яєІР*:Жо<0}
12



теорема 5 .3  е відбиттям властивостей сингулярних інтегралів з 
ядрами Рісса.

§6 роботи присвячений умовам, при яких форма сл)мв є ком­
плексною складовою кватерніонної форми Коші.

Формула

к о -  2 pea-' І  г а д ’ ^ Ч п  /15/
/ -  фундаментальний розв"язок оператора Лапласа Л£ г /,
яка доведена в пункті 7 .2 ° ,  показує, що інтеграл з двохвимірним 
н е г о л о м о р ф н и м  ядром Мартінеллі-Бохнера /подібно 
до логарифмічного потенціалу подвійного шару в (R2 / за допомо­
гою потенціалу простого шару в <і£ добудовується до 
г і п е р г о л о м о р ф н о г о  в іН 'с ІЛ  інтеграла /II/.
Тим самим стаз можливим вивчати інтегральне зображення Мартінел­
лі-Бохнера в € г і п е р к о м п л е к с н и м и  методами, 
які аналог і оді розвиненим в И* -ан алізі.

Особливість комплексно-двохвимірного ЕипадКа, яка описана 
у §7, надає, наприклад, можливість довести теорему 7 .5  -  крите­
рій голоморфного продовження з межі скінченної однозв"язної об­

ласті £1 с  t  у термінах інтегралів з ядром .

У §§8 -  9 дисертації за допомогою результатів §§3 -  5 от­
римані формули диференціювання інтегралів з ядрами і ^ (г) : 
Теорема 8 .5 . Нехай XI с  (і£ -  скінченна однозв"язна область з ме­
жою ВП = и є С г :р(г)=о), У геЭ П .
Тоді при всіх  для f€C43.f)’,C) здійснюються рівності

/ к еІІ; 2} /:

- * с ^ Й , [ * - 13г а ( .№ г И М | '] ] и ,

де -  оператор комплексного спряження,
ІЗ

/16/



Відповідні формули виписані в дисертації для формальних похід­
них по .

Одночасно з роботою І.М.Мітельмана і М.В.Шапіро С і]
О.М.Китманов анонсував аналогічний результат для інтегралів з 
н -вимірним ядром Мартінеллі-Вохнера, який спирається на зв 'я­
зок інтеграла Нартінеллі-Бохнера з потенціалами. В запропоно­
ваній дисертації реалізується, очевидно, і з  структурної точки 
зору зовсім інший -  більш адекватний, на наш погляд, ролі ін­
тегрального зображення Мартінеллі-Бохнера -  підхід. Зазначимо 
мимохідь, що в роботах О.М.Китменова остаточні рівності для 
формальних похідних інтеграла!нартінеллі-Бохнера наведені із  
спотворенням.

Нехай F K , F jj .G *  , 6 ^ /ке ( і ;  2 } / -  формальні диференці­
альні оператори, які визначені рівностями

с  _ г п л л .. Ш -  -  І д т А ї к Л І М -  f  1 М . - Ш Й  ,

(і -  Efl(ii)------ . |qradp(uJ|~2. .M fifH if}W »  = и л ю  Г  Г * )

Тоді для J>€ С*'*ЧК\ К ), /»б(0; і ) , -р€ С^ЭЛ-.С) при всіх  UtDil 
здійснюються такі співвідношення /к€ \1; 2} /

W  ЇС& Л снгШ ](ф  К , •

Співвідношення /17/ становлять зміст теореми 9 .1 ,  яка отримана 
як комплексний наслідок теореми 5 .3 ,  і в новими властивостями 
сингулярних інтегралів з ядром .
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Третя глава дисертації присвячена кватерн іонному аналогу 
формули Пуанкаре-Бертрана й отриманню із  нього формул перестав­
лення порядку інтегрування та обернення для багатовимірних 
сингулярних інтегралів, які зв"язані з  інтегралами з ядром /І/.

У 510 отримана формула Цуанкаре-Бертрана для сингулярних 
інтегралів з ядром /І/, причому доведення проводиться за схемою, 
яка відмінна від застосованої, А.Б.Біцадзе при вивченні аналога 
інтеграла Коші, зв"язаного з теорією системи Мойсила-Теодореско. 
А саме: реалізується "комплексно-одновимірна" схема В.Д.Купрад- 
зе , яка грунтується на використовуванні кватерніонного варіанта 

рівності ’ О , І і . * 4} с їП .  , * * * '•  /І8/

рівність у І *  -аналізі легко доводиться розкладанням підін- 
тегральної функції на найпростіші дробі; проте, в роботах 
А. І.Сербіна була допущена помилка, яка полягала якраз у тому, 
що для інтегралів з ядром Мартінеллі-Бохнера аналог /18/ 
насправді не здійснюється. Точний аналог важливого сп івв ід - 

■ ношення /18/ установлюється в межах саме гіперкомплексного 
підходу:
Теорема 10 .З. Нехай Г -  гладка гіперповерхня без краю, яка 
обмежує скінченну однозв"язну область Сї с. (ft^/mfclS; 4} /.
Тоді ДЛЯ ( t  Г /-t / виконується рівність

S ^ V t )  Т ? ( т - Ч - 0 .  /19/
Сама ж формула Пуанкаре-Бертрана для інтегралів з кватер­

ніонним ядром Коші становить зміст теореми 10 .8 : якщо Г -  
ляцуновська гіперповерхня без краю в R"1 /ш.б(3; 4} /, то
для С°*^Г х Г;Н) у кожній точці Г здійснюється рівність

!  /20/

ж К т,,г).
ч  ч ,

Теоремі 1,0.8 передують традиційні /за Ы. І. Мусхелішвілі, А. 1 .Се­
рб іним та ін . ; у максимально загальній постановці -  за С.Г.Міх- 
ліним/ міркування.щодо переставлення сингулярного інтегрального 
оператора з ядром /І/ і інтегрального оператора і з  слабкою 
особливістю.

Результати §10 надали можливість у §11 виписати формули
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переставлення порядку інтегрування та обернення для сингулярних 
інтегралів, які зв"язані з зображенням розв'язків еліптичних 
систем лінійних диференціальних рівнянь у частинних похідних 
із  сталими коефіцієнтами

\  - h  /*°\ 
D, D« - К  Ї>1 4 '

*a J>, ї>о'Ь, ' :
IVDa 5o

=0-
’ Ц/0 г і в /при nv = 4 / ,

що узагальнюють систему Мойсила-Теодореско. Крім того, у $11 
розглянуті наслідки теорем 1 0 .З і 10 .6  для сингулярних інтег­
ралів, які зв"язані з теорією ге фізичних полів.

У 512 дисертації йдеться про застосування результатів §10 
до вивчення властивостей сингулярних інтегралів з ядрами 6 ) ^  і 
£0lz' . В пункті 12.2° наведені співвідношення /(Я ;Б \ с. Г, 2 * £ /

( І - * )»  Sr Û)wC%-*) й № Т ) , /2 1 /

^ W & 'U -2 )u u ,U - ? b -  /2 2 /

за допомогою яких установлений взаємозв'язок результатів §10 
дисертації з рівностями, що отримані раніше М.Л.Василевським

anipo. N j . i t + CZcNt f ,  + Z c N2 № = о . /2 3 -2 4 /

Із результатів 5510, 12 і результатів, які нещодавно були отри­
мані О.М.Китмановим, Б.Б.Преновим, VI.М.Тархановим, випливав, 
наприклад, така властивість інтегралів з ядром 6J(a> :

I  ї  f ( М ) .* е Г .  /2 5 /
ч "ї  П- Г|

}̂ рім того, у §12 за допомогою рівності /2 3 /  і результатів ?? 
у межах гіперкомплексного аналізу отримано просте доведення 
двохвимірного варіанту теореми Аронова-Китманова про голо- 
морфність в &  є  t r  функції f €  сЧЙ ; С) , яка зображена 
своїм інтегралом Хартінеллі -Бохнера.

Автор вдячний науковому керівнику Михайлові Веніаміновичу 
Шаліро за постановку задач та постійну увагу до роботи.
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