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ЗА Г А Л Ь Н А  Х А Р А К Т Е Р И С Т И К А  Р О Б О Т И

Актуальність темп. В останні роки потреби екології, а також 
широке коло технічних задач викликали великий інтерес до про­

цесів руху твердих дрібшіх частинок у рідині й газі. lie, 
наприклад, пов'язано з проблемою перенесення радіоактивних 
дрібнодисперсних твердих зависей водяними та повітряними 
потоками, з питаннями будови транспортних повітропроводів, 
пилеуловлювачів і т.д. У багаточислешшх публікаціях з цього 
питання, серед яких можна відзначити, наприклад, монографії
Н.О. Михайлової, С.Соу, А.Форт’е, розглядаються, як правило, 
двохфазні моделі, що онисуюгь процес руху дрібнодисперсних за­
висей малої концентрації. Характерною рисою цих моделей е 
те, що дрібнодисперсна тверда завись вваж ається суцільним сере­
довищем і рух суспензії розглядається як рух двох взаємодіючих 
га взаємопроникаючих рідких фаз (несуча рідина та рідина за­
висі). Така двохфазна модель, проте, придатна лише у випадку 
однакових за розмірами та  питомою густиною частинок зависі. 
Звичайно, можливі її узагальнення на п-фазні моделі, але при ве­
ликому розкиді розмірів частинок ці моделі також непридатні.

Інший тіш математичної моделі руху твердих дрібних частинок 
у в ’язкій нестисливій рідині, був запропонований у  роботах 
В.А.Львова. У цій моделі тверда фаза описується функцією роз­
поділу v , r , t ) = 1/6 F(x,  v, r/д, t) частинок за  координатами х  = 
(* і/* 2>жз)і швидкостями v = {vi,vitv3), радіусами г(<5- характерний 
розмір частинок). Л ля швидкості несучої рідини u(x\t)  =  
[ui (x ,t ) ,uj(x, t) ,u3(x,t))  виведено "усереднене” рівняння руху, що 
описує асимптотичну поведінку розв'язку відповідної крайової 
задачі для системи Нав’е-Стокса в областях з дрібнозернистою 
межею при малих S. Не рівняння, що містить у собі невідому 
функцію розподілу F ( x , v , a , t ), замикається рівнянням Ліувілля для 
F ( x , v ya,t). У результаті одержана замкнута система рівнянь, яка 
у випадку сферичних частинок зависі має вигляд

+ («V*)« -  v  Д  « + 7  a(u(x,t)  -  v)F(x,  v, a, t)dvda—

“ V P  = /(*,<), 
div и = О,

(1)
(2)

з



t) -  »)Fj = o, (3)

де e > 0 , 7 =  firri', 0 = p і и - густіш а і характерний розмір
частинок зависі.

Система рівняю. (1)-(3) є еволюційною і, звичайно, виникав 
питання про розв’язність та  вдиність розв’язків різних початково- 
крайових задач для цієї системи.

Подібні питання для еволюційних рівнянь параболічного 
й гіперболічного типів вивчені досить повно. У роботах 
О.О. Л а диженської, О.Л.Олійник, М.Й.Вішика, Ф.Браудера, 
В.О.Солошіікова, Н.М.Уральцевої, Б .В .Базалія та  ін. розроблені 
досить загальні методи їх дослідження. У значно меньшій
мірі вивчені ні питаїшя для систем рівнянь, шо не відносяться
до певного типу, хоча вони досить часто зустрічаю ться в 
застосуваннях. Кожна така задача вимагає індивідуального
підходу, розробки нового або істотної модифікації відомого 
методу дослідження. Цим питанням Присвячені роботи багатьох 
математиків, наприклад, М.Ф.Морозова, О.В.Кажихова, І.Л.Чуєшо- 
ва. Сюди налез ать і, так звані,системи складового типу, до яких 
можно віднести й систему (1)-(3).

Крім того, ця система має ще деякі особливості. А саме, 
частина рівнянь розглядається у координатному просторі II і , а 
частіша. - у фазовому просторі R 6. У цьому плані дала система 
схожа па систему рівнянь Власова і містить у собі як переваги, 
так і труднощі, зв'язані з вивченням останньої. З  іншого боку, 
наявність рівнянь (1), (2) спричиняє всю складність дослідження, 
що притаманна системі рівнянь Нав’е-Стокса.

Система рівнянь Власова, що описує еволюцію функції роз­
поділу частинок двокомпонентної плазми, вивчалась А.А.Арсеньє- 
вим. Bin довів теорему існування в цілому слабкого розв’язку, 
а також теорему існування та  едипості класичного розв'язку цієї 
системи. В обох випадках істотно використовувалась можливість 
явного обернення рівняння Ліувілля.

Різні питання існування та  єдиності розв’язків початково- 
крайових задач для системи рівнянь Я ап’е-С гокса вивчались у 
працях Ж .Л ере, б.Хопфа, О.О.Ладиженської, В.О.Солошіікова, 
Ж .-Л .Л іонса, Р ,Темама та  багатьох інших. М атематична
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молодь, що описує рух неоднорідної в'язкої нестисливої рідини, 
яка відноситься до систем складового тину, розглядалась у 
роботі О.О.Ладиженської та  В.О.Солоннікова, а  також у книзі
С.М .Антонцева, О.В.Кажихова, В .М.Монахова, у якій була запро­
понована оригінальна модифікація метода Галеркіна.

Метою роботи б дослідження початково-крайових задач для 
системи рівнянь (1) (3). Розглядаю ться два тиші межових умов, 
т о  відповідають випадку абсолютно ненружпої межі області т а  
випадку дзеркальновідбш аючої межі.

Загальна методика роботи. У  дисертації застосовано методи 
Теорії диференціальних рівнянь в частинних похідних, а також 
функціонал і,ного аналізу.

Наукова новизна. У дисертації одержапо такі нові результати:
а) введено означення узагальненого розв’язку початково- 

крайової задачі для системи (І)—(3) у в>гпадку абсолютно 
непружної межі області;

б) доведено теорему існування узагальненого розв’язку в цілому;
в) доведено теорему існування узагальненого розв’язку в цілому 

у пнпадку дзеркальновідбивашчої межі області;
г) доведено теорему единості узагальненого розв’язку у цілому 

для двовимірної задачі;
д) доведено існування класичного роз’вязку в цілому для плоско- 

наралельного руху рідини;
е) доведено існування та  «диність розв’язку у малому в 

ге лі, де донських класах функцій для тривимірної задачі.
Теоретична та  практична цінність результатів. Результати, одер­

жані в дисертації, та  розвинені в ній методи можуть бути 
застосовані для доведення теорем ісяувапня та  єдиності початково- 
крайових задач для систем рівнянь, які описують рух суспензії 
в полях різноманітної природи із загальними межовими умовами. 
Одержані результати можуть бути використані у механіці руху 
частинок із зпачною дпсисрсівю їх розмірів і густили.

Апробація роботи. Результати роботи доповідались на семі­
нарах відділу математичного моделювання фізичпих процесів 
ФТІН'Г A ll України, на семінарі по математичній фізиці в ХЛУ 
та  міжнародній конференції "Нелінійні крайові задачі” (с.Ласпі, 
1993р.). ‘

Публікації. Основні результати дисертації опубліковані в
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роботах [1-4].
Об’єм та  структура дисертації. Дисертація складається із вступу

і трьох розділів. Загальний об'єм дисертації SG сторінок друко­
ваного тексту. Список літератури містить у собі 42 найменування.

ЗМ ІС Т  РО Б О Т И
У першому розділі доводиться існування в цілому узагальненого 

розв'язку початково-крайової задачі (1)-(3) за  такими межовими 
умовами

u(*,f) =  0, {x,t) Є дії  х [0,2’| =  St , (4) •
F(x ,v ,a , t ) (v ln( х)) > 0, {x,v,a,  t) Є Ofl х R 3 х [f, 1] х [0,Г], (5)

та початковими умовами

и(х,0)  =  щ(х),  х Є 11, ’ (6)

F(x ,t),e ,0 ) =  F0(x,v,a) ,  (х, v, а) Є П х R 3 х [f, 1] =  D (0.7)
Тут П- обмежена опукла область простору R 3 з досить гладкою
межею, п |х) - орт зовнішньої нормалі до її межі дЯ,  а функції 
Uo[x) и Fa(x,v,a) задовольняють таким умовам:

div «о =  0, х  Є П, «о(*) = 0, х  € дії,

0 < і̂ оСж, і/, о) < Аі < оо, (х, t>,а) Є D,

У(1 + v'*)Fo(x, v,a)dxdvda < оо (8)
о

Межова умова (5) відповідає абсолютно вепружній межі, до якої 
частинки зависі прилипають.

Введемо означення узагальненого розв’язку задачі (1)-(7). 
Нехай Рп - оператор, шо продовжує функцію, задану в області 
ҐІ. нулем на весь простір R 3; Q - оператор, звужуючий функцію, 
задану на просторі R 3, на область П.

О значення 1. П ара функцій («(ж, t ) ,F(x ,v ,a , t ) )  називається уза­
гальненим розв'язком задачі (1) - (7), якщо 

и ( х ,1 ) е £ „ ( 0 , Т ; А П ) ) П 1 2 ( 0 , Т ; ^ ( П ) ) ,  
u(x,t)  неперервна в нормі Li{il) при t =  0;
F(x,  v,a, t)  =  QF{x, v, a, t), де
F(x ,v ,a , t )  Є LfloCRj.^), F(x,  v ,a, t)  Є L i(R?) рівномірно відносно 

«€[0 ,Г ];

в



F(x ,v ,a , t )  слабко неперервна по < за метрикою Li(R?) в точці 
( = 0, і виконуються такі інтегральні тотожності

j J a{xi(x,t) — v)QFdvda,'t>\ +
' J 2,Cl

+ ( /. +  (“0. $(0))j,n = 0i

J ^F,4>i + (|»V»)0+ ^ ( P 0u(x,t) -  u)v„j tpj ^<ii+(PoFo.^(0))i.R; *  0.

при будь-яких DOKTap-функціях Ф і функціях ф, що задовольшгють 
умовам:

Ф(х, і) є  La.(О, т- J(£l)) n L, (о, Т ; J ' ( t l ) ) П  1 ,(0 , Г; И^(П)),

1/р + 3/2q < 1, Р Є [2,00], q Є [3 /2 ,оо);

* , Є £ „ ( П г ) ,  l / p + 3 /2 <? <7 /4 ,  р  Є [1 , 2], «Є [0/5; 2], Ф(х,Г) = 0;
у(:с, »>,<*,<) фінітні в RJ. за змінними і  і «,

У і0  Є i i ( R r ,e). Є L ^ R r .f ) . Є ii(R5-,f), il>{x,v,a,T) = 0,

Гут J(ft) , - замішапня в нормах Li(U) і VVj'0(n ) множини
фінітних у П нескінченно дифференційовцих соленоїдальних вектор- 
функцій. Крім того, використовуються Такі позначення:

R° = R3 х R3, R® = R ’ х [£, 1], R« f = R f  х [О,Г].
. з

( f ’9 h n = I E /;(*)&(*)<**; .
n 1=1 *

(F, G).-, = У F(x, vf a) G(x, v,a)dxdvda'

Rf '
Зауваж ен ня. Означення 1 узагальненого розв'язку відрізняється 

від традиційних. Впровадження функції F (x ,u ,a ,( ) , іцо задана 
в R ” , а також припущення про опуклість області 51 пов’язані 
з наявністю межової умови (5). При стандартному підході в 
другій інтегральній тотожності означення 1 виникає додатковий 
доданок, що містить інтеграл по області Ji. Це істотно усклад­
нює граничний перехід у галеркінських наближення?! при доведенні 
теореми існування.

т,
I I  (и, Ф «+ (и у *)Ф )з ,п- « '( « .  Ф Ь ч п }-7
п *
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Основний результат розділу І описується такою теоремою.
Т Е О Р Е М А  1.1. Нехай f {x , t )  € £а,*Шт)»ий(*) 6 J( ty iFu(x,v,a)  

задовольняє у мои и (8). Тоді існує іцоиаМмецш єдиний уза­
гальнений розв’язок задачі (І) - (7), для «кого викопується 
нерівність

т (‘«  N k n  + ю ^ . I  v'Fdxdvda  +  /  ||ц(*)|іЗЧ0)Л  <

< ||і*о||а,о + /  ^ Р й(х, v,a)dxdvda -t- С ||/||*,і,пт- 
P

Доведения теореми 1.1 складається з трьох етанів. Спочатку 
в §2 розділу І за допомогою апріорних оцінок (лема 1.3) та 
принципу Ш аудера для цілком неперервних операторів будуються 
гадеркшеькі наближення. При цьому використовується явне 
оберпепця рівшшіш Ліувілля. В §3 доводяться леми 1,5, 1.7, 
1.9 про компактність послідовностей наближених розв’язків і 
досліджуються деякі властивості границі, них послідовностей 
(леми 1.6 і 1.8). 1,нарешті, §'1 здійснюється грапичний перехід
в інтегральних тотожностях означення 1, які записані для 
галеркінських наближень.

В §5 першого розділу результат теореми 1.1 переноситься на 
вішалок дзеркального відбиття часгитюк від межі області П. А 
саме, робиться цридущення, що функція F(x ,v ,a , t )  замість умови 
(5) підпорядкована такій межовій умові;

F(z , v ,a , t )  =  F (z , i;*,a,t), (x ,v ,a , t )  Є дії  х II3 х [е, 1] х [0,2’], (9)

де »* =  v -  2(t>,n), п(х) - орт зовпіншьої нормалі до дії.
ОеаовниИ результат цього параграфу сформульовано у теоремі 

1.2. У цьому випадку припущення про опуклість, області П 
виявляється зайвим і означення 2 узагальненого розв’язку задачі 
(1)-(4), (6), (7), (9) мав стандартний вигляд. Як формулювання 
теореми 1.2, так і схема її доведення майже співпадають з теоремою
1.1. Відзнака полягяє лигає в способі побудови галеркінських 
наближень для функції F(x,v,a, l ) .

Узагальненні! розв'язок задачі (1)—(7), існування якого дове- 
■ дево в теоремі 1.1, відповідач у випадку рівнянь Ннв’е-Стокса 

класу слабких розв'язків, введених б.Хоифом. Відомо, що цей 
К.*1і»«‘ розв'язків виявляються досить широким для тривимірної
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задачі і встановити вдиність розв'язків початково-крайової задачі 
(1) (7) не вдається. Але у випадку плоско-паралельної течії 
рідшій можна показати, іпо узагальнений розв'язок має більшу 
гладкість, на підставі чого установлюється Ного єдішість. Не 
зроблено у другому розділі дисертації, де, проте, довелося ввести 
зрізуючий множник, що обмежуе розподіл частинок суспензії за 
швидкостями, А саме, розглядається двовимірна задача:

^  -  і/ Д  u + 7 1 J a & R{(u -  w)*)(u(x,<) -  v)Fdvda-

-  V P  = /(*,<)> • (10)

div u = 0 , (1 1 )

~  + (i’Vx)/'’ + ~<ЙУ„[Єн((и -  f )’)(«(*. 0  ~ v)F) =  0, (12)

з початковими та  межовими умовами (4)-(7). Т ут ©л(г) -  
нескінченно диферепційопна функція арг умента г Є R 1 така, що 
0  < 0 «(г) < 1 при \г\ < R ,& r{z) = 0  при |г| > 2 R  і в 'п(г) < 0  

при z > 0 .
У лемі 2.1 доводиться, що узагальнений розв’язок двовимірної 

задачі (10)—(12), (4)-(7) належить таким функціональним просторам

n(*,t) е и о ,Г ;  J '(n))n^(o.r;^(n)), «. є L,(nT),
якщо f {x , l )  Є Li{Ur),  «о Є ./'(П).

Далі, в §2 другого розділу показано, що функція розподілу 
F{x ,v ,a, t )  є неперервною за Гельдером за змінними яг, v і (.

У §3 другого розділу доведено теорему единості. 1

Т Е О Р Е М А  2 .1 . Двовимірна задача ( 1 0 ) - ( 1 2 ), (4)-{?) може мати 
не більше одного узагальненого розв’язку із класу .

и ( * , ( ) Е М О , Г ; / ( і г ) ) П Щ Г і й'1, (!!)) ,  щ . € І , ( П г ) І  

F(x ,v ,a , t )  = QF(x ,v,a , t ) ,  де Ft Є Ы К т .Л . V r^  Є is(Rj-,,).

У „ /’ Є L„., ( I l r f), шах /  (1 + і»г) І V» F\dxdvda < oo.
10,11 Rj

Використовуючи леми §1 і § 2  цього розділу, а також результати 
В.О.Солоннікова, у §4 доведено існування у цілому класичного 
розв'язку ночатково-крайової задачі (Ю)-(12), (4)-(7).
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= 0,
sn

Т Е О Р Е М А  2 . 2 . Нехай у двовимірній залачі (10)-(12), (4)-(7) 
0(1 Є с 3* ', щ (я) € Сг+'(П ), /(*,<) Є С ' ^ І П т ) ,  0 < р < 1 ,  Fo[x,v,a) - 
неперервно диферелційопна за змінними х  і v в області $ї х R J при 
« Є (f, 11, фінітна за змінною v і D^.Fo(x,v,a) =  0, х  Є дЯ, а  = 0,1. 
Крім того, виконуються умови P f  Є 'С ^ , (0г)«

div щ  =  0 , Uj(x)|jtj =  0 ,
Г «

Р  і/(х , 0) +  ^ Д  u0 -  (и0у г)и0-

- 7  /  /  €>л((“о -  «>)*) (“о -  v) F0(x, v, o)c/uda;
Є J

де P  - оператор проектування L j(n ) на
Тоді узагальнений розв’язок є класичним, а саме

u(x, t)  Є С2+','1+',/2(Пг), VP Є С' ^І П т ) ,

F(x ,v ,a , t )  неперервно диференційовла за  х, v, t у  (і х при всіх
« Є ІМІ-

Із теореми 2 .1  випливає єдиність такого розв’язку.
Наявність зрізуючого множника 0д (г) у рівняннях (10), (12) 

зв’язана з труднощами технічного характеру, подолати які не 
вдалося. Не підтверджують р е з у л ь т а т  першого та  третього 
розділів, де цей множник відсутній.

У третьому розділі знову розглядається початково- крайова 
задача (1)—(7), де П - обмежена опукла область у просторі R 3 

з досить гладкою межею. Поведено однозначну розв’язність цієї 
задачі в гельдеровських класах функцій, введених ІЗ.О.Солониіковим, 
у малому за часом. Основним результатом розділу III є така 
теорема.

Т Е О Р Е М А  3 . 1 .  Нехай нри деякому а  Є (0 , 1 ) /(х,<) Є
J " ’.0(n r ), ио(х) Є С2+а(а)П ./"'°(П ), Fo(xt v ,а) Є С 1+“(І>), крім того, 
функція Fo(x,v,a) фінітна в D за змінною v, D*Fo(x, и ,a) = 0, я Є 
дії, а  = .0 , 1  і виконуються умови узгодження

}{ х ,0) + Pj  У Д  «о -  (hoVi)mo -  7 / /(«о  -  v)Fo[x, v,a)dvda =  0.
9(1

Тоді ири деякому досить малому Т  =  Г ( |/ |а,„/2, КІі+о.П, |/'о|і+а.О ) 
задача (1)-(7) мав вданий розв’язок u(x,t)  € C'2+“,1+“/'5(JV), VP  Є 
C " -/J(n r ), F(x ,v ,a , t )  Є С +“(Лг).
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Означення функціональних просторій, що використовуються 
jг формулюванні теореми 3.1, ваведені в §1 розділу І. Дове­
дення теореми 3.1 проходить за допомогою методу послідовних 
Наближень. При цьому істотно використовуються ОЦІНКИ, 

що отримані в лемах- §2  третього розділу та  результати 
В.О.Соловшнова. Відзначимо, що припущення про опуклість 
Області U є істотним у останньому розділі, бо в противному разі 
неможливо забезпечити необхідну гладкість функції F(x ,v,a ,  t).
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