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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 

АКТУАЛЬНОСТЬ ТЕШ. Теория оптимального управления системами с 

распределенными параметрами (СРІІ) активно развивалась в последние 

десятилетия ввиду своей технической актуальности и разнообразия 

матемзтических вопросов, которые она затрагивает. Основы теории 

оптимального управления СРП были заложены в работах С.А. Авдонина,

B.Барбю, Н.А. Бобылева, Б.И. Бублика, А.Г. Бутковского, Ф.П. Васи­

льева, О.В. Васильва, А.И. Егорова, Ю.В. Егорова, V. М. Ермольева,
C.А. Иванова. Ж.-Л, Лионса, В.Г . Литвинова, К. А. Лурье, В.Я. 

Максимова, B.C. Мельника, А.Г. Наконечного, Ю.С. Осипова, В.И. 

Плотникова, У.Е. Райтума, М. Рахимова, С.Я. Серовайского, Т.К. Си- 

разетдиновп, В.И. Сумина, В.А. Срочно, Л. Тартара, В.А. Якубовича, 

А.В. Фурсикова и других. Конкретнее решеїшя в опт:р.^пышх задачах 

для СРП (кроме уникалыгых случаев) могут быть получены либо 

методами численного анализа , "ибо при, іНйкиєм зсимптотических 

методов, если это возможно. Важным как с позиций теории 

оптимального управления, так и приложений является класс 

управляемых объектов, описваемых краевыми задачами для уравнений 

с частными производными и малым параметром в главной части 

дифференциального оператора (сингулярно возмущенные системы). Для 

конечномерных систем математические основы исследований сингулярно 

возмущенных оптимальных задач были разработаны з работах Kokoto - 

vlca P.V. и М.Г. Дмитриева. В основном досматривались задача без 

ограничений на управления. Для сингулярно возмущенных СРП
•

концептуальной является работа Ж. -Л. Лионса , в которой 

исследуются слабые решения сингулярно возмущенных: СРП, вариацион­

ных неравенств и задач оптимального управления. Получены 

результаты о предельном переходе к вырожденным решениям. Однако 

вопросы построения гладких асимптотических агатроксимацкй решений 

задач оптимального управления для сингулярно возмущенных СРП с ог­

раничениями остались открытыми. Оказывается, іто в таких задачах в 

случае локальных ограничений на управления возникают внутренние 

переходные слои, которые призваны осуществить гладкий переход 

экстремалей из области предельного значения управления в область

'Lions J. I .  Perturbations Slngulleres dans les Problemes aux Li- 
mltes eten Controle Optimal.-Lecture Notes In Math.1973,323, 

Springer.-645p.
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при к ̂ длб Ж8 іциа внутренности ограниче ігия. Креме 
іЧЛЧЧ Ъ'л̂Л иоеспечиьают выполнение неравенств условий оптимальности 
црЕ указанном переходе. Подогнав аффеты возникают при 

ас_?штсгзчоском анализе вариационных неравенств для эллиптических
Л

операторов с малым параметром в главной части о;т ратора . В 

зависимости от способа вхождения малого параметра в главною часть 

дифференциального оператора (полное вырождение оператора, 

частичное вырождение и т.д. ) существенно меняется способ 

построения формальных асимптотических решений задач оптимального 

управления для соответствувдих СРП. Как пранало, малый параметр 

твэт физическое (геометрическое) содерканив, а асимптотический 

анализ нелинейных систем, к которым относятся задачи управления 

СГЇ1 с малым параметром в главной части оператора и ограничениями 
на управление, позволяет получить решения таких систем с 

произвольной йс:«*птс: ив ской точностью. Указанные решения ю'оют 

кш< самостоятельную ценность, так и могут служить в качестве 

начачмах приближений для алгоритмов численного анализа.

Ц2ЛЪ РАБОЇН. £;сеертация посвящена разработке методов построения 

гладких асимптотических аппроксимаций решений задач оптимального 

ограниченного управления для различных классо в сингулярно 

воэмуз'внннх СТО. При этом значительное место в работе уделяется по­

строении формальнах асюттотик экстремалей и управлений произвольно 

го порядп точности и vjl обоснованию. Б динамических СРП наряду с 

программными управлениями рассматриваются и вопросы асикштотачвско­

ро синтеза. Кроме того, оптюяаяьше асимптотические конструкции си- 

стоя управлений используются для получения алгоритмов минимаксного 

&еижтотичеекого оценивания функционалов, определенных на решениях 

СРП.

МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЯ. 8 диссертации используются условия оптималь­

ности для СРП в форме вариационных неравенстз, метод динамического 

программирования, теория минимаксного оценивания, методы решения 

краевах задач математической физики, функциональной анализ. Кроме 

■іого, в зависимости от рассматриваемой задэчи использовались еле-
•

Назаров С.А. Асимптотическое решение вариационных неравенств для 

линейного оператор» с малым параметром при старших производных.- 

Изв. АН СССР. Сери» автоматическая,1990.т.54,N4,с.754-77Я.
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дукяще метода асимптотического анализа сингулярно возмущенных СРП: 

метод псгранфункций, сращиваемых и составных асимптотических разло­

жений.

НАУЧНАЯ НОВИЗНА И ПРАКТИЧЕСКАЯ ЗНАЧИМОСТЬ. В диссертации разработа­

на методика решения задач оптимального ограниченного управления син­

гулярно возмущенными СРП и на этом пути при некоторых ограничениях 

получены следующие новые резулыаты:

1. В классе гладких аппроксимаций получено полное асимптотическое 

решение линейно-квадратичной задачи оптимального управления для эл­

липтической краевой задачи как с локальным,: ограничениями на управ­

ление, так и с глобалышмя.

2. Для билинейной задачи оптимального упраапения эллиптической сис­

темой и для задачи оптимального управления эллиптической системой 

с кубической нелинейностью по состоянию построены и обоснованы пол­

ные асимптотические решения. При этом оцс пси асимптотической точ­

ное.: галученп при выполнении некоторых неравенств, "сзязнв&ецюс" 

ди.лью задачи. Для задачи с кубической нелинейностью проведен 

численний эксперимент, позволятий судить об эффективности асимпто­

тических ревеПИЙ.

3. Лі я задачи оптимального управления процессом переноса частиц в 

плоском слое обосновано применение прямого метода асимптотического 

анализа, т. ©. Сез использования условий оптимальности. При этс« 

задача на кащюй итерации декомпозируется на іри болео простые за­

дачи, решаемые аналитически. Доказана релаксэционность асиютготнчос- 

ких итерация.

4. Для параболических сингулярно возмущенных оптимальных систем по­

лучены полные асимптотические разложения решений, причем, как для 

глобальних, так и локальных ограничений на управление. Еспи вы­

рождается весь дифферент.зльный оператор, то результаты близки ял- 

лилтячэским задачам. В случае вырождения только пространственной 

части оператора построены к обоснованы асимптотики произвольней 

точности для глобальных ограничений на управление. Если кс ограни­

чения на управление носят локальный характер, то для управления, 

зависящего- только от времени, построено асимптотическое гтодставле 

няе времени схода управления о ограничения до любого порядка 

точности, hz'j позволяет обосновать найденные асимптотики решений 

исходной задачи. Для распределенного управление! такое обоснование

3



получено до порядка 0(є ).
5. Построено полное решение задачи синтеза оптимального управления 

для параболической сингулярно возмущенной системы с управлением, 

зависящим только от времени.

6. Найдены асимптотики в задаче управления тепловым полем в тонких 
телах. Эта задача относится к критическому случаи и характеризует­

ся тем, что выроздепная задача не совпадает с укороченной задачей. 

Для г̂Оэльных ограничений на управление получены полные результа-
Э

ты, 8 для лекальных - до иорядка 0(e).
7. Построены асимптотики минимаксных оценок функционалов для ряда 

стационарных, и эволюционных СРП, а для эллиптических краевых задач 

получены асимптотики решений в задачах оптимального наблюдения.

Все основные результаты диссертации носят конструктивный харак­

тер. асимтотическио алгоритмы содержат задач;;, которые часто имоют 

аналитические решения Предложенные в работе подходы могут служить 

основой исследований других задач оптимального управления сингуляр­

но возмущенными СРП с ограничениями.

АПРОБАЦИЯ РАБОТЫ. Основные результаты диссертации докладывались и 

оосуждались на научных семинарах, Всесоюзных и международных 

конференциях, в том числе.

1. Всесоюзной научной конференции "Метод функций А.М. Ляпунова в 

современной математике” (Харьков, 1986);

2.Второй научно-технической конференции советских и польских моло­
дых ученых, выпускников высших учебных заведений СССР (Киев,1986);

3. Международном Совотско- Польском семинаре "Математические мето­

да оптимального управления и их приложения" (Минск, 1989);

4. III Всесоюзной школе "Поитрягинские чтения:оптимальное 

управление,геометрия и анализ" (Кемерово, 1990);

5. VII Всесоюзной конференции "Управление в механических системах" 

(Свердловск, 1990);

6. Международном семинаре "Устойчивость и колебания нелинейных 

систем управления" (Москва, 1992);

7. Научно-технической конференции стран СНГ "Контроль Л управлении 

в технических системах" (Винница, ’.992);

8. Международной математической конференции "Ляпуновские чтения" 

(Харьков, 1992):

• 9 .Международном семинаре "Негладки» и разрывное задачи управления

6



и оптимизации" (Челябинск,1993);

10. International workshop "Singular solutions and porturbatIons 

in control systems" (Pereslavl-Zalessky,Russia,1993).

11. Межгосударственной научной конференции "Динамические системы: 

устойчивость, управление, оптимизация" (Минск,1993);

12. на семинарах: кафедры прикладной математики ДМИТ'э, кафедра 

моделирования сложных систем КГ/, кафедры оптимального управления 

ОГУ, отдела обыкновенных дифЕеренциальных уравнений института мате­

матики АНУ„ отдела дифференциальных уравнений УрО РАН, отдела М 360 

института кибернетики АНУ, исследовательского центра процессов упра­

вления института программных систем РАН.

ПУБЛИКАЦИИ. Основные результаты содержатся в 25 работах, список ко­

торых приводится а конца автореферата.

СТРУКТУРА И ОБЪЕМ РАБОТЫ. Диссертация состоит из введения, четирэх 

глав, списка литературы, включающего 165 *аименовапнй и приложения. 

Общий объем работы составляет 256 страниц.

СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 

Во введении отмечена актуальность темы исследования, 

рассмотрены основные направления анализа проблемы асимтоткческих 

решений задач оптимального управления сингулярно возмущенными СРП, 

приведены основные 1.9тоды их исследования и дана аннотация всех 

глав диссертации.

Глава 1 содержат результаты по гладкой зсимтотической 

аппроксимации рошений сингулярно возмущенных задач оптимального 

управления эллиптическими систем;..,;и и системами переноса частиц. На 

управления накладываются как локальные, так и глобальные ограниче­

ния. Полученные алгоритмы на каждом шаге состоят из более простых 

задач, часто решаемых аналитически. Выяснена структура асимптотичес­

ких разложений и получено их обоснование с произвольно? степенью 

точности.

В §1 исследуется линейно- квадратичная задача оптимального 

ограниченного управления сингулярно возмущенной эллиптической
г» —

краевой задачей. Пусть в области Я с R с компактным замыконм О 

и гладкой (класса С00) <п-1)-мерной границей «О состояние

управляемой системы у(и) определяется как решение задачи Дирихле 

-є А у(и) ♦ а(х) y(u) = f(x) + u(x), (1)
*

У(и) є Ho (fl) (следовательно.у(u )=0 на дй ), (2)

7



где f 6 1,(0), U Є и С Lz(0) (J-ЗБМКНУТО и выпукло). А - опера­

тор Іаплвса, 0 < є «  1, 0 < а < a(x) с L (О).
*  .  CD
Требуется найти u е и:

I(u) = Inf { f  [(y(v) - z(x)) + V v (X)J(1X }, (3)
v e u n

где v - const > 0, z(x> e 1,(0).

Тогда единственное оптимальное упрвадаше определяется из соотно­

шения
2

' -£ A y(u) + а(х) y(u) = f + и, х с О ; у(и)=0, х е̂О;
г

-£ A p(u) + а(х) p(u) * y(u) - z(x), х « О ; p(u)=0, х eg О;
Л

J [p(u) ► v u)[v - u]dx > 0  V v с- U; у , р с Но(0). (4)

• О 
Пусть

U=(v:?4<x) < v < Cs(x) п. в. в О, {, < £г. £. є Ьт(П) }. (5)

Локальность ограшче; лй (6) приводит к тому, что задаче (4) рас­

падается на ела дующие задачи

х € О.: -є А -(X) + а(х) у(х) = f(x) + t А х ) ,
Jf

-є A p U )  + a(z) р(х) = у(х) - z(x), (6)

р(х) + v  ^(Х) > О ;

х є п.: -є А у(х) + а(х) у(х) = f(x) + |.(х),
»

-є А р(х) + а(х) р(х) = у(х) - z(x). <7і

P U )  + v ?4(х) < О ;
а • і

х « 0Я: г -є А у(х) *■ а(х) у(х) + v р(х) = «Ц . ^

1'6А  p U )  + а(х) р(х) = у(х) - Z W .
где о = и О., О п О =а. 1 * 3 -

І Ж% J
Тогда оптимальное управление задается формулой

5,(х), х с- П
-А

и(х) = - v р(х), х 6 Г̂,

1,(1). X с о,.

ПРЕДПОЛОЖЕНИЕ'!. Пусть f(i), z(x), а(х) ?̂ (х) е (/“(0) *

Найдем асимптотическую аппроксимацию облвстеЯ о . С этой целью 

построив внешнее разложение решений задач (6)-(8) по целым сгепе- 

ш  малого параметр® виде

е



У(х) = і Є Угі(х>, р<х) = £  є*"' ргі(х). (10)
іаО І 80

Тогда области

U  « й: S, (х)(1 + V а (х>) + f(x) > a(x)z(x)}, (11)

0,_* (х є Я: Св(х)(1 + w а*(х)) + f(х) < a(x)z(x)}; (12)

0;о- 0'\ (П„ ОЦ,.') (13)

с точностью до некоторых окрестностей аппроксимируют соответстве­

нно области (1 .Пусть у ,? -границы областей П .̂П4_.

ПРЕДПОЛОЖЕНИЕ 2. Будем «читать, что границу Г,..72_ являются (п- 

-1)- мерными замкнутыми подмногообразиями класса С® без края в 

Для определенности пусть области П,„.02_ расположен;; строго внутри

П и П, л Пг_=0. В окрестности Я ~раиицы gd внешнее разложение (10) 

не удовлетворяет граничшм условиям (2). Поэтому это разложение еле - 

следует дополнить внутренним раз"ожением '*.ша пограничного слоя. С

этой целью введем в окрестности S координаты (C,s), где С расстояние 

до ei\ вдоль внешней нормали , є-локальные координаты на поверхности
- I  2

<jQ. Обозначая через t =-є С новую переменную, запишем оператор ~е Д 

+ а в координатах (t,s) и раацетм его в ряд по степеням малого па­

раметра
г * х ® J

-Е А + а ~ -а / dt +a0(s) + £ є (L (s »t, a/ #s.d/ dt) +
(14)

-« iji <r
+(Ji) в a(0,s) / ae ). 

где E -дифференциальные операторы не выше второго порядке по пере­

менной s и ке выше первого порядка по переменной t; их коэффициенты 

гладко зависят от координат s на э Ои полиномиально от t;ao (s)-cy~ 

кение а(х) на <?0.

Решения типа погрансугэв ищем в виде рядов

y(t.s) = Е є y.(t.s), p(t,s) = £ є  р (t.s), (15)
і=о J і-О

коэффициенты которых удовлетворяют задачам

- а у / dt + a (s) у. + v р -- £  (Lk(s,t, а/ ds,a/ dt) •* 
J k*t 

-1 t k > < k > «#
+ (!cl) d a(0,s) / де ) yj.^t.s).

І

d p / <jt* + a (s) p - у =- E a k(s.t, a/ dS' d/ at) +
J k a i

9



-» *V> <k> rw
+(kl) <s a(0,s) / at ) Prk(t,s), t « (0,®). (16)

yti(0.s) = -у (̂О.г), pt)(0,s) = -paj(0*s),

(17)

y ^ J O .s ) = ptj,.(O.S) = 0. j > 0,

Задачи (16)-(17) однозначно разрешимы в классе погралслойных фун­
кций, Солее того, их решения строятся аналитически. Найденные фор­

кай ьнче аеимптотичесхие решения задач (5)-(7), вообще говоря, не при-
I

надлежат НС(П) и, кроме того, в окрестностях Г ( 74<с Г#, 7t с Гг) 

могут нарушаться неравенства из (6),(7). Поэтому в окрестностях Г 

возникают дополнительные внутренние погранслои.
* * .

В окрестности Г многообразия 7 введем коорданэты (т ,е ) ,  г да 
l i t  " й 

о --- )-локальний координаты на 7̂  5 х -рясстояшю до 7̂ ,

взятое со знаком *4" в и в П^. В сяду (6),(8) окрестность 

Г, зсть область перехода от неравенства р + vu > 0 к равенству. По­

верхность пвраходч будем искать в вида 
» 1 1 

(х « Г.: ч * е Н(е.о ), Н(е,о ) •-=

«о і і » со (18)
2 е Hj(o ), Н (vj ) е С (7̂ )}.
Ĵ O

Для Гв построение поверхности переходе осуществляется аналогично.
« с * -і і «

В Г, выполним замену траменннх х * (т) ,о ), где і? = є т - И(є.о ).
*

При етом оператор - e a t  а расщепляется в ряд
2 2 ©  J

-д / вг\ + ао(о‘) + £  є («  ̂(г)* .о*, а/ йі/.a/ да1) +

■‘Го. . <,. <!9‘
(J!) а а(0,о1) / as. ), 
£. с:в котором оператор £ схощш по структуре с операторами I.. Опре­

делим приближенные асимптотические разложения (метод составных всим 

лтотических разложений)

<м> <М> W ) N
у (є,х) =Ха (є.х) £ s y  (х) + Х2(є,х> Ц ьуЛ -е C.S) «■

J’O J = о

2 М J  V  ■ *  »  ( №  k v

+ E X Si(x) Ее у.(є т. - ь  (е.о ).0 ), (2U) •

ьв



<N> <N> N j  N j * ,  - a

D (6.X) * Xt U,x)lep(x)+ Хж(е,х) E є р.(-є (,s) ♦
j s o  j * 0

21 N  І  v  - I  і  ( N >  і  і

+ ЕаВ1(х) Еє Рі(е г (e ,o ) to ). (21)
i * t  j a O

где
INI і  М - »  j  і

S (є.о ) = E є "(о ); (22)
<H. J * °

Xt (s.x), X,(e,x), Х̂ОхЬсрезаэдке функции, определенные равенст­

вами:
<N>

\  (e.x) - 1 В П\ (Г.О rt).

«Ml 1 I
1 - x<e x - s (Є.0 ),c ) a Tt ,

-4 г о*» г г
.1 - х(є "■ - Ь vc.o ),о ) в Г,;

Х є̂.х) = О в Q \ S, \ {к ,х ) = х<в О в 2 ; Х (̂х) = О вне Г,
і * 

\ х( г ) = %(t ) в rt; через х здесь обозначена функция из Cj(R ),

равная единице* вблизи нули и имекцчя малый носитель, прякздюкащий

соответственно 3 и Г.,
v і і v t і

Решений типа внутреннего погранслоа у̂т) ,а),р.(т) ,о) должны 

быть согласованы с функциями у (х),р (х) на границах и об~
V  І  *  f t  ь і

ладать свойством y((jTj J.o) * Р;(|т) |vo) = 0(exp(-d{Tj |)), її] |

оо, б с- (0,1). Они определяются и з  систем 
1

ДЛЯ Т) > О .

f -/у / * v  + 8o (0 l)y = -Е (a„(T}l,ol, д/ 94і .а/ д0‘) >
' . j i-k  
-і 4k і < k > v  і t * ”4

+(k!) Й a(0,o ) /ее  ) у. .(П ,P ) >  Х(Т) ) Е Е <к!>4 к«о 1*о
-* < к > < к > ' < I > <I>

(1!) (д а(0,о1) / де ) U  y i_fc_t(0.^‘) / as ) -

- V ( x < V >  E (<Л-к.)!) ‘ (*'J k у„(0.0і ) /  ає ’ ))/ atf +
к. к «О

Е Е £ t('Ol.<Ji.d/a'Tli.d/aot>(<pi) й  ) ( /  їн .р(0,о')/в£ )),
к * f р * О

! і



*V й V'
в p/«r.f + a (ol)p -£ (£. ;т,-,о\ <5/ зт)\з/ во1) +

J !»**Д

( к ! )  ! - ' 0 ,О 1 )  /  <?Є ;  р  <Т> ,0 ) + Х(Т}  ) (  £  £  ( К ї ) X
k з О 1-0

-•і < К> 4 * > < І > < V .
(1!) (а а(0,о*) / ов ) (д P j і (О.ст1) / дг ) -

’ -і < j - »  < j-ki v (. і
- £ < (j ~ H H ) (<? У AO,o') / x  ) )  * у, (47 .9 ) -

k*0

- о (хОп ) 2 ((J-fc)D (s 1 Pk(0,o*) / ,?s J ))/ +
k*o

J *'k - . 4  .PV
H 33 g S t(T|' ,о*,з/̂ \#/<ю'-)(«;рП х(т] ><» p..^ - ( 0,0*) /
k*< p^O

3 2 0 , 1  = 1.2; (23)

AHfi T) <; 0
2 y  Z у  ~ A v

' -<s yva-ff + й0(о*)у  ̂ + v p. ^ -£ (2k(T)*,a*. д/ <яі* .<?/ <?a'") + 
ft < k * it >  ̂ ( i~k j

+(Ki) t) a(0,a*) / ав ) у . (tj ,a ) + x(i} ) £ E  (КО *
k *© 1*0

- A < k  > < k > < t  > < I >

(1!) (г a(0, a * ) / d e  На у,_k_ , (O.a*) / ее ) -

-  <з <ХИ) ) E  <(J-K) I) (з  ‘ 7k(0,ol ) / вє ))/ аг,1 +
b o

j  І  - k

+ E Е * к(Л1. о * , а / ^ 1,#/ло‘ )((р»). x<V H e "  У. k fO.o1 ) /
ка і p = 0  ̂ *

/*e‘F>)> * V ax ( V )  E ( U - K X )  \ a ' ‘ * 4  (0,0і) / е е " V’).
к «о

повторяется второе уравнение системы (23). (24)

Возможность построения ОТреЗКОЕ рядов (22) следует ИЗ ЛЄММН. 

ЛЕММА1. Пусть выполняются условия предположений 1,2. Тогда рокур 

рентные последовательности систем (23)-(24) разрошимы; их решения

экспоненциально стремятся к нулю при |т) | 4 ф и при каждом J зави­
сят от Н0,...,Н , составллпцих оэффициенты рядов (22), в Н 4 
находятся из условий

У^.о )• Р,(т| ,о ) с С (R ) у o'; v у;(0,о ) <



f :*>
u (S. X)

+ U t >  (л{іі (0,0 ) /gs ) I » 0 , і = 1 ,2 . Я

Найдены условия, обеспачатаодие выполнение неравенств из (Є)-(7) в

2, Г., Определим области

Г * » <М> і
<Vs = \ rt) U  t х е rt: т .> & (к.с )>,

! г а
*■ .̂Е “ <па- \ Гж) U { X 6 Г2: г > Ь (є,с )},

N♦4
о такяо аеитягтотичеекое предстяшіешіь управления С ТОЧНОСТЬЮ 0(6- )

♦
14чЛ), X <s 4j,g»

- V у к\х), X є О \ (ц:е О 0М'Е) . (25)

£а(х), х е Рм е.

Тогда имеет место

ТЕОРЕМА 1. Пусть выполнены услої .я леммы і, » тйкав условия, обес­

печивающие вшкшюкие неравенств из (й)-<7) в 2, Г.. Тогда формулы 

(20)-<21 >,(25) представляют асимптотики petite ни я задачи (1 )-(3), (5) 

и имеют место оценки
м

(
Г є * N-четно 1

I N )  f М ) j  N - l

flv(y - у )й + Jv(p - p )ё < С 1 e .М-яечетно j ,

M* S

{
£ , й-четко t

N І

є .S-нечетно j ,

N  +  І

(
8 t N-четно 1

N

Є ,К-нечетно Г ,

2 ( N « I t

{
є , N-четно 1

I N

Є .N-НЄЧЄТНО j ) В

Получены реления задач (1)-(3),(5): для некоэрцитивного функциона­

ла, системы с неполными данными. Если локальные ограничения (5) за­

менить глобальными

U = { v: |v|b <а < R, R = const > О }, (26)

то для оптимального управления возможны два варианта: (I)- ||uj| < R; 

(11)- Ци|| = R. Управление и принадлежит внутренности шара (26),

|и

<3



если

8<f -  a as>/ (е + v )jj < v R. (27)
В противном случае решается задача (1 )-(3 ) с ограничениями тала 
равенства. В обоих случаях найдены и обоснованы полные асимптоти­
ческие решения.

Достаточно подробное наложение результатов §1 связано с шясш- 
ютем характера аскм-готических реиеякй задач оптимального управле­
ния оиягулярно возмущешшми СРП с ограниченными управлениями. В слу 
чае локальных ограничений появляются внутренние переходные слои и 
далео при рассмотрении Солее сложных задач возникает проблема их 
описания и корректного обоснования. В случае же глобальних ограниче­
ний задача докошозкруетса на два :управден№ принадлежит внутреннос- 
ности пшрз или его границ».При этом возникает проблема асіаикотичес - 
чесного ітостро8Е4Я решений задачи управления с ограничением тала ра- 
Еонсгаа. Поэтому далее "'удем, в осноьаон, говорить об особенностях 
де'неттотвческяа реамний для других классов октнмаяыпа задач СРі’ .

З §2 ксслвдуеїсй задача мультипликативного управления, т.е. з 
задаче (і )-(3) кюсм8Тря»йется уравнение

(Зформулировинна я задача тт-7 ревіние, не яв единственное. Поэтому 
сї'ролчцийся далее йсашггояв?я едвдует рассматривал», как гладкую апп- 
роксгаюцип одного ю  алиментов оитамольксго квоаюсгва. При лакото- 
рих п;'вдао .згззьиях нв иоходша даккда, Сдиэких по существу пр*щю- 
ложеншік 51, подучены формальные ясяактотикг решений сформуяировл- 
то й  задачи а случае локальних гграяиченлй на управление. Пусть

OJ-. rr-Jt I N >
У , p , u - ночютготикй poaeratit условна оптшальности для ис­
ходно?. задачи, две перше из которых имеют ьвд (20)-(2!), а

гда Ч<.е* 4<.е 0ИРеД&*йМ в §*; Е. )м указасш на та. что произ­
ведение ОереїСЯ С ТОЧНОСТЬЮ 0(Є ).
Кроме того, пусть О с  R (г < 3> и внашнябтся неравенство

-е А у(ц) ■*• и(х) ?(а) «> Г(х), х « й. (23)

Jt(i), х е Art_e,
<К*> - i  ( N )  < N )  -
и (є,х) =| V fу р }н. X € 0\(D^cU ц,є>,

. U X >- ХеЧ..£'

(29)

-  і  О **  <М> ІНХ  ОМ*

v > 2u (q*f|(p  + 2 J  ) + p у ] . (30)

14



<N> <N> <N> (N)

где ц = mln{i. rain^}. у = шах |y |, p = max|p |; q одредь- 

ляется из неравенства max|y| < q|f||, следующею из теорем вложчния 

и не зависит от у. Тогда имзет место

ТЕОРЕМА 2. Пусть выполненн условия леммы 1, {4> О. й с R (п < 3), 

неравенство (30), а также условия, обеспечивающие выполнение пера-
■ N> (Н> I N I

венств условий оптимальности в ; N-четно. Тогда у , р ,и 

представляв асимптотическое решение исходной задачи и имеют место 

оценки

. <М> »N> K*t
eflv(y - у )|| *- fly - у fl < Сє ,

(N> N ♦ »

e||v<p - p )g + flp - p jj < Сє ,
<N> N ♦ 4 <N> 2<N »1>

j|u - u і < Сє . 11<u) - I(u )| < Оє В

Найдеш условия, при которых возможно пос̂тоение асимптотик н ис­
ходной задаче в случае глобальных ограничений на управление.

В §3 рассматривается такая сингулярно возмущенная задача опта 

мального управления
2 Э

-є ду + к у = а. х е Q, (31;

ау/йС = 0, х є dQ, 3? і

где 0<£«1. д-оператор Лапласа, -̂ькешняя нормаль к <?П; к - ^onsi;
v є U  ̂ (и: 5((х) < и < ^(х). CJx) € 1,(0) ). (33)

Требуется найти и е и, доставляющее мишг-ум критерию качества

I(v) * (1/6>|у - y j "  , ^ . 5 » | v | ^ lfl>. (Зі;
<* 2

где v = const >0, yrf « L2(A).
Известно, что если Л > 0, то краевая (о1)-(32) задача при фиояро 

ванном управлении имеет единственное решение; в противном случае 

таких решений может Сыть конечное либо бесконечное чиаію. и случае 

\ > 0 для задачи (31)-(34) получены результаты, близкие по 'одержа­

нию §2. Если хе А < 0, то рассматриваемый в работе подход непряме 

ним к задаче (31)-(34), так как коэффициенты внутренних разложений 

не принадлежат классу погранфункций. Для задачи же без ограничений 

на управление (либо глобальных ограничений) и в этом случае возмот 

но построение асимптотик решений произвольного порядка точности. 

Если условие (32) заменить условием Дирихле, го в окрестности *< 

точка покоя - нулевая составляющая внутренних разложений -является 

не асимптотически устойчивой точкой покоя, а точкой покоя типа оед-
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ла. Показано, что существуют такие начальные условия, определяемые 

однозначно, при которых коэффициенты внутренних разложений принадле­

жат классу погранфунхций. Здесь же представлены результаты численно ­

го эксперимента для модельной задачи, которке позволяют судсть оС 

эффективности полученных асимптотик: если є е [0.01, 0.11, то резу­

льтаты асимптотического анализа совпадают в пределах заданной точ­

ности с результатам прямого численного решения исходной задачи.

В §4 для задачи оптимального управления сингулярно возмущенным 

процессом переноса частиц ( линеаризованное уравнение Больцмана̂ 

случай плоского слоя) исследуется зозмогсность применения прямого 

метода, т.е. метода, не основанного ка асимптотическом анализе 

условий оптимальности. Сама краевая задача здесь существенно отлича­

ется от задач предыдущих параграфов: она имэе? непрерывный и дискрет­

ный спектры к неограниченных областях. Это усложняет исследовште 

проблема разрешимости з»цач для коэффициентов внутренних разложений. 

Указанный подход позволяет асиллтотичееки декоміюзировать задачу на 

три более просине, решения которых может быть получено аналитически. 

Доказана релеіссйцаолность итерационного процесса. Задача рассмотри- 

ьавтся без ограничений на управление. Остановимся на конкретных ре­

зультатах. Пусть процесс ря. гре делении частиц в пластине тслцинсй 

2Ь <Ь > 0) при изотропном рассеянии описывается краевой задачей
*

ці&р/ах + ср(х.і.і} = 0.5р/<ри„ц‘)ф’ + qtp,)u(x),

Ф< +Ь.ц) •= 0, |1 £ 0, (35)

где ф(х,ц) -плотность частиц в точке х е I —Ь,Ь] с направлением дви­

жения, косинус угла которого с осью Ох равен u; q( ц )и (х)-плотность 

внутренних истояниксв излучения; u(x) € І„(-Ь,Ь)-управление; р = 

const > 0; О < є «  1 (е-длина свободного пробега частицы).

Требуется найти давление, минимизирующее функционал 
b

2 а

Р£: Іє(и) = C.5J((p(x) - z(x)) + ти (x))cix, 7=const > 0, (36)
-b*

где p(x) - rqi{ x ,|і)dp-интегральная плотность частиц в точке х; 0 <
- і

< г(х'-фиксированная достаточно гладсая функция. При фиксированном
фЦ

управлении задача (35) ийеет едийственлое решение ф(х„ц)«!i((-Ь.Ь)» 

'(-1*1)). Где
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r »t  2  *  А/Ж

)) = {ер: Церв-. = (J<plIL t ) < *}. (37)
Z Z 1

Решение задачи (35)-(3S) существует и единственно. Исходя из метода 

пограничных функций, решение задсчи Р будем искать в виде
Г. 1 *ъ.'

Ф„и.М-) 11 Е е (<p,(x,ti) + II П. (т2,м.)),
і  = 0п і <&> <2)

Un(x) = L £  (й (х) + и, (г4) +■ U <г }). (38'-
і, Ю  “ *

где
t£i (|>

її (Tjt|i). U. (14) -» 0, /с( -* ів; т4 * (у + Ь)/є,
(Z> 2 )

П (аг,р), U (Х2) ч 0, az ■» zs = U  - b)/e.

Тогда имеет место

ЛЕША 2. Для достаточно малых е > О
m і  *»♦*> ги t  д  i>

mln(£ є 1 + 0(є ) = £  E'mlnl+ 0(s ), m=2n+l, (39)
v =0 t =0
/4 _ <J>

где minlv для 1 = 2k Сэрется uo (<ft.ii) и для і = 2К+1-(П ,U. , 

J-T72).
Для определения (<р .0 ), і > 0, решается задача 

ь ; ‘ »

Pv: Т = Q.5/( pv(x) + ?й(х))сіх, pt(x)=J ф((х,ц.)сІц,

- b  * 1і

ф і̂.ц) = 0.5рД(х,ц')ф,’ + q(|i)u(x) - цаф^и.ЮД»; (40)

"  *  <J> <j»

Для определения (П ,11 ) решаются задачи
а» ' <t> qj * а) 5* <і» a

П Р: Л I = 0 5/(( Д  (xt,|i,)d̂ ) + 7(U. (\>) )dxt +

О  - іС <*>
+ (0,іі)йц -» mil.

( i t  Сі» <*> t  « II»  •

рД /<п, + П ( ,р.) = 0.5(3 Д  ( с̂ц )ф. + q(p.)U. (а,),

-1

іГ(0,ц) = -ср̂-Ь.р.), м- > 0; (41)

і2> <г> 00 1 г> £ <21 г
П Р: П І = -0.5J(( fa (т;2,іа)Ф) н- T(U (it )) )dt2 -

О - 1

1 Г2>
- Д(Ь,|х)ц11 (0,|х)ф > min.

і
Л И Б

I “ 1 н  v  Сте(Рг к
І л л  Україан



І») f * «*> 
иП / п г ♦ П - 0.50 Д  (іа,ц )du + q(̂ i)U. (-i,).

it 1
П (0,ц) * -фЬ̂.ц), Ц < 0, (42)

т>дє ф ,ф -решение к сопряженная церемонная в задаче (40> я 

Доказана разрешимость промежуточных задач (40)-(42), причем, пока­

зано. что решение задач оптимальной стабилизации (41)-(42) может 

Дить представлено интегралом по обобщенным в смысле Коши соб­

ственным функциям, порожденным соответствующей спектральной задачей 

для краевых задач и? (41)-(42). Последние имеют как непрерыачый, так 

и конечный дискретный спектр. Прт атом имеет место
П+1

ТЕОРЕМА 3. Пусть q(n) = q(-(J.), q(̂ i) є Cl-l.lJ, z(x) « С t-Ь.ЬЗ-

Тогда существует еа > О такое, что последовательность {un} облада­

ет свойством релаксации, т. е. при є « (0,ео) имеем

W  * Іє<ип-.+ ® Ч > s V W 5 V uo > 5 V Go>- «з» 
Креме того, справодлигы оценки

п» r\+t

|ф'(г,ц) -<pn(x,(i)RiV < Сє ,
г

Т\+ 4

Ци*(х) - iMx)||L < Сє .
Ж

I W  ~1'е \ < С В  . м (44)

д̂е ip‘ u* I*-точное решение задачи (35), (36); <р £х,ц) - решение 

задачи (Зг ) при и = иг ( х) *

Прямой метод может быть распространен на рассматриваемые в работе 

эдсстремвльные задачи без ограничений на управление.

В главе 2 представлены результаты по гладкой асимптоти­

ческой аппроксимации решений задач оптимального управления сингу­

лярно возмущенными эволюционными СРП с ограниченными управления?™. 

Причем, если вырождается весь дифференциальный оператор, то асимп­

тотики экстремалей по характеру близки асимптотикам экстремалей 

эллиптических оптимальных задач; если же вырождается только прост­

ранственная часть дифференциального оператора, то для описания 

асимптотики времени схода управления с локального ограничения стро- 

лтсй алгоритмы, основанные Только а коэффициентах внешнего разло­

жения.

В £5 рассматривается задаче: ьа решениях параболической системы

1 ь



syt-e*yx>i+y»u, (45)

y(0,t)»y(l,t)=0, у(х,0)*<р(х), Ф(Х)6 Ц<0,1) (46).

требуется ПЕЙТК

J(u) « inf {/ [(y(v)-z(x)) + w  ] dxdt), (47)
ve\j CL

ГД0

v = const > 0, 2 e Ьг(0,1), ^ = {0  < x <1, 0 < t < Ї);

U»{v:£t(x)<v<{a(x) п.в. в Q,.; 0 < 1^(0,1)>. (48)

Условия оптимальности в задаче (45) -(48) зквиваяентші, как и в §1.1, 

трем локальным условиям. Нулс̂е составляющие внешнего разложения 

для них разбивают прямоугольник QT на ряд прямоугольников, в каадом 

кз которых справедливо свое локальное условие. В частности, если 0,=

= Qt. U  Q30, где Q,^{(x,t): Ct(x)(l+v)-z(x) >0,t є Ю.Т]>, Qao^ \

\ Qlt, то внешние разложения дополняются погранслойными в окрестнос­

ти сторон, а также угловыми погранфункциями. Неравенство
5i(x)(l+2v)+<p(x)|slgn<p(x)-l|/2-2z(x)>0, хе [O.xJ, (49) 

где х̂-одиаственшгй корень уравнения 5|(x)(l+v)-z(x)=0, обеспечи­

вает еиполнакае неравенстве в локальном условии оптимальности в 

вне окрестности х = х4 и углов формального асимптотического роив- 

:шя задачи. В окрестности прямой х = ха появляется внутренний пере-
(N> <Ni

ходный слоя, который описывается аналогично §1.1. Пусть у , р ,
(М>

и -составные асдатотики всех разложений порядка К, тогда верна 

ТЕОРЕМА 4. Пусть вшкш зны стандартные условия по гладкости и сог­

ласования граничных условий по непрерывности, а также неравенства 

(типа (49)), обеспечивающие выполнение неравенства условий опта-
♦ ♦ 

мальности в 0 „(определяется аналогично П „ аз §1.1), тогда
<Ы» ' & ! »  <N>

у (e.x.t), р (e.x.t), u (e.x,t) представляют' асимптотики 

решения задачи (45)-(48) и имеют местс оценки

<n> '«і г є .N-чотно і
Н(у-у и *  1КР-Р ),1 < С n .

I. е .Н-нечетшу

{ N♦1
еы , N-четно | >

£ , N-нечетноj
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к*» KNtl >
<*»> Г Є ,N -Ч07НО> < N .  f ь ,Н -чеTH01

RU-U !j < C{ « \ . J(U)-J(U )=0(J ** f),
І Є ,N -№340rP0j L є ,N но четно j

где ii.jj-норла в Г,г(0,) «
Построено решение задачи (45)-(48) в случае u(x,t) * gU)r(t), где 

g(x} є С'11 (0,1), r(t) є (О,Т) управляющая функция. Здесь внутренний 

переходный слой возникает в окрестности прямой t * t , где t -корень
г

корень уравнения £t (vt ||g|| )-(g,z^..t)) = 0, (...) - скалярное произ­

ведение в Ь2(0,1).
Б §2 построены полные асимптотические разложения решений задачи 

оптимального распределенного управления параболической системой с 

малым параУйтром при операторе Лапльса, Ограничения на управление

пссят глобальный характер. Тая в цилиндре ^T=((x,t): х е П, t-e
п

е [te ,Tj, Т < оо },где О ( й є R )-ограниченное множество с компакт­

ным замыканием и гладкой ( класса С®) (п-1)-мерной границей dQ,

состояние управляемой системы у(и) определяется как решение задачи
7.

Уt — є Д у = u, yix,t)=0, х Є y(x,tc )= <р(х); ф e L2(Q). (50)

. Требуется нзйти u е U

I(u) = Inf { J [ y*(v) + v Vі ) dxdt), v = const > 0, (51)
V«=U

где

и = { V : jvjt S R. R < e  }. (52)
' z  T

Задача (50)-(52) имеет единственное решение и при атом:(1) - либо 

||u|| < .R; (11) - либо ||иЦ = R v є > О. При выполнении стандартных 

условий по гладкости и согласованию начальных и краевых у'-ловуЛ 
формальное асимптотическое решение реализует случай (1), если вы­

полняется неравенство
-*✓2 -i/2 -1 J/a

(2г>) ЦфІІ ( ch (v (T-t0 ))) (0.5 v sh(2 v (T-te ))-

-<T-t0 ))‘̂  < R. (53)

Пусть неравенство (53) не выполняется. Тогда u = -(v + X) р, А. * 

х 0, jjujj = Я, где р- решение стандартной системы оптимальное-
2 Г

ти (типа (4), но для параболических уравнений
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X = (v + >.) = Е Є К.  (54)
І -О . *

Тогда коэффициенты разложения (54) определяются кй условий

І Ч . І . О . - Я *  < 5 5 )2 Т

£ J U й dxclt = £k, (56)
l»o0

где її- коэффициенты внешнего разложения для u; St- известная фун­
кции коэффициентов внешних и внутренних разложений экстремалей за­
дачи.
•равнение (65) нелинейно относительно поремэнней ло> а уравнения
(56) линейны относительно Имеет место

XSMA 3. Пусть <р є La(Q) и не выполняется неравенство (55) .Тогда 
’’равнение (55) всегда имеет коночное чг то решений относительно Ао,

«
но лишь на единственном положительном решении .о>С) достигает мя-

а о
нтут величине Цу̂, (, т.е. значение Ло= ХГ! является множите-

' »  Т

лек Лагранка (А0= (v + л.̂) ) в вырокдакной задаче оптимального
управления в
Доказано, что а уравнениях (56) коэффициентом при \  внетувал 

один « sox ил ыющтаяь (Е). Поэтому все от однозначно разрешимы,
<М) <N> <41 < К>

если й * 0. Пусть у ,р ,и Д конечномерные аппроксимации
<N> <N> <М>

разложений акстремалой а задаче (34)-(35), причем, у , р , и 

состоят кз сумм внешних и внутренних разложений. Тогда справедлива 
ТЕОРЕМА 5. Пусть вштолнэно предположение о гладкости и согласова­
нии к Е * 0. Тог д е  указанные разложения являются асимптотическим
решением задачи (50)-(52) и справедливы оценки

Igrsd (у- у;"Х  (0 + Ugradjp- р1”’)^ < С є”,
2 Т 2 Т

у‘* S,. (Q ,+liP- p'”'I!l <а < С е , Ви- и-| < С е ,‘
г т 2 т

1 N  > _ 2*М "» г- >

|J(u)- J(u )) < й е ; (57)
1*М> ы » д

|К - % I < С £ , (5в>
прачек, «им выполняется неравенство (53) , то справедливы оценю;
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(57) с коэффициента»»! разложений, соответствуйте случаю (1); если 

же неравенство (53) нэ выполняется,то сгграпедливы оценки (57)-(58) 

с коэффициентами разложений, соответствующих случаю (11) в 
В случае вы олнения неравенства (53) строится регулятор нулевого 

порядка на основзнии предельного перехода Н.Н. Красовского* в соот­

ветствующем оптимальном программном управлении. В частности, указа­

нный регулятор имеет вид
-*/* -*/2 

ue--v th(v (T-t)) yF (x,t).
г

Показано, что |u£ - uo ||L ,а , < С є. IKiig) - І(їїс)| < С є ,

где йо-оптимальный регулятор в выровденной задаче. Если в задаче

(50)-(52) положить Т = ои, то все конструкции асимптотического
1/2

алгоритма упрощаются, например, уравнение (55) имеет решение ка =
і г

- (2 R )/ (JtpH , а а * 0 при любых значениях параметров задачи.
Г-s §3 исследована задача (50)-(52) при u = g(x) u(t). где g(x) - 

фиксированная функция. Особенность этой задачи состоит ь том, что 

уравнения для. коэффициентов внешних разложений содержат коэффициен­

та внутренних разложений, полученные на предыдущих итерациях. Для 

нее имеют место результаты, аналогичные §2. Рассматриваемое в этом 

параграфе управление 'слабее", нежели в §2. И это проявляется при Т

т. В общем случае даже предельная з. дала теряет смысл. Она имеет
2

решение только в случае выполнения равенства Bg|| tp(x) - g(x)(g,<p) =•-

0. Тем не менее регулятор нулевого порядка стабилизирует решения

14-ходной задачи.

t! Н представлены результаты асимптотического анализ̂ задачи 

синтеза оптимального управления для одномерного параболического 

уравнения на основе решения сингулярно ьозмущенной краевой задачи 

мя янтегро- дифференциалыюго уравнения Риккати. Это связано с 

практической не tv моашостыо получения синтезированных управлений 

високого порядка точности из асимгтотик программных экстремалей. 

Пусті. О .» (0,1) и управляемый процесс описывается краевой задачей 

(34) с. управлением u = g,x ) u(t). Требуется по принципу обратной 

связи найти управление и. минимизирующее критерий качества 
«
Красовския Н.Н. Теория управления движением.- М.: Наука. 1968.-475с. 

Ьгоров А. 1/1. Оптимальное •’правление линейными системами. - К.: Ви­

ща хкола.- 1988.-280с.
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I(u) = Jitf y(x,t) d(x,5> y(€,t)dxrt§ + v u (t)]di, (69)

V »
где d- достаточно гдедетя симметричная поло5®-?9дьн8а функция. 
Оитймагьков упраалелжо тогде спрвдэляется как !*-у!шционвл ззда

uft.yj “ -V //К (х .Ы ) g(x) y(C.t> dxd{. (60)

oo
ГДв СИШОТрИЧНаЯ ПОЛО»ЯТ®ЛЬЕЮ ОїірвДЄЯЄНН&Я пра t < Т функция К(х, 

|,І) СпроДвЛЯЙТСЯ как решение сишулярио ШЗіауіЬЗННОЙ датегро- диф- 

іїйр£.іадаііьноа краевой задаєш и̂ккати
• A t

= 8 <К„<Ж.Ы) + Кц(*,Е.і}> -v j j  K(s»s,t) K(z»f.t)g(S) «
oo

g U )  dads d(s,i).

K(0,?.t) *  K(X.O.t) = K ( l„ e .t )  -  K (x .l»t>  «  Кіх.Ч.Т) «  0. (61) 
'■огда

i t

I (U ) s i f j  <p(x) K (x .i ,t tt) «jX£JdBie (62)
04»

Аналитически строятся коэффициента ввдвногс разложения решения за­

дачи (G1) и доказана oit) полжитвлькая опрвдвле»т:с;сть при t < Т. 

Внешев разложен*® дрпа"ЧЕ*>тся ттрвавяоВшш (в окрестное» сто-
п

рек квадрата (0,1 )«(0Ь1)). Іїусть у (х ,і ,Х )-суш а часіачлнх сумм 

укэзаншх вшз р**зяожвннй. Кзйэзт аесто

ТЕОРЕМА 6, Пусть g, d, ip - (гн-2) рйза непрвркнно дифференцируемые 

фуккииш, Тогда справедаша сценкж
rt Тш f l « i

{uft.yj -  u  it,у ]j < С є »
Г* 2(n*« >

„ „ |X(U) - I(U )| < С £

ГД'. U it,у і-реі̂йятср (60). 0 котором вместо К ЕЗЯГЙ фішкция к ■ 
іїри Т = з> Піжазана невозможность применения рассматриваемых е ре- 

боте методов асдаптотнчеекого анализа к задаче <ві) (в этом случав

К, = О).
Б §5 исследуется задача §2 в случае локальных ограниченна. 

ПастроРйо решение выровдзкаоа задачи. В сОцыа случав оно содер­

жат нєйішлько псвэрхиостев. но которых теряется гладкость внешних 

ризлааений траекторий экстрекавеа, хота ращена® їяроаденной задачи

2 3



на них непрерывно. Построено перво? приближение поверхности схода 

управления с ограничения. Дальнейшее уточнение этой яовврявостк 

сдерживается потерей гладкости коэффициентов внутренних разложечиЯ 

в окрестное' . границы. Получено обоснование асимптотик рошкия кс-
а

їодной задачи до порядка 0(е ).
Задача §3 для локальных ограничений на управление исследовема в 

56. Здесь удается получить полн*. з решение задзчи. Время схода управ­
ления с огршшчения построено до любого порядка точности и при этом 

используются только коэффициенты внешнего разложения. Построение 

формального асимптотического решения исходной задачи осшвако нэ 

слодуицзй Я9КМЄ
01 *•<’* 

ЛЕША 4. Пусть: і) v.e « с (Q); 9 = 0, х « aQ; 2) tg,<p) > і ‘iggv *
•'% S2  t S  I

» cth(v iiglltT - t )). Tor.ua ряд t - £  є т. строится однозначно
j-O ‘

и при этом: если т > 0, то
* 1  tS X  ' - 4

г = -(g.ap <..To+)/0t) [R.(*„.... T _ t) + i> jlgjj (th(v |igg«

o -t̂ * -і -і/ге
*(T - 10 ))/ (g,Ayi.J!t..t))dt + (ch(v gga(T - 40 )); f fsh(v *

* 0  « ' 1 X 2  ^

-Ш(Т - t))((g,Afi.t(..t))- w"*teB4<t)) + V * = Ией (а. Др. < *. t > )- 

»ch(v ‘ *Hga(T - t),)cU)). І > 2, (63)

где R <cio ,...,x._i ), a(t) - известные функции; 

причем, если
1 J -1 -І/Й

А - R.(To ........ a . J  + v ||g|| (th(v |g|^(T - to ))«

о -х/г - і  •«/*
■/ (e.AFi.,(..t))dt + (Ch(v #g|(T - T j ) )  f  fsh(v »

° 1 * -«'»
*Ш(Т - t))((g,Ay%.l(..t))- v ||ga a (t)) + v |gB»

»(g.Api.f(..t))oh(v‘ *ПЄИ(Т - t))]dt) > 0. (64)

to a; > 0, в ііротивном случае - \  < 0; если ке ag< 0, то формула 
(63) вместе с неравенством (64) сохраняют свой содержательный

смысл с заменой (g.<?po(.,io+)/0t) -* (g.<?P0 ( • .V-)/<Jt), ....

t) * _t ). ПРИ э,,ом Функции (У,.|>) определяются из

при t є <
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і; (65)

{Pi - ' К ' Ф-.ї
* 1 “4 

при t є (і ,Т): jf. + v g(x)(g,p. ) = Ayt_e - v gU)a(t),
S'. (ьь)

[p, - -Уг ip,.j 

с краевыми условиями: у. (x,to ) = 0, р4(х,Т) = 0, где

- І / 2

(g.p,) -- -f(g.#c (.,'i0)/c>t)i;i + R(to .... sh(v Bgjj*
-1/2 -I -І/8 -йУГ

M ’f t))(sb(v fgfl(T - T^)) + sh(v Kg|j(t - \ ) ) ( V  SgH»

-sh(v BgSiT ab ))) f  [sh(v 8g|j<T - t))({g,AF,.,(..t)) -

To

-* s -is st -в/г
- v gg-j at {t)) + v figS«g,4pi_l (..t); ch(v ggg(T - t))ldc -

i / 2  - 1  '  - * / 2  

• v ijgy /  f((g,Api . 1(.,t))ch(v Уей(t -5)) ((g.Ay^„(-.£>> -

г -і/*
- V fig?? a (O)sh(v lietl<t - C))]de.

причем, (g,«p0(..x0)/dt) = (g.<»p0(.,v)/#t). -

R если \  > о и (g.apa(..To )/dt) = (ц.вр0(-.т0->/

Art). R, (io .... t._t) = R (to .....V ^ *  если Tt < 0 ■

Внешние разложения при этом дополняются погранфункциими

Г Ук -  ? к_ _ *- Е Ь (8, ї , « / д а ,4/ Л )  ук_.(T.s.t),
I 1 t j*i ■ * *

Рк + Pi._ _ + Ук = Е I>j(sД,5/asti? / ^ )pfc_j(Т,s,t ), (67)

yk(0,s,t) = -yk(0,s,t), pk(0,s,t) « -pfc(O.s.t);

yk(t.S.t0 ) = Pk(T.S.T) = 0. ■

Пусть пост тел отрезок асимптотического рядя

N N і

t  = Е st.



Рассмотрим асимтотические разлоквшм
1Ы1 Н і  ы
у (x,t) = £ є (у(x.t) + у (T.s.t)). (68)

і ~ п  *  *J  = 0  .
х і

р (x,t) » £  е (pi(x,t) + p^T.s.t)), (69)

(- і!°t < t< т ,IN) І *  О -  О
u (t) = \ -» ™  (70)

l-v (g,p <.,t)), xo < t < T,
IV M

где функции: yt, p. определены в лемме 4; у., р. находятся из сис­

темы (67).

ТЕОРЕМА 7. ііусть выполнены условия леммы 4. Тогда функции (68)-(70) 

представляют асимптотики решения исходной задачи и тлеют место 

оценки
( N )  < N > N

!ИУ -У >1Ь ,о , + МР - Р ' к  . * 06 •
і f гг

<N> ( N  > М < і

ВУ - У й. ,Q , + йр - р HL ,0 , <Се .
а т  2 т

Su ~ u 8Ь <i Сє • lI(u> “ 1<u -  Ce b> o’
Глава 3 посвящена решения задач оптимального управления 

тепловым полем в топких телах. Под тонким телом понимается такое 

тело, у которого один из размеров много менше какого-то другого 

(тонкий стержень, тонкая пластина), о гцной стороны, эти задачи 

имеют прикладную ’аправленность, а с другой,-они относятся к 

критическому случаю сингулярно возмущвнных систем (вырожденная 

задача имеет семейство решений). Малый параметр здесь имеет 

конкретный геометрический смысл: это отношение толщин стержня к 

его длине. Кроме того, при этом укороченная система оптимальности 

не совпадает с вырожденной.

В §1 рассматривается звдача:в плоском стержне (тонком прямоуго­

льнике) управлявше тепловое поле описывается функцией у (х, t). х = 
»• (Xj.Xj), которая удовлетворяет в области <5̂  ={ (x,t): 0 < xt< 1, 
С < х <  < є, t < t < ® } краевой задаче

Г У» к > У * “<*•*>;
1 * , яг (71 і

y(x,to ) = <р(х), yfO.x^.t) = ф,(ijtt), y(l,xt ,t) =

Ух (xit0,t) - А є y(xt,0,t) «̂У,, (x,.e,t) ♦ А є y(xt,e,t)=0,

где A = const > 0 ,  Дя -оператор Лапласа, <p(x) e  Itt(0,l )*(0,є)],
*t*a

ф і  Є Ll'[(0,6)x(to ,<e)].

it.



Требуете* найти u c  II, доставляющее минимум функционалу

J (v )  -  J  fy*(v) + v v*]iixdt, v = const > 0, (72)

і/»
где 0 * { v : | v |  s R e  . R = сота* > 0 }. (73)

*  CD
При этом , что характерно для задач с глобальным* ограничениями,

исходная задача асимвтотмчаски декошоаируется на две:(1)-либо Jug< 
і/г i/x

< R  є ; (И)-либо i,j| = R є .В случае (1) нулевая составляв­

шая виэиного раалеиююая условий оптимальности определяется из систе- 

т •

aae/«t - а % Л Ч г +• 2 A a0(£t ,t) + Pe (?,.t) - О,

-<ф0/ах -  + 2 А р0Ц , Л )  = (74)

где уо - а0,р0 = ро, xs - €t, хг - Є

Начальна» и грашчнке условия для системы (74) определяются из тре­

бования тфшадлейаости внутренних разложений классу шграгфуявдй. 

Задачи для коэффициентов внутренних разложений решаются методом Фу­

рье, а требованью их принадлежности классу погранфункций обеспечива­

ется обращением в нуль «удовше составляющих соотьетстнуадих радов Фу­

рье. В частности* при стандартных условиях по гладкости в согласшян- 

ж>сти исходных даннах, а также ф4 = ф2=0» для задачи (74) ыолучш 

«о<£.Л> = 4Kt,.0). a„(0,t) = pe (0,t) =a0(1,t) = p0(l.t) *0. 

Решение последней щш этом выражается рядам»

а0(Е,.гьЕя ехр(-г (t - t0 )) ^(С,). 
k*€

P0(£,.t)*E^ (г„+ ^Г*вір(-г,(і - t o )) (75)
kaia a as •* *

где Bk=(*k> +2A„ rk= B^+v , = /ф(Є,.
О*s-tt

(2) slnd iY \ ).
Услоейз принадлежности правления внутренностя шара (73) определя­

ется тогда, согласно (75), неравенством
■і - 1/а (й і  - *  - *  »/2

v 2 ( Т.% Гк (гк+ Вк> ) < Н. (76)
к * •

В случае (11) коэффициенты разложения (54) определяется из задач 

шла (55)-(5б). В частности, доказано, что уравнение
г - і  ф г - а  -а  й

л„ 2 ЕФ„ *•„ (rk+ V  = R ,  
к =•

г г
где rk= Ц, + \a, !к > О имеет единственное ПОЛОЖИТЬЛЬНОв решение

2.»



и все К , 1 > 0  однозначно определяются из лкне&шх снегам. Пусть,

как всегда, /  р'”‘, u<N‘, X  -понечномергшэ аппроксимации суш
«N)

швааш. и иг’трвида: разлоавнкй (кроне X ) з дагодной задаче. Тоіі- 
да верна

ТЕОРЭЙА 3.Пусть вшкшш у&йовия по гладкости £5 согласование исход­
ных данных. Тогда ук<*за®ше рвзлошшія является асимптотическим 

решением задачи (71)-(73) к справедлив!: оценки

' в у - уШ Ц.ов.- + й<у - 5 с
<М » I N »

s р -  р г, * S ( P -  Р )5 Sj. (Цо < с г ,
* • ж

<N> < «  і * <М «1 >~ £

и  u - u з, (fttl < С е . JJ(U) - J(u )! < С є .(77)

<Н> N * i

- X I < с є . (78)
где fl = { (£.t): 0 < Ct < і, tc < t < *  }, p - еоігряжзннвя пераме-

иная условий оптимальности задачи (7i)-(73), 

прачем, если вшіолняетея неравенство (76), то справедливы оценки 

(77) с коэффициентами внешнего я внутренних разложений для задач*! 

(I); если же неравенство (76) не выполняется, то оправеддшзы оцен­

ки (77)-(78) с коэффициентами внешнего и внутренних разложений для 

задачи (И) к

Задвча (7І )-(73) межет быть исследовг ’а : в области QT s Т < ш. Но 

при этом результаты юлучаются менее конструктивными, так как выра­

жаются через ряда сложной структуры.

Во втором параграфе рассматривается управляемый процесс, описы­

ваемый краевой задачей (71), в которой u(x.t) = g(x)r(t), где g(x) 

с Lt[(0,l)»(0,є)1. В качестве допустимых управлений тогда возьмем 

множество

= < г: lv iL л Т( < R }. (79?
2 0

Требуется нейти г е R.# доставляющее минимум функционалу

* є ' , » ,
Кг) = є (_[ fq(xl )y(x.T)!lx) +vsfr (t)dt, v  * const > 0, (80)

О  О  I
О

где q(Xt ) «5 LxfO,l].
Задача (71), (79)480) имеет единственное решение е при этом: (1)- 

жбо ЦгЦ < R: (11)-либо flreuit Т1 = R. В случае (1) ну-
1  о" Ї  о ’

левая составляющая внешнего разложения (ati.po ) условий оптимальнос­

ти удовлетворяет краевой задаче



’t*x0/ei -  а ао/аі, + 2Aao + v g(?t .0)Jg(C. .0)Po (C, .t W ,  * 0,
О

*>p0/et - д й„/дІя + 2A?C = 0, 

ao <£,.te ) = Ф(Є,.0). 0o (tt.T) = q(£1)/q(*,)ao (aet .T)claet.
О

% ( 0,t) = Po <0.^> = = Pod.t) = o. (81)
Задача (81) предстаь-швт собой условия оптимальности для такой 

задач*

т *

К  =.</q<£.>«*(£..Twe,) * f r j m t .
о • і

е _ (82)
- д %/дІ, * 2tao = g(t,.0)ro (t).

Pe (t..te > = <i>(4, .0), fto(0.t) = ao (l,t) = 0, 
которая имеет реоэнве

r0(t) * -7(t)a(t0 )(v + / 7*(t)dt), 
t

где a(tu ) = Z w \  exp(-(\ + 2A)(T - to )),
І *i

lit) » Eq.K* exp(-(V + 2A)(T - t)>;
І -»

q, - J *(£,)q(£,)<!{,. ^  = Г
o a

<f» = / Х(Є,)ф(і,.0Х1Єі;
€»

*<€,). -̂решения спектральной задачи 

xj’ + \  Ъ « 0, Х^О) - хк(1) -0.

Условие принадлежности г внутренности вара (79) принимает вид 

|0Kto )|8TIt „ (.V + 111* „ < R. (83)
2 0  а о

fc случае (И)дяя множителя Лагранжа К справедливо разложение (54). 

Тогда для определения \  яодучим уравнение

M * V ( V  - h W >  - 2 я \ п \  - R « о. 
которое всегда имеет единственное решение, достаачяицев минимум 1о. 
Другие сос’авлящиз разложения (54) однозначно определяются из соот- 

ношеївй! вила (56). Обоснования асимитотических решений осуздствляет- 

ся аналогично §1.

2-і



В § 3 исследуется задаче предыдущего параграфа для локальных ог­

раничения на управление. Найдено в виде асимптотического ряда время 

схода управления с ограничения до любого порядка точности» однако 

асимптотики тэевешй исходной задачи удалось обосновать только до по- 
»

рядка 0(е ), что связано с разрывом коэффидоентоь для внутренних 

разложений.

В последней, четвертой главе, рассмотрены некоторые 

задачи минимаксного асимптотического оценивания функционалов от 

решений сингулярно возмущеишх СІЛ. Результата этой главы имеют 

как самостоятельное значение, так могут рассматриваться и как 

приложение приведение выме алгоритмов асимптотического решения 

задач оптимального управления ОГО. Это связано с тем, что аогорит- 

мы минимаксного оценивания основаны на ревеїик иске торт задач оп­

тимального управления *.

В §1 рассмотрока задача минимаксного оцениваний функционалов от 

решений эллиптических краевых задач, т.9. на решениях задачи Дири­

хле
г

-є д yiu) > а(х) y(u) * ft(x),

y(u) є н‘(0), (8<і)
определяк оператор наблюдения

Ф(х) = J q ( x , U  У({) d£ +• /2(х) (85)

0
и линейный функционал

НУ) = / g(x) У<х> <**, g U )  е 1̂ (0). . (86)
Q

Считаем, что неизвестный вектор f = {f^, ft) принадлваиї эллипсоиду

S(f) = { f: J(f*(x) + f,U))dx < v >. (87)

Q
It классе оценок вида

Л

1(у) =* J U(X) <р(х) dx, U(X) є Lf(Q) (88)
(J

требуется найти оценку 1(у), удовлетворяющую условию
*

Наконечный А.]'; Минимаксное оценивание функционалов от реше­

ний вариационных уравнений в гильбертовых пространствах.- 

-К.:КГУ,1985.-81с.
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inf sup jl(у) - 1 (у)I = IKy) ~ 1 (У)I = O. (89)
u  S

Получены асимптотика минимаксных алгоритмов оценивания для двух слу­

чаев оператора наблюдения: (iy~q(x,£) = m(£) 0(£-х) (8( . )  - функция 
Дирака); (11)- q(x,£) = ш(х) п(5). При этом кояфїициенгн как вивю 

них» так и внутренних разложений находятся аналитически. Если есть 

возможность изменять оператор в сравнении наблюдений (85), то оаиб- 

ку оценивания о мокк улучшить. С этоС целью вместо условия (89) 

«адо рассматривать условие
А

inf inf sup[l(y) - Чу)| = |1(у> - ї(у)| = а. (90)
q u Sit)

где q -элемент некоторого фиксированного множества U.

Эта задача эквивалентна задаче оптимального управления: найти q е U, 

доставляющая

Inf - 1(у) = /р(х) <р(х> rix, (91)

fl
А

гдо функции р, у удовлетворяют таким задачам
*  А  А

-в А г + az = g(i) - Jq(С,x)Jq(£,т])р(т))(й)<Ц,

л « , 0 (92)

є A p + ар = z; p, z « HC (Q);

є A p + ap = Jq(4,x)(<p(5) - Jq(E.T})y(T))di])de,

0 0 (93)
^ A  A  A  A  A  *

1-е A у + ay = p; p, у e Ho (f)b

Пусть q(x,5) ' m(J> 3(: - £). где

U = (m(x) e LJQ): £t(x) < я(х) < Є,(х). c, « ^(Q). £t > 0}n

П f lm(x)It - < R}. (94)
2

Тогда задача (91)-(94) имеет решение v e > 0 при < R, которое 

удовлетворяет условиям оптимальности 

(і)-8шї < R:
*  А  А  2

-е Д z + a z = g(x) - га (х)р(х).
*  А

-є А р + а р = z.
2 2

-е Л фг+ а ф2= -g(x) - m (х)ф (х>,

-є Л ф, і а ф,= ф,,

з і



[ г.р.ф, є но(0);
(11,-f и| - R. выполняется система уравнений из (95), в неравенство

;;оиниу.ает вид

* г і
/(Ф.р > X) (v - m  (i))dx > 0 vv е ft,,?,). A. = const/O. (96)

w

йз (90; гледует, что ф,=-р, "огда искомое m - ^х), х * £1 и

аоИМП-і'ОТіПОСКИв оценки строятся, исходя из соотношений (92)-(93).При

|£,1 > н (97)
из (с*б> нэхода)

' і:. * {х: А. - р IX) > о» т(х) = ^(х)},

i.r {X; А. - р (X) < 0, га(х) * £,(*)}. \98)

Я, --- ГА.(П и П ); |т|| = R.
і/а а */« t ‘і *t

В И р(х) « , X > 0. Тогда z - ±а\ в т (х; * «А g(x} -
* *

я (*) + є Д з. Нулевые составляющие внешних разложений •да-. "

г.р.ф, и множителя X определяют множества 

Г а,- {х: \  - g ( x ) ( a  (х) + £,(х)) > 0),

О - 'х: X. - g*(x.(a*(x) + £*(х>) *< 0). (у9)
2 >1/1 * 

пво= U  Ц,J  - {х: В <*> - і X g(x) - а (х)), 
которые с точностью до некоторых, окрестностей Г. аппроксимируют мно-

яества fi . Считаем, что граница областей ($9) удовлетворив првдпо- 
1 і 

лохюнип 2. Для определенности будем считать, что Функции gU)(a <х;+

-І
« St(x)? рыпуклы (зогнуты) на О одновременно и симметричны относу; 

тельно своих точек минимума (максимума). При этом решение вырожден­

ной задачи задается формулами
7 г - »

g(x)(a (х) і Ct(x)) , х «і

і Х ® ,Р  (V  -  м ш т  > О VY є  J ,  ( 9 5 )

р„(х) -
»/k

Xt> sign gix), gtx)-знакопостоянна vx *
2 2 і

g(x)(a (x) + £ (x)) , x є Qt ;
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тіо - a(x)ps ;

'4, (х). х е 0lr

К  ІЄ<*)|~а <*) е (fj.4,). X е 0^ ,яиг)

ез(х), х в 0^, 
в которых Нбизьостшв Qit ,fti , Хв определяются из задачи

tftin { Jg*(x)(a (X) г ?t<x)> dx > J'g ( х) (а (ж) + ^ х ) '> d* *

n-° - , , , .
+( J’tgUildx! (R - JS,U)<ix J a (x))dx- J 1,'xxix) }

(К.П, ns< Os.O^(.rfl,_> Qa_

npa ограничении

К  a= Jle<x)|dx (R - X |*(x)dx + I a U))dx- J ^(xjdx) > 0 ,

Построение высших асшотогик, а также их обосн таїше осуществляется 

аналогично §1.2, так как задача (91)-(94) представляет собой задачу 

оптимального управления с мультипликативным управлением. Для моде­

льной задачи проведан числонш_Л эксперимент, позволяидий судить о 

качество полученных асимптотик.

В §2 параграфе построены асимптотические минкаакоше оценки J&- 
нейннз функционалов, определенных нэ решениях стационарных сингу­

лярно возмущеюгых краевых задач переноса частиц (излучения) в шюс 

ком слое. Показана асимптотическая релаксационность оценок (см. §1. 
4), дано обоснование релаксационного ьсимптотиче ского алгоритма 

минимаксного оценивания, который на каждом шаге состоит из трях за­

дач, решаема аналитически.

В последнем параграфе рассматривается задача ййошмаксного оцени 

вания теплового полк в тонкой плвстинэ. Получена вырожденная задача 

для мшшмаксннх оценок, которая может бить решена методом Фурье. 

Приближения более высоких порядков получаются аналогично 33 л.

Основные результаты диссертации опубликованы в следующих 

работах:

1. Капустин В.Е. .Михайлова Т.Ф. Субоитимальное управление для 

нестационарных параболических уравнения с двумя вязкими границами. 

-Док.4. ЛЯ І ССР. Сор. А.,1985,N11,с.57-60.

2. Капустин В.Е..Михайлова Т.Ф. Сингулярные возмущения в задаче 

синтеза оптимального управления для высокоинтенсизянх процессов

35



теплопроводности.-Адаптивные системы автоматического управления.- 

К.:Техника.1Э85, вып. 13,с.9-17.

3. Капустин В.Е..Михайлова Т.Ф.,Носатенко А.Н. Управление и 

оценивание ..ля нестационарного процесса теплопроводности с вязкими 

границами.-В кн.:Вторая научно-техническая конф. соче* есих и поль­

ских молодых ученых, выпускников вузов СССР. Киев, 1986,с.53-56^

4. Капустин В.Е. Асимптотичвскоч оптимальное управление процессом 

переноса.-В кн.:Международный Сов.-Польский семинар "Математические 

методы оптимального управления л их приложения.' Минск, і989, 

с.167-169.

5. Капустин В.Е. Асимптотический анализ оптимального управления 

для процесса переноса частиц.-Автоматика И 989,N6,с.56-69.

6. Капустян В.Е. Оптимальное управление параболическими уравнениями 

с последействием.-В кн.:Лигун А.А., Капустян В.Е., Волков Ю.И. 

"Специальные вопросы теории приближений и оптимального управления 

распределенными системами".-К.:Выща школа,1990,с.75-153.

7. Капустин В.Е. Асиштотические метода в решении критической 

задачи оптимизации переноса частиц.-В кн.: III Всесоюзная школа.

" Понтрягачские чтения. 'Оптимальное управление., геометрия и 

анализ."Тез. докл..Кемерово,1990,с.144.

8. Капустян В.Е. Асимптотический анализ критической задачи 

оптимизации для процесса переноса.-В м../II Всесоюзная хонф. "Уп­

равление в механических системах". Тез. докл., Свердловск, 1990,

С.49.

9. Капустян В.Е. Минимаксное оценивание для сингулярно возмущенных 

краевых задач переноса в плоском слое.-Автоматика,1991,N2,-.31-36.

10. Капустян В.Е. Асимптотика ограниченных управлений в оптималь­

них эллиптических задачах.-Докл. АН Украины,1992,N2,с.70-74.

It. Капустян В.Е. Асимптотическое ограниченное управление в оптима­

льных эллиптических задачах.-Автоматика,1992,НЗ,с.59-66.

12. Капустян В.Е. Асимптотика ограниченных управлений в 

динамических распределенных системах.-В кн.:Труда международного 

семинара "Устойчивость и колебания нелинейных систем управления". 

Тез. докл.,Москва,1992,с.47.

13. Капустян В.Е. Прямой метод решения сингулярно возмущенной 

задачи оптимального управления процессом переноса частиц.-Дифф.

уравнения,1992,т.28,N7,С.:230-1242.

14. Капустян В.Е. Оптимальные Сисингулярнын эллиптические задачи.-

34



В кн.:?ез. докл. научно- теah. конф. СНГ ‘Контроль и управление в 

технических системах".Винница,і 992,с.54-55.
15. Капустян В.Е. Асимптотическая стабилизация распределенных сис­

тем ограниченным управлением.-В кн.:Тез, докл. ме ад/народной 

математической конф. "Ляпуновские чтения". Харьков,1992,с.71-73.
16. Капустян В.Е. Асимптотика ограниченных управлений в оптималь­

ных билинейных эллиптических задачах.-Докл. АН Украины,1992,N9, 

с.35-39.

17. Капустян В.Е. Оптимальные Сисингулярные эллиптические задачи с 

ограниченным управлением.-Докл. АН Украины,1993,N6,с. 81-85.

18. Капустин В.Е. Оптимальное ограниченное управление тепловым по­

дам в тонких телах.-Докл. АК Украины,1993,N11, с.84-88.

19. Капустян В.Е. Глобальные ограниченные управления в оптимальных 

сингулярно возмущенных эллиптических задачах.-Докл. АН Украины,1993, 

N12, С.79-83.

20. Капустян В.Е. Асимптотика управлений в оптимальных сингулярно 

возмущенных параболических задачах. Глобальные ограничения на упра­

вление.-Докл. АН (Россия),1993, т.333, N4,с.428-431.

21. Капустян В.Е. Асимптотический анализ ограниченных управлений в 

оптимальных эллиптических задачах. -Укр. мат. журнал,1993,N8,т.45, 

с.1072-1083.

22. Капустян В.Е. Асимптотика ограниченных управлений в 

оптимальных сингулярных параболических задачах. -Укр. мат. журнал, 

1993,N10,т.45,с.1337-1347.

23. Егоров Д.И., Г іпустян В.Е. Сингулярные возмущения в 

оптимальных системах с распределенными параметрами.-В кн.: Тез. 

докл. международного семинара "Негладкие и разрывные задачи 

управления и оптимизации." Челябинск, 1993.С. 53-54.
24. Kapusiyan V.E. Asymptotics of constraintlng optimal control 

systems with singular distributed parameters.-International 

workshop "Singular solutions and perturbations In control sys­

tems". 1993, Persslavl-Zalessky,Russia,p.22.

25. Капустин В.Е. Асимптотика ограниченных управлений в оптималь­

ных параболических системах. -В кн.: Тез. докл. межгосударственной 

научной конференции:"Динамические системыустойчивость, управление, 

оптимизация." Минск,1993,с.49.



Ав 29.857

Квпустян Владимир Емельянович

ОПТИМАЛЬНОЕ ОГРАНИЧЕННОЕ УПРАВЛЕНИЕ СИНГУЛЯРНО 

ВОЗМУЩЕННЫ!» СИСТЕМАМИ С РАСПРЕДЕЛЕННЫЙ! 

ПАРАМЕТРАМИ

01.ОГ.09 - мятеИвтическчя кибернетика

Подписано к печати II.04.94. Форычт 60x84/16. Бумвгв 

для множительных «пиратов. Печать офсетная. Усл.печ.л.2,1. 

Уч.-изд.л.2,0. Тираж.100 экз. Заказ 307. Бесплатно.

Участок оперативной полиграфии ДГТУ2Т: 320700, ГСП, 

Днепропетровск, Ю, ул.Аквд.В.А.Лазаряна, 2


