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&4ГАЛБНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальність теми. Більшість галузей сучасної науки має свої 

нелінійні проблеми, для яких не Іслує універсальних методів розв'я­

зування. Виникнення теорії усереднення нелінійних систем, створення 

1 розвиток асимптоті ших методів нелінійної механіки М.М.Крилова,

II. М. Боголюбова та В.О.Митропольського спричинили радикальні зміни в 

Mt-і'одах дослідження фізичних моделей.

В різноманітних галузях сучасної науки 1 техніки*часто доводить­

ся мати справу з коливними процесами в нелінійних системах, які міс­

тять ланки Із загаюванням часу. Специфічний вплив загаювальних зв'яа 

кїв на стійкість 1 кодавання багатьох динамічних систем став предме­

том досліджень у теорії автоматичного регулювання, в автоматиці та 

телемеханіці, радіолокації,' радіонавігації, теорії вібраційних маш 

тощо. Зростання за останні десятиріччя інтересу до таких систем ви­

кликане запитами найновішої техніки, а це зумовило значне розширення 

діапазону задач, які враховують загаювання. До них належать'переважно 

лише задачі з детермінованими загаюваннями. Дослідженню процесів у 

лінійних та нелінійних системах, які описуються диіирінціалініїчи рів­

няннями зі сталими 1 змінними відхиленнями аргументу, 1 розвитку тео­

рії цих рівнянь присвячені праці Л.Е.БльсГольца, С.Б.НоркІнз, С.М.Ши

манова, О.М.Звєркіна, Г.А.Йєменського, М.М.Кряеовського та Інших, а ь. і
дослідженнях Ю.0.Митропольського, В.П.Рубаника, В.І.Яодчука, В.Г.Ко 

ломійця, Д.Г.КоренІвського та 1н. асимптотичні методи нелінійної ме 

ханіки узагальнюються 1 успішно застосовуються до вивчення одночас-
•

тотних та багаточастотних коливань у складних колиьних системах.

Проте в реальних динамічних системах загаювання часто має ьилад- ' 

ковий характер 1 підлягає деяким статистичним закономірностям, t тому

і



розв'язки диференціально-різницевих рівнянь залежатимуть від природа 

випадкового загаювання. У працях В.Г.Коломїйця та Д.Г.Коренівського, 

А.В.Солодова та Є.А.Солодово! досліджувались системи із випадковими 

відхиленнями аргументу, рух яких описується звичайними диференціаль­

ними рівняннями. До таких рівнянь класичні методи незастосовні, тому 

для них потрібно розробляти спеціальну методику досліджень.

Незважаючи на значну кількість праць, присвячених розвитку тео­

рії та застосуванням диференціально-різницевих рівнянь, поки що дуже 

мало вивчені рівняння нейтрального типу 1 надзвичайно мело праць при­

свячено дослідженню цього типу рівнянь при наявності випадкових від­

хилень. Деяким питанням теорії диференціально-різницевих рівнянь ней­

трального типу з випадковими відхиленнями аргументу та застосуванню 

асимптотичних методів нелінійної механіки До дослідження коливних си­

стем Із післядією, що описуються квазілінійними рівняннями цього ти­

пу, 1 присвячена дана дисертаційне робота.

Мета роботи полягає у розповсюдженні асимптотичних методів не- 

лГнійної механіки на квазілінійні диференціально-різницеві рівняння 

нейтрального типу з випадковими відхиленнями аргументу, а також об­

грунтуванні методу усереднення для цього типу диференціально-різни­

цевих рівнянь Із випадковими параметрами.

Метод дослідження полягає у послідовному зестосуванні асимпто­

тичних методів нелінійно! механіки Крилова-Боголюбова-Митропольсько- 

го 1 аналітичного методу рівнянь Фоккера-Иланка-Колмогорова. В дисер­

тації використовуються також деякі рееультати 1 метода теорії дифе­

ренціально-різницевих рівнянь нейтрального типу, теорії дослідження 

коренів цілих трансцендентних функцій та КВ0ЧІПОЛІНОМІР 1 теорії г 

випадкових процесte.

2



Наукова новизна результатів дисертаційно! роботи полягає в 

наступному:

1. Доведена теорема про неперервну залежність від параметра роз­

в'язків диференціально-різницевого рівняння нейтрального типу для де­

термінованого випадку 1 на II основі доведена аналогічна теорема для 

цього типу рівнянь, jo містять випадкові параметри.

І. Як наслідок з попередніх результатів отримані теореми, які 

Дишуть обгрунтування методу усереднення для зазначеного типу рівнянь 

відповідно Для детермінованого 1 стохастичного випадків.

3. Розвинуто асимптотичний метод Крилова-Боголюбова-Митрополь- 

ського в поєднанні з аналітичним методом рівнянь Фоккера-Планка-Кол- 

могорова для побудови наближених розв'язків квазілінійних систем, руї 

яких описується рівнянням нейтрального типу з випадковими відхилення­

ми аргументу, у випадку одночастотних 1 багаточастотних коливань.

4. Вивчена взаємодія декількох парціальних систем, міх якими іс­

нують квазілінійні зв'язки з випадковими відхиленнями, коливання яких 

описуються рівнянями нейтрального типу другого порядку, Асимптотичні 

розв'язки побудовано в первому 1 першому покраденому наближеннях.

6. Досліджено ряд коливних систем, які описуються рівняннями ней 

трального типу першого, другого 1 третього порядків зі стелима коефі­

цієнтами, для них знайдено умови Існування режимів стаціонарних отій 

ких коливань 1 стаціонарні щільності розподілу випадкових амплітуд.

Теоретична 1 практична цінність роботи. Робота має теоретичний 

характер, узагальнює та дойг нює відомі раніме результати з теорії 

диференціально-різницевих рівнянь нейтрального типу, отримані е рего­

ті результати можуть мати практичне значення й зв'язку з досліджен­

ням ряду прикладних задач, що втикають прй вивченні коливяя систем, 

які містять лікії затримки ctfrfituitft і перебувають Мя впл»єом гч*па)!
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конях збурень.

Апробвпія робота. Основні результати дисертаційної роботи допо­

відались І обговорпня.пипь ня Другому мїжняродному колоквіумі з дифе­

ренціальних рівнянь ( Пловдів, Болгарія, 19-24 серішя 1991 року ), не 

міжнародній конференції "Нелінійні проблеми диференціальних рівнянь 

1 математичної фізики - Другі Боголюбовські читання" ( Київ, 28 вере 

еня - 2 жовтня 1992 року ) 1 на семінарах відділу математичної фізики 

та теорії нелінійних коливань Інституту математики АН України ( кері­

вник семінару - академік Е.О.Митропольський ).

Публікації. Результати дисертації опубліковані в п'яти друкова­

них прецях £1-63.

Структура робота. Дисертація складається Із вступу, трьох роз­

ділів, висновку та списку літератури, який містить 90 найменувань. 

Загальний обсяг роботи становить 135 сторінок друкованого тексту.

ЗМІСТ РОБОТИ

У вступі обгрунтовується актуальність вибраного напрямку дослі- 

дань, наводиться стислий огляд робіт по темі дисертації 1 дається 

перелік основних отриманих результатів.

Першій розділ присвячений обгрунтуванню методу усереднення для 

квязілінійних диференціально-різницевих рівнянь нейтрального типу в 

детермінованому випадку 1 випадку наявності в правій частині рівнянь 

випадкового парчметра. І1ей‘результат отримано як наслідок з теорем 

про неперервну залежність від параметра розв'язків досліджуваних рів­

нянь відповідно для детермінованого 1 стохастичного випадків.

Р & 1-І дасться короткий огляд основних праць 1 результатів, які 

розьшякть меток усереднення .Боголюбова-Митропольського для дослідже-'
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ння систем з малим ппраметром. В 5 1.2 розглядається система рішиш.

<ta(t) ,
-----* flt,x(t).x(t-ik(\)),x(i-h(b)),M, ■ tl)
. dt

де t - чао ( О к t < a> ), А(К) - функція, .що характеризує загаььан 

ня, X - числовий параметр, а функція f it ,х ,у ,и,\], що набуває зна­

чень у m-вимірному шіідовому просторі Е“, визначена, рівномірно об 

межена і неперервна по сукупності змінних t,x,y,u в області

t ( ГО.'и, х і D, у С D, и і D, X £ А, ІЗ)

де D - обмежена область в .Е"1, А - деяка множина значень параметра 

X, що має граничну точку Xq, Для системи (Т) доведена ТЕОРЕМА І про 

неперервну залежність її розв’язку x(t,X) від параметра X, тобто 

показано, що розв'язок x(t.X) вбігається при Х-Хо ( в межаї дея­

кого околу U(Xg) ) до розв'язку i(t,XQ) системи 

di(t)
----- = fft,t(t),t(t-A(X)),t(t-A(X)),X]
dt 0 а а

на відрізку часу [0,t] ( t - отримана в процесі доведення величина ).

В § І.З як наслідок Із теореми І одержана ТЕОРЕМА 2, що дає об 

грунтування застовнооті принципу усереднення БоголмЗова-Митрополь 

ського до систем із післядією, які описуються диференціально-різни­

цевими рівняннями нейтрального тину. В ТЕОРЕМІ 2 для системи рівнянь 

dx(t) ,
— —  = e/lt,x(t),x(t- A(e)),x(t-A(e))J, (3)
at <

де Afe.) - функція загаювання, е - малий додатний параметр, який на

буває значень на множині fc.a^l, показано, що розв'язок nt.e) сис

теми (3) 1 розв'язок {(єП * lit,) усереднено! системи ріьнднь

Jilt,)
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як завгодно мало відрізняються між собою на деякому скінченному від­

різку часу (0,t/El.

В 5 1.4 сформульована 1 доведена ТЕОРЕМА 3 про неперервну залеж­

ність від параметра розв’язків диференціально-різницевих рівнянь ней­

трального типу з випадковим параметром. Основою для ТТ доведення слу­

жить теорема І, що розглядає детермінований випадок. Наведемо форму- 

давання теореми повністю.

ТЕОРЕМА 3. Розглядається система рівнянь 

і dx(t)
------ (4)
at

в и - випадковий параметр, що є елементарною подією деякого ймо­

вірнісного простору 0. Нехай:

я) функція flt,x,y,rx,\,ш], що набуває значень у m-вимірному евклі- 

довому просторі Е", визначена, рівномірно обмежена 1 неперервна по 

сукупності змінних t,x,y,u в області (2) 1 для майже всіх 

Я) функція Ь(\) визначена, неперервна 1 невід'ємна на множині Aj 

s) функція f(t,x,y.u,k,<>>] задовольняє умову Ліпшіца по х,у,и, тобто 

для всіх Іочок х г хг,у ,,уг,иг иг і D, усіх t І tOftl 1 К € А з 

Імовірністю І по w e O  виконується нерівність

- ftt,xg,ys ,us ,\,wjI <

« р|хгхг| ♦ R\yr ys\ + Irluj-Ugl, 

яр сталі P,R не залежать від't.X l w, а по аргументу-похідній 

функція / задовольняє умову Ліпшіца з умовною сталою причому 

Ly*Ly(\) < і для деякого 7>0 1 неперервна при \*Хв );

Г! функція flt,x.y,u,k.wl при кожних фіксованих X € Т), у f D, U і D, 

X < А е вимірним випадковим процесом; 

я) npw Belt > f. А І при Фіксованих х і D, у і D, и і D для функції

6



ftt,x,y,u,\,ul виконується посилений закон великих чисел у форми 

8 Імовірністю І

* t ,

Й  “ { і J " в ,х,у,и,\,шт - j f0(Q,xfy,u,\^]de j } “ О.

°  о о

ДЄ * Hf[ttХ $ у ,

при фіксованих х.у.и € D, всіх і е tO.LJ 1 при X є Л ( М - ма­

тематичне сподівання, або ймовірнісне середнє ); 

е) рівняння (4) Із початковою умовою

= <рj t )  (5)

та умовою узгодження ("склейки")

% ( О) = ҐІ0,уо(0),уо(-Ц\)),уо(-Ь(\)),\,ш1, <б*)

до виконані Для всіх \ е А з Імовірністю, при \=*Хо набуває ви­

гляду

а ш )  ‘

1Г ~ “ (6)

і має розв'язок t(t,\0), визначений 1 неперервно диференційовний 

на всьому проміжку Г-Д.І7, що лежить в D разом Із деяким своїм 

р-околом, a k(t,\a) лежить в Правом Та деяким р'-околом, при­

чому виконується початкова умова

для майже воїх (і) € О. ( Тут % ( t ) - неперервно диференційовна на 

1-Ь,0] початкова функція, що лежить в> D; А = su^ Ь(к); якщо ос­

танній не Існує, то покладають А » «,)

Тоді будь-якому т)>0 відповідає такий окіл U (\ ) точки X і 
— З?* #

таке t € 10,1), 00 при всіх k t U(\o) розв’язок x(t,\,u) рівняння

T



(4) із початковими умовами (б) та (б') визначений на всьому відрізку 

t € (0,tl і задовольняє на ньому нерівність

sup _ М {|£ft,X,uJ - Ш А Л * < П. 
teto.ti °

тобто розв'язок x(t,X,w) рівняння (4) збігається в середньому при

\~\о ( \ € U(Ko) ) до розв'язку t(t,kQ) рівняння (6)

Ш  sup М C|£ft,A.,U)J - {ft.A. ї|} а 0.

Як наслідок, теореми 3 в § 1.5 отримана ТЕОРЕМА 4, що дає обгрун ­

тування принципу усереднення для квазілінійних диференціально-різни­

цевих рівнянь нейтрального типу з випадковим параметром виду 

dx(t)
---- - sftt.x(t),x(t~h(e)),x(t-L(s)),uL
dt

В другому розділі вивчаються коливання квазілінійних систем із 

випадковим відхиленням, які описуються квазілінійними диференціально- 

різницевими рівняннями нейтрального типу, за допомогою асимптотичного 

методу Крилова-Боголюбова-Митропольськоі'о у поєднанні з методом рів­

нянь Фоккера-Планка-Колмогорова для щільності розподілу ймовірностей.

У І 2.1 даєтьоя загальна характеристика нелінійних стохаотичних 

систем, коливний рух яких в вагальному випадку може бути описаний ди­

ференціально-різницевим рівнянням 

d*(t)
- - * AX(t) + BX(t~b) + ok(t-A) *
dt

+ е¥[Ш ).ха- ь),ка-ь),в],

де A*A(t) - загаювання, що є випадковою функцією часу; X - вектор 

фазових координат, який характеризує траєкторію руху динамічно! сис­

теми у фазовому евклідовому просторі Ґ 1; є - малий додатний пара­

метр; А,В та 6 - квадратні матриці розміру п«п з! сталими дійсними 

елементами ач , btJ. o(J відповідно ( l .j  * ); V - n -ви-
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мірна вектор-функція. Досліджуються умови Існування лише таїсих роз­

в'язків ( випадкових процесів ) X(t), які є періодичними функціями 

часу 1 можуть бути представлені у вигляді X(t) * а оозШ  + 0/, 

де ш - частота коливань, а амплітуди та фази “ а,в є випадковими 

функціями, які визначають коливний процес ( параметрами коливного 

процесу ). Теоретико-ймовірнісна структура процесів X(t) повністю 

визначається сумісним розподілом випадкових амплітуд та фаз а,в.

В § 2.2 досліджується одночастотний режим коливань автономної 

квазілінійної системи, на рух якої ьпливає декілька статистично неза 

лежнях випадкових відхилень,

dx(t) г ^
---  = І Агха-I (t)) + I
dt 1=0 IsO

(?)
+ єРГ Х П - L^t)), U t- L Jt )), el,

де X(t) - n-вимірний вектор фазових координат; Ах, Вг - сталі квадра­

тні матриці коефіцієнтів з дійсними елементами авАІ, &ві1 відповідно 

( e,k - ); є - малий додатний параметр; F - n-вимірний век­

тор, компоненти якого є аналітичними по всіх аргументах функціями.

Коливний рух, що здійснює система (7), у значній мірі залежить 

від природи малих випадкових флуктуацій відхилень

Дx(t) = Д,с + HjCejJjft.e; (8)

( z = о , г  ).

Тут Д1о,= <Дx(t)> = const > 0, причому 0 = Д00 < Д>е) <...< Дго, а 

іго не надто велике в порівнянні з періодом породної системи; ц,ґє)

- в загальному випадку нелінійні функції такі, що ц,Сє)-*0 при є-*0 1 

\і%(0) * 0 ( 1  = 0 .1 . . . .'.г ); Е,(t,e) - незалежні стаціонарні процеси, 

які при є-»0 асимптотично перетворюються в "білі шуми" Zjft):

11m <t,(t,e)> = 0, 11m K t J t .e H J t + x .e »  - 0(x). 
t* a о
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Періодичні розв'язки рівняння (8) шукаються за допомогою одао- 

частотного асимптотичного методу Крилова-Боголюбова-Митропольського у 

формі першого наближення

( ф * шї + 0 ),

де амплітуда а та фаза 6 є випадковими функціями часу і визначаються 

системою стохастичшх диференціальних рівнянь в першому наближенні

де Д = Г Д Ar(t)>.

Розв’язками системи (ГО) є траєкторії випадкового процесу, які 

при є-*0 переходять у траєкторії двовимірного марковського процесу 

дифузійного типу (a (t),B (t)). Оскільки одночастотні коливання квазі- 

лінійних систем із виш -тсовими загаюваннями часу виду (8) в першому 

наближенні є дифузійним двовимірним процесом Маркова, то для подаль­

шого дослідження стохастичної системи (10) застосовано апарат теорії 

марковських процесів - метод рівнянь Фоккера-Планка-Колмогоровв для 

щільності сумісного розподілу ймовірностей амплітуди та фази коливань

Wa,0,t| , . ), яка повинна задовольняти параболічна рівняння Фок-
І о* о ' о

кера-Планка, або пряма рівняння Колмогорова,

X(t) * а[се1ф + л - ‘*] а ио(а,ф) (9)

* вР(а,Ь,є)
at*

(10)
СІЄ
— * eQ(a,A,e), 
dt

csv г о д і і t ог г •* . 1
_ . .  в[ ^  ] .  - е { ^  [ ч ^ , * ,  ] .

' г V ' а (II)

* Й Г  [ А л ' ™  ] * S S  [ ] }  •

ЇЙ



яке доповнюють додатковими умовами ,
оо 2*

fro,0,tJ , t ) « 6(a-ao)6(6-9oJ, J f  W(a,e,tjdeda - 1,
\ °  °  °  0  0

Ш(а,в + H ,t ) - V(a,9,t), W(a,9,t) Z 0, * n(e>,B,t) «0.

В загальному випадку аналітичне розв'язання рівняння (II) є до­

сить важким завданням. У § 2.2 знайдено в явному вигляді коефіцієнти 

зносу і дифузії амплітуди та фази, а також вираз для стаціонарної 

щільності розподілу амплітуди її(а).

В S 2.3 вивчено випадок багаточастотних випадкових коливань ав­

тономної квазілінійної стохастичної системи (7) з відхиленнями аргу­

менту (8). Досліджено поведінку і розташування коренів характеристич­

ного рівняння, що відповідає породній системі (є=0), на комплексній 

площині. Для випадкових амплітуд <а(,аг , . . . ,ан) і випадкових фаз 

(вІ,вг, . . . ,в и) багаточастотного коливного процесу побудована система 

стохастичних диференціальних рівнянь у стандартній формі. Коефіцієнті 

зносу 1 дифузії знайдено в явному вигляді. Розв'язками одержаної сто- 

іастичної системи є траєкторії деякого ЯГ-вимірного випадкового про­

цесу, які при є-0 перетворюються у траєкторії Я̂-вимірного процесу 

Марсова дифузійного типу. Побудоване ff-вимірне рівняння Фэккера-ПЛан- 

ка-Колмогорова для щільності сумісного розподілу ймовірностей амплі­

туд та фаз ЯГ-вимірного випадкового коливного процесу.

{ 2.4 присвячений побудові асимптотичних розв'язків у випадку

взаємодії коливних систем з ьипадковими відхиленнями у лінійних силах

зв'язку. Розглянуто взаємодію декількох простих парціальних коливних
і *

систем у випадку значних зв'язків між ними з випадковими відхиленнями 

часу. В припущенні, до сили зв'язку є квазілінійними, тобто їх основні 

складові лінійні, до вивчення такої скидної системи звстовано асимп­

тотичний метод Крилова-Боголюбова-Митропольського в поєднанні з мето-
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дом рівнянь Фоккера-Планка-Колмогорова. Процеси взаємодії коливних 

систем ошсуються в загальному випадку системою диференціально-різ­

ницевих рівнянь нейтрального типу II порядку

Xg(t)  + h%(1)Xg(t )  +

+ j , {  } =
W  в

*  ef^i,xe( t ) ,x B( t ) , i B( t ) ,x )t(t-Keh( t ) ) txh(t-lieh( t ) ) , i k(t-Allk(t)),e^

. < a = ),

де є - малий додатний параметр; т = et - "повільний час" ( повільно 

змінний з часом параметр )| <л (і) - додатні достатньо гладкі функції 

х на деякому проміжку т е (О.ТЦ Лвк(*), Вдк(%) - дійсні функції 

довільного знаку, визначені 1 достатньо гладкі на промішу і е (О,ТІ і 

/4't,V iA ,x*.b'i*eJA . b * e] " HejItHlflHt Функції, достатньо гладкі 

по кожному зі своїх аргументів на проміжках % е 10,ТІ, є € t0,eo’l 1 в 

достатньо великій області зміни хд, хд,хд, хідк, і4аЬ, хідк.

В § 2.4 для випадкових амплітуд 1 випадкових фаз зв'язаних коли­

вань у складній динамічній системі побудовані стандартні стохвстичні 

диференціальні рівняння, внайдено вирази для коефіцієнтів знооу 1 ди­

фузії 1 побудовано відповідне рівняння Фоккера-Планка-Колмогорова для 

щільності сумісного розподілу ймовірностей амплітуд та фаз вв'язаних 

випадкових коливань.

У } 2.В досліджується вплив випадкового загаювального ав'язку на 

процеси взаємодії ДВОХ КОЛИВНИХ систем - простого 8ЕТОГвНерЫ'.’*)Ч, ЩО 

описується рівнянням типу Ван-д&р-Поля, 1 лінійного рввомнсво'чі кон­

тура (pesoHafopa), між якими Існує загаювальний Індуктивний зв'язок. 

Розглядувана система може бути описана двома цифервнціально-різнице- 

виш рівняннями нейтрального типу її порядку

»2



i z (t) + грі^гу■ + ш|xs(t) + A g ^ c t - m ) ) - o.

де w f, u2, p, e. * - дійсні додатні сталі, AfZ та Ag1 - дійсні 

сталі будь-якого знаку- •

Результати двох останнії параграфів повністю узгоджуються з ре­

зультатами, одержак.ми В.П.Рубаняком для детермінованого випадку.

В третьому розділі побудовано асимптотичні розв’язки в першому і 

первому покращеному наближеннях два квазілінійша рівнянь нейтрально­

го типу зі сталими коефіцієнтами 1 випадковими відхиленнями часу пер­

шого, другого та третього порядків ( відповідно §S*3.I. 3.2. 3.3 5 

за допомогою асимптотичного методу Крндова-Боголюбовв-Мктропавьського

з наступним застосувавшої методу рівнянь Фоккера-Огака-Кааюгорава 

для щільності розподілу ймовірностей. Знайдено умови Існування в цих 

системах стійких періодичних коливних режимів < частоту ш коливань }, 

а також вирази для амплітуди стаціонарних на загасаючих кожвань.

x t(t) +
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