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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ 

Актуальність теми.
Першим дослідженням, яке Мокка віднести до тематики конаближення, 

можна вважати роботу П.Л.Чебишова , в якій побудовано монотонний 

многочлен Pjjd) * ху + а ^ -1 +...+ а ,̂ х « R 1, що найменше відхиля­
ється від нуля в метриці С Ц - І . Щ .

Позначимо через Ак, к « и, множину функцій f « с(1-І,І]) таких, 

що д£г(х) > 0 для всіх їх. х + kh) с 1-1,11» Л > О. Величину
EAk^(f):* ini ч

. Р А (® >'РнеА H J C d i . i J ,  +

називають найкращий k - конаближенням Г на відрізку [-1,11 в рівнемір
ній метриці алгебраїчними многочленами. Величина

і
називається найкращим наближенням ґ на відрізку [-1,11 в рівномірній 

метриці алгебраїчними многочленами. Число Е^1*(і) називають величиною 

найкращого комонотонного, а число Е^а)(Г) - величиною найкращого кови 

пуклого наближення на відрізку [-1,11 в рівномірній метриці алгебраїч­
ними многочленами.

Для E^k)(f) має місце аналог теореми К.Вейерштраса: E^k)(f) —  0, 

при п «, встановлений Г.Г.Лоренцом. Г.Г.Лоренц і К.Л.Целлер 

побудували прилад функції t « Ak,k « w, такої, що 
ЇІга Е<к)(Г)/ 8(f) * »,
П — т  11

тому видача про оцінку велич ни найкращого k - конаближення не зводить

ся, взагалі кажучи, до задачі про оцінку найкрвщого рівномірного нэбли

Ж9ННЯ. Незважаючи на це, вечи для f « А* довели гпреведливість 
такої нерівності:

E ^ t f )  < М w / . r ,  -I/N, t - I . I l ) ,  N «  in ,
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де М > 0 не залежить від N I f. Має місце 1 більш загальна нерівність 

для f « Дк:

Е^к)(Г) < М 0)g(f, І/М, [-1,11), N e w ,  (І)

з якої, очевидно, випливає нерівність:
4 k)(f) « М I/N «,(!', І/Н, [-І.П), N « w, (2)

де М > 0 не залежить від Н 1 І. Нерівнооті (1) 1 (2) встановлені а ро­
ботах Г.Г.Іоренца ((2) для к * І), Р.А.Де Вора ((І) для к ° І),

Р.К.БІтсона ((2) для k  е  i n ) ,  о.С.Шведова ( ( І )  для k  е  i n ) .  Зазначимо,

що О.С.Шведов довів нерівність (І) для Інтегральних метрик. Р.А.Дв Вор 

1 К.М.Ю одержали уточнення нерівності (2) для f « Д1:

, Vf’- V  I N
|f(r)-pH(J,X)| шг[ f , ~ --  +-^ ,Г-1,13 J, N«w,D»t-I,I], (3)

де pN (f) « Д1 - монотонно не'спадаючі многочлени, а М > 0 не залежить

від N, f 1 х. З цієї нерівності, очевидно, випливає нерівність:
v f T V  !

|f(T)-pN(I,x)| ^ М —  4-^ ,1-І.ІЇ J* >••»»*« 1-1,11,

яка була встановлена Р.БІтсоном . Відмітимо також, що в роботі 

Р.А.Де Вора 1 К.М.Ю встановлено більш точну, ніж (3), оцінку:

vfl’V
|f(.T)-pN(f,I)| < М Шг[ Г,— —  ,[-1Д] ], N « <N,X « [-1,1].

Р.А.Де Вор довів, ЩО ЯКЩО f « А1 П cr(t-I,I]),r « W, то

E^l)(f) ^ м N_r U)1(f(r>,l/N, [-1,1]), N e w ,

де М > 0 не залежить від N 1 І.
Найбільш загальним з результатів, які стосуються комонотонного 

няблшення неперервно диференційовних 1 монотонно неспадаючих на від- 

р?зку функцій f « А1 п 'С'(г) (Г-1,11), є теорема, встановлена І.О.Шев-

ч>ком :



з

|f(x)-pH(f,x)| +~ р ~ ) Г
. уГ- ї2 і .

* -3.1-1.1g.«>

х •  1-1,11, да ^ ( f ) « A1 - неспадаюч! многочлени, г •  «, к « »», 
N > г + к - І, а М > О н в  залежить від N, f 1 i.

З нерівності (H), очевидно, випливає нерівність:

комонотонного наближення на відрізку [-1,1).

С.Манія (учень І'.О.Шевчука), використовуючи Ідеї 1 модифікацію 

технічних засобів, запропонованих його науковим керівником, встановив 

аналог наведено! теореми для ковипуклого наближення випуклих функцій 

Г « А2 Л c (r)([-I,IJ). Він довів нерівності (4) 1 (6) прі умовах, що 

p„(f) « А 2 - випуклі многочлени, г • м,г м I. k « w, N e w ,  N > г + 

k - I.

В багатовимірному випадку задачі конаближення функцій є досить 

мало дослідженими 1 нам відомий лише один результат в ковипуклого на- 

ближення функцій багатьох змінних алгебраїчними многочленами. Це - 

встановлене О.С.Шведовим наступна теорема.

Т В О Р 8 М А (О.С.Шведов). Якщо ш •  w, m > I 1 ®m c - 

компактне випукло тіло, І: с“— « ’ - неперервна І випукла на «" 

функція, ТО Існує ПОСЛІДОВНІСТЬ Pjjd)І « ^(R*1), N « w, випуклих 

на с” алгебраїчних многочленів таких, що

де М > 0 не залежить від N 1 1.

З цієї теореми випливає, що для кожної замкненої області 5™ с 

m >  І, 1 кожної функції і « с1 (©“ ),неперервно даференційовпої 1 
випуклої на с", можна побудувати послідовність алгебраТчгега многочл^ 

чів рм(І) * !рн(в?т), N »  л, також випуклих не в", які наближають f з

11 - Pjjd) Іс ̂ [_і ti j) < М N г ш^(І,І/Н, 1-І ,1 ]) (5)

|f - P„<f)|c(g«) * м Ь», (f. І/К, і?"). (6)



швидкістю (НІГ1). На питання, чи можна наблизити більш гладкі випуклі 

функції випуклими многочленами з більшою швидкістю, теорема О.С.Шведо­

ва відповіді не дає. Зокрема, було невідомо, чи можна наблизити ви­

пуклу на крузі Е2 с к2 функцію з класу с2(В2) і навіть таку, що 

і{х) * 0, х « в в2, випуклими алгебраїчними многочленами Із швидкі­

стю 0(N“2).

В даній роботі розглядається задача про ковипукле наближення 

многочленами випуклих функцій багатьох дійсних змінних 1 вивчається 

питання про можливість покращення оцінки (6). Доводиться, що нерів­

ність (6) можна суттєво уточнити в ситуації, коли - область з 

гладкою границею, а випуклі функції задовольняють деякі обмеження.

Мета роботи. Для диференційовних, або тільки неперервних на 

випуклих областях в * " з  гладкою межею випуклих функцій розробити 

методи наближення випуклими алгебраїчними многочленами 1 отримати 

оцінки найкращих наближень у рівномірній матриці більш точні, ніж 

відомі.

Наукова новизна та практична цінність. В дисертації отримані

такі результати:

для класів випуклих двічі диференційовних на випуклій області функ­

цій, які перетворюються в нуль на її межі, побудовані випуклі много­

члени pN, mo збігаються до функції Із швидкістю N-2;

для класів двічі диференційовних строго випуклих на випуклій області 

(Fymmfit побудовані випуклі многочлени pN, що збігаються до функції Із 

втядкістю к"2; V  '

для класів неперервних строго випуклих на випуклій області функцій f 

побудовані многочлени pf{(f),що збігаються до f Із швидкістю (Г,ГГ1 ) + 

" wf+/f, N'1), дч м, 1 оц - модулі неперервності відповідно першого 1
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другого порядків. і

Апробація роботи. Основні результати роботи були викладені 1 об­
говорені

- на семінарі з теорії функцій при Інституті математики НАН Укра­

їни ( керівник - доктор фізико-математичних наук, професор 0.1.Степа­
не ць);

- на Міжнародній конференції, присвяченій пам'яті академіка 

М.П.Кравчука (Київ - Луцьк, 22 - 28 верес. 1992 p.);

- на міжвузівському семінарі з теорії функцій при Дніпропетров­

ському державному університеті (керівники - доктор фізико-математич­

них наук, професор В.П.Моторний 1 професор В.Ф.Бабенко).

Публікації. По темі дисертації опубліковано три роботи, список 

яких наведено в кінці дисертації.

Структура 1 об’єм роботи. Дисертація складається з вступу, двох

розділів 1 списку літератури, який вміщує 25 найменувань 1 стано­
вить 73 сторінки машинопису.

КОРОТШІЙ ЗМІСТ РОБОТИ 

Наведемо потрібні означення 1 сформулюємо основні результати. 

Нехай ®т с кт - відкрита в Rm множина, f: с-ш— kr1 - деяка функція, 

х « ст, е « кш, - одиничний вектор. Величина
г'(х):= 11m t_1(f(x + et) - Их) )
® t - о

називається похідною першого порядку за напрямком е в точці х функції
1, якщо існує скінченна границя виразу в правій частині. Якщо при 

деякому X > О одновимірний окіл (х -,\е, х + Ле) належить си, в КОЖ-г
ній точці у (х -  \е, х + Яе) Існує t [ ( y ) 1 Існує скінченна границя

Г(х):= 11m t~1 (f' (х + et) - Г' (х)), 
е t - о

то ця величина називається похідною другого порядку за напрямком е

5
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в точці і  фугасці! f.
Ор п,В розділі І розглядаються класи двічі диференційовних

випуклих функцій, визначених на випуклих обмежених областях <=

ш > І, з гладкою межею а ст, що має скінченну кривизну, 1 які перетво­
рюються в нуль на межі області.

О з н а ч е н н я  1.1.1. Якщо ею- відкрита в m > І, множина,

то Г • (с®), якщо І є неперервною функцією на 1 для кожного

одшичного вектора е « R® 1 будь-якого відрізку tr' ,х" 1 с с“, паралелі 
ного е, похідна Г# першого порядку за напрямком е є абсолютно неперер­

вною функцією на (ж’.ї*), а для похідно! fe другого порядку sa напрям­

ком е е скінченною величина

вир вир евв вир |Гв(х>|
"  e «R m [ ї ’ . ї 'З а С ®  X  «  І Х ' , Х “ )

О в н в ч е н н я  1.1.2. Якщо б”- обмежена 1 випукла область

в Rm, m > І, то будемо вважати, цо функція t •  («"*), якщо t є не

перервною і випуклою на о”, г « («“) 1 на межі а ст перетворюється
в нуль" t(x) ■ 0, х •  а о®.

Основним ревультатом розділу І є наступна теорема.

Т е о р е м а  1.2.1. Якщо обмежена і випукла область ст в кт,

m > І, має гладку межу а ©“, то для кожної функції f « (с’п) ‘снує

послідовність Pj,(f) « Pn (k“ ), Не»*1, випукла Hfj б™ алгебраїчних 

многочленїв таких, що

|Г *■ Рц(і)|<;(5*) < М JT*1 і 

де М не залежить від N і має вигляд



т
м - ц

де ц - Ц (с т ) > О не залежить від f, а І  (у) - похідна по нормалі
в'а,(у)

e^a *(y) до » ®m В ТОЧЦІ у •  о 6т.
Принципову роль для доведення теореми відіграє наступна лема.

Л а u а 1.2.І. Якщо обмежена 1 випукла область в Rm,m > І, мав
т і °огладку межу а с , то для кожної функції f  «  v “ (с™) існує неперервна 

1 випукла на о?т функція g така, що g(x) ■ f(x), х « с”, і для кожного 
одиничного вектора е « кт, кожного х « в", 1 для кожного А.: 0 < \ <
< М ® “) виконується нерівність:

|g(x - \е) - 2g(j) + g(x + хе)I < M l2, 

де M ® m) - деяке число, яке залежить від '5Ш. а М не залежить від х, е, 
\ 1 має вигляд

М «  ц (| Г | „ г (5 И ) +  ІГ0 ( а ) ( у ) < У ) І ) .

де (і = ц(«ш) > 0 не залежить від f, а 1 (у) - похідна по нормалі
є (у)

е(а)(у) д; в в?® в точці у « « <Р.

В розділі 2 розглядаються класи v| (в1") двічі диференційовних 1 

(«” ) неперервних строго випуклих функцій, які можуть не перетворю­

ються в нуль на межі області.
О з н а ч е н н я  2.1.1. Якщо в"1- обмежена 1 випукла область 

В R™, Ш > І, ТО t • V2 (о"1), якщо f є неперервною 1 випуклою функцією 
на с™, f « w2 (с“) і існує Н0 > 0 таке, що для кожного одиничного век­

тора в • Rm, КОЖНОГО Відрізку їх’ , ! " ] с 5” Т8К0Г0, ЩО ІХ’ ,Х' ] П8р8ЛЄЛЬ 
ний до е, майже для всіх х •  Ix' .x’ l виконується нерівність
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і > >  > м0>

Одним з важливих результатів розділу 2 є наступна теорема.

Т в о р е н а  2.3.1. Якщо о“- обмежена І випукла область в Rm, 

m > І, з гладкою межею, то для кожної функції f (о“) Існує послі­

довність випуклих на «ю алгебраїчних многочленів р„(І) «* Р„(®т), 

N e w 1, таких, що

|f - p„(f »|с to®, < М Г 1. 

де М не залежить від N 1 має вигляд 

м = ц <1*Ііиг(«“ ) + ( sup | fjc(c“ ))2 *»о >•
" е*«ю.|е|=І

де ц = Ц(£™) > 0 не залежить від f, a MQ - стала, яка входить до оз­
начення класу v® (£“ ).

На базі цієї теореми, за рахунок згхажування функцій І « (с“),

які, взагалі кажучи, не є диференційовними, доводиться наступна тео­

рема, яка є основним результатом розділу 2.

Т е о р е м а  2.3.2. Якщо с“- обмежена 1 випуклз область в 

m > І, з гладкою межею, то для кожної функції і « v° («“) існує послі­

довність випуклих на «" алгебраїчних многочленів PN(f) « N.jh 1,
таких, що

|f -  PH(f)|C(£») * м Ч (Г - N“1- « " )  + w? N '1» о"1) M~1 ),

де M >' 0 не залежить від N, MQ 1 f, a M0 - стала, яка входить до озна­
чення класу (€m).

Ключову роль для доведення цієї теорема відіграють дві наступиГ
леми.

Л е м а  2.3.2. Якшо S'"- обмежене 1 випукла область в !Рт, пі *> І,

ЛНБ їм. В. Стефаника 
АН  України



з гладкою межею, то для кожної функції Г • v* («”) існує неперервна 1
випукла на *“ функція g така, що g(x) е f(x), н і * ,  1 для кожного

одиничного вектора е « к®, кожного х « к® такого, що р(х, с®) < р(«“ ).

1 кожного X: 0 < X < Х(ё“ ) виконується нерівність

|g(x - Хе) - 2g(x) + g(x + Хе)I < М (X + р(х, 6е))2.
де II не залежить від х, е 1 X, р(х, є®) - евклідова відстань від х

до 6°, і при цьому і., має вигляд

н = ц (1X1*2,®*) ♦ ( sup !Г ІІс (в “ )>г мо1)*
® edR®.|e|*I

де ц = Ц(С®) > 0 не залежить від Г, а м0 - стала, яка входить до озна­

чення класу v| («“).
Д е н а  2.3.3. Якщо с®, обмежена 1 випукла область в R®, и > І, 

з гладкою кежею, то для кожної функції 1 « v° («") і кожного в: 0«Х 

$ в(«®) існує неперервна 1 випукла на R® функція g$ така, що

|Г -  gg Icfg») чи (ы2(Г, в, ©“ > + ( f ,  в. с®) V і ) .

1 при цьому для кожного одиничного вектора е « R®, кожного X Є с® 1 

кожного X: 0 і  х < Х(е®) виконується нерівність

|g5(x-Xe)-2g8(x)+g(xfXe)| < М  (o^<f,0,«®) + Й*(Г.в,«т)І^1)в'г2(Х+в)2.

де М > О не залежить від х, X, е, 5, 1 !, 8 **о ~ стала, яка вхо­

дить до означення класу v ° <с“).
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