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З А Г А Л Ь Н А  Х А Р А К Т Е Р И С Т И К А  Р О Б О Т И .

Актуальн ість  теми.  Вивчення збіжності  стохастичних рядів у 
різних функціональних просторах є актуальним напрямом 
розвитку теорії  випадкових процесів.  Основи цього напряму 
сучасної  теорії  випадкових процесів були створені  у роботах 
Р .П е л і ,  А.Зігмунда,  Н .Вінера Серед робіт,  присвячених цьому 
напряму,  необхідно відмітити роботи М .И .Я д р е н к а ,  
Ю .В .К о з а ч е н к а , В .В .Б у л д и г і н а , М .Т а л а г р а н а .  Різні властивості 
випадкових рядів Фур 'є  досліджувались у роботах К ахан а Ж. ,  
Д ж е й н а  Н. ,  М а р к у с а  М . ,  а також у роботі Іт о  К. та Нісіо М.

У 60-ті роки у роботах Бу лдиг іна  В.В.  була створена 
загальна теорія збіжності  з імовірністю одиниця випадкових 
рядів з незалежними елементами зі значеннями у топологічних 
просторах.

У 70-ті роки у роботах В .В .Б у лд и г ін а ,  Ю . В .к о з а ч е н к а  
вивчалась збіжність  за ймовірністю у різних функціональних 
просторах випадкових рядів із зал ежними  членами.

При розв 'язанні  багатьох задач теорії  випадкових 
процесів з ’являється необхідність знайти швидкість збіжності 
випадкових рядів у різних нормах. Але, незважаючи на велику 
кількість робіт, присвячених випадковим рядам, особлива увага 
приділялась умовам та оцінкам швидкості збіжності  таких рядів 
у рівномірній метриці.  Пізніше з 'явились роботи 
Ю .В .К о з а ч е н к а ,  І .М.ЗелепугіноТ та В .Н .Р яз ан ц ев о ї ,  в яких 
досліджувались умови збіжності  випадкових рядів у нормах 
деяких просторів Орліча.  У роботах Ю .В .К озач ен ка ,
І .М .З ел еп у г ін о ї ,  В .Н . Р я з а н ц е в о ї  вивчалися умови збіжності 
та оцінки швидкості збіжності  гауссових випадкових рядів у 
нормах деяких просторів Орліча,  а також оцінки точності 
побудови моделей випадкових полів у просторах Lp.

Дисертаційна робота присвячена вивченню умов 
збіжності  випадкових рядів, які належать  до експоненціальних 
просторів Орліча,  у нормах просторів Орліча .  У роботі було 
розглянуто більш широкий клас  просторів  Орліча,  ніж у 
попередніх роботах,  та у більшості  випадків покращені вже 
відомі оцінки. Крім того, при більш обмежуючих умовах 
одержані  більш точні оцінки швидкості  збіжності  випадкових 
рядів у просторах Орліча.

1



Мета дисертації  полягає  у вивченні умов 
збіжності  та оцінок швидкості збіжності випадкових рядів, які 
належать до експоненціальних просторів Орліча,  у просторах 
Орліча,  та у застосуванні  одержаних результатів при 
розв язанні задач математичної  фізики з випадковими 
початковими умовами та при побудові моделей випадкових 
процесів,  які належать до просторів Орліча.

Методика ДОСЛІДЖЕНЬ, яка в ик ори ст ан а  у роботі ,  б а з у є т ь с я  на 
методах  теорі ї  випадкових  пр оц е с і в  та те о р і ї  просторів Орліча.

Наукова новизна. В дисертаці ї містяться такі нові результати:

•одержані  умови збіжності  та оцінки швидкості збіжності 
строго субгауссових випадкових рядів у нормі простору Lp\

•знайдені  умови збіжності  та оцінки швидкості збіжності  
випадкових рядів, які належать до експоненціальних просторів 
Орліча,у нормах просторів Орліча;

• одержані умови, за якими узагальнений розв'язок задачі 
математичної фізики з випадковими початковими умовами 
належить до простору Соболева;

• побудовані моделі випадкових процесів,  що відтворюють задані 
з певною точністю у нормах просторів  Орліча.

П р а к т и ч н а і теоретична ц інність .Загалом результати дисертації  
носять  теоретичний характер і можуть бути застосовані  у 
різних розділах теорії  випадкових процесів,  наприклад, при 
дослідженні розподілу числа виходів випадкових процесів за 
фіксований рівень, при дослідженні  диференціальних рівнянь у 
частинних похідних з випадковими крайовими умовами, при 
побудові моделей випадкових процесів.

Апробація  роботи.  Результати  дисертації  доповідались на 
конференці ї молодих вчених Київського університету 
ім.Т.Г.Шевченка (Київ ,1990),  на другій Донецькій конференції  
(Донецьк, 1990) ,на науково-технічній конференції  пам'яті 
академіка М.П.  Кравчука (Київський політехнічний інститут,  
1992).
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П ублік ац і ї .  Основні  результати дисертації  опубліковані у  
роботах [1-5].

Структура  т а  обсяг  дисертац і ї .  Дисертація  складається зі 
вступу,  трьох розділів, що містять загалом 8 параграфів,  та 
переліку літератури,  який налічує 56 найменувань .Обсяг  роботи 
118 сторінок машинописного тексту.

З М І С Т  Р О Б О Т И .

У вступі обгрунтовується актуальність  теми дисертаці ї,  
дається  огляд найбільш близьких до цієї теми результатів та 
коротко викладено зміст дисертації .

Перший розділ присвячений вивченню збіжності  строго 
субгауссових випадкових рядів у нормі простору Lp.

В §1 наведені необхідні відомості про простір Lp  і 

простір строго субгауссових випадкових величин.

Означення 1.3. Будемо говорити, що простір строго 
субгауссових випадкових величин - це сукупність випадкових
величин { а д } ,  для кож ної з яких  М £ =  0  та для усіх  

X  e R  виконується нерівність

Мехр{Я^} < ехр |~——— — ► .

Означення 1.4. Випадковий вектор назвемо

строго субгауссовим, якщо М < £ = 0  і для будь-якого ЇЇ Є 
виконується нерівність

М е х р { ( г 7 , | ) } < е х р { і ( 5 й ,й ) } ,

де В  -коваріаційна матриця вектора
У цьому випадку іноді кажуть,що компоненти вектора 

сумісно строго субгауссові випадкові величини.
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Означення 1.5. Випадкове поле e R ” назвемо
строго субгауссовим (сумісно строго субгауссовим), якщо для 

будь-якого набору Є R ” , « > 1 ,  вектор

є строго субгауссовим.

У §2 знайдена оцінка розподілу норми строго 
субгауссових випадкових процесів у просторі  Lp.

Означення__2Л+ Нехай c ( t f) ,  де f  =  Є

є [ 0 , о о )  - неперервна функція така, що | с ( Р ) |  <  1 і

Jc(f')dP <1.
[0,°°Г

Будемо говорити", що така функція c ( t ' ) , i f є [ 0 , о о ) ,Л 

задовольняє умові Z .

Позначимо О  = [ 0 , Т ]  X |^0,00)

І£щ<2м а .2 .1 .Нехай т  - строго субгауссове випадкове

поле, М £ ( Г )  =  0  і сР" =  SUpM<^2 ( f ) , r  Є О . Нехай функція
і

c { t r),  t '  Є [О, оо) задовольняє умові Z .

Тоді випадкове поле с ( Р ) ^ ( / )  з імовірністю 1 належить до 

простору Lp(Q) і вірна нерівність

р { | М  > * } < 2 ЄХр.

Л ґ
2 2—jf _

------ г?----- г---- > +  ЄХр{/?} exps — ------ г----
2(п-т)  f  ^ 2(п-т)

2Т р о2] [Т р а2.

Але треба відмітити, що, накладаючи більш сильні 
обмеження,  можна отримати більш точні оцінки для розподілу
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норми. Це було зроблено у §3, де були знайдені умови 
збіжності та оцінки швидкості збіжності за ймовірністю у нормі 
простору L p  строго субгауссових випадкових рядів вигляду

S(t )  = c( t ' ) f ]Zk(pk(t)  ( 1),

к= 1

де -сумісно строго субгауссові випадкові величини,

9 k ( t ) , k  =  1,00 - П О С Л І Д О В Н І С Т Ь  функцій З простору Lp, а

функція с{ ґ ) ,  ї 1 є [ 0 , о о )  задовольняє умові Z .

Означення 3 .1. Будемо говорити,що послідовність 

функцій { є О ,к  =  1,со| належить до класу  D , якщо

існує така послідовність {сп ,П > 1 } ,  0  < с п < с п+1, що для

будь-якої числової послідовності =  1,°о} виконується

нерівність

п п

<сп Y^qkfkit) ( 2 )
*=1 р  к = 1 2

Нехай =  ] Г £ л ( 0 -
k=m

Теорема 3.1. Нехай існує монотонно неопадна 
послідовність а  =  {а ^  , к  > 1},<ЗГ  ̂ >  к ~ * 00Л  —> оо, для 
якої виконується умова

Z  Ck X  X a ia j  М  & <рі( 0 9 j { t ) d i
k=m i=m]-m

< 00

\ a k a k+\J

Тоді ряд (1 ) збігається за ймовірністю у  нормі простору 
Lp(Q), субгауссове випадкове поле s(<) належить до
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простору Ш ) ,  І при z >  4 е  " З я (  а )  виконується
нерівність

( z - 4 e  lSm(a)\  

12 e- l{Sm(a) f

де

<Ua) = Е  ск
к=т

к к

Z  М ^ j \ c2(T )<Pi(J)(Pj( t )dt {ak l ~ ак \ \ ) ’
\J = m j= m  Q J

С/с - коефіцієнти з нерівності Бернштейна ( 2 ) .

Якщо випадкові величини незалежні, то ряд (1)  

збігається з імовірністю 1 у  нормі простору L p { 0 ) .

Розділ другий присвячений  вивченню збіжності  
випадкових рядів,  які належ ать  до простору Орліча,  у нормах 
просторів Орліча.  В §4 наведені  необхідні відомості про простір
Орліча.

Означення 4.1. N  -функцією Орліча називається 
неперервна парна опукла функція  U ( x ) , . T  e R ,  така що

и ( д г )  >  0  при X  ^  0 , U ( 0 )  =  0  і

l i m U ( . x ) ; t  = о о ,  l i m U ( j c ) x  = 0 .
х-»0X - + G C

Означення 4.7. Будемо говорити, що Ь и ( П )  - це 

породжений деякою N  -функцією Орліча U ( х )  простір Орліча 

випадкових величин т аких, що для деякої константи 

П  > 0 :

м и
Ч)

<  0 0 .

6
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Означення 4.8. Будемо говорити, що L jj{Q ), де 

о  = [ о , т ]  - це породжений деякою N—функцією Орліча U ( x )  

простір Орліча вимірних функцій x(t),t єО,  таких, що для 

деякої константи Гх : J u ( x ( f ) /  rx )d t  < 00.

б

Нехай ( Q , F , P )  - стандартний ймовірностний простір;

и (х )  = е х р { ^ < » }  - 1- -деяка Л^-функція Орліча; L u (C l)  
простір Орліча випадкових величин,  що породжується N -  
функцією и (х ) \  L ( j ( 0 )  - функціональний простір Орліча, що

породжується функцією u(x).
Розглядається випадковий ряд вигляду:

л(о=Е&/»(о (з)
k=l

де ^  - випадкові величини з простору Орліча,

є <2 =  [о,т] - послідовність  функцій з L U(Q ).

Далі вивчаються два випадки:

1) (р (х )  є функцією Орліча,

2) (р{х) не є функцією Орліча.

У §5 знайдені оцінки швидкості збіжності  випадкових 

рядів ( 3 )  у нормі простору Ь ц  (в)  У випадку, коли (р{х)  є

функцією. Орліча.

У просторі розглянемо норму Люксембурга:

|^| = infjr>0:Mexp^ — < 2 \ (4)
I W  .

У просторі L u iQ )  розглянемо норму
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№ | | „  =  i n f { r > 0 : ] e x p | ( s ' * )
м

V Г j
\d t<  2 ( 5 )

Позначимо

Означення__5.1. Будемо говорити, що послідовність

функцій {f k ( t ) , t  Є О , k  =  1,оо} з I ^ i Q )  належить до класу

в ( и у ) ,  якщо існує така послідовність { d n ,n >  і } ,  

0 < d n < d n+\, що для будь-якої числової послідовності

[qk ,Ic = 1,оо} виконується нерівність

Y j V k f M  
k = 1

< d r

U
Y j 4 k f k { t )
k=\

( 6 )

Нехай R ( t )  - випадковий процес з простору Орліча,  
який може бути зображенийй у вигляді ряду ( 3 ) .  Нехай

К ( а , о  =  / С ( о  =  2 & Л ( 0 -
к=т к=т

Нехай U - перетворення Юнга-Фенхеля функці ї

«Ы  і позначимо Щу) = Ы2/г(Т1у).
Теорема 5.1. Нехай R ( t \ t  e Q  - випадковий процес, 

який може бути зображений у  вигляді ряду ( 3 ) .  Нехай 
Ш )  -простір Орліча випадкових величин, що породжується

N  -функцією и ( х )  =  е х р { ^ ? ( х ) }  — 1, L u ( 0 )  - функціональний 

простір Орліча. Нехай ^ ( х )  - N  -функція Орліча така, що 
І і (х)  підпорядкована функції ЩІ^х).  Якщо існує N  -функція

щ { х )  { щ { х ) ~ и 2{ х ) ) ,  т ака , що функції щ [ л /х  | і
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К(х)  = w( 1){щ(х)) = <р{ 1)(іп(м1(х )+ і))

опуклі, де функція ф (х )  задовольняє умові

(р{ху)<г{х)(р{у),

де ґ(х)  - деяка монотонно неспадна опукла функція, існує 

монотонно неспадна послідовність а = {аk , k >  1}, ак > О, 
(Ік —> со ,к  —> оо, Эля яко ї виконується умова:

00

а* о *  =

*=1 

)£ ✓ -

1 < 0 0 ,

SUp|i?m(<3,/) , f k ( t ) , k  = 1 ,00,/ є О  - послідовність

функцій з простору Орліча, яка належить до класу  

а (Ік - коефіцієнти з нерівності Бернштейна ( 6 ) ,  а також 
для будь-якого у  e R  функція й(у) є N -функцією Орліча, 
то ряд ( 3 )  збігається за ймовірністю у  нормі простору 
LuSQ), випадковий процес R(t )  з імовірністю 1 належить

д° L u S Q ) ,  і при

z>  max

T L '
k=m \ a k a k + 1 /

r(-l)f 2СІП2) 
u + 2c J

«•‘"’(і)
k=m

виконується нерівність:

0 0 > z
w

k = m a k  a k + \ J

<

< 2с ■ cue2u { z ) u [ p { ^ j e x p l - ^ z ) } ,
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де р ( х ) - неперервна справа та монотонно неспадна функція, 
яка визначається виразом:

W
й*(у) = \p{u)du,

о

а С, Си - деякі константи.

Якщо випадкові величини незалежні, то ряд ( 3 )

збігається з імовірністю 1 у  нормі простору L u  ̂{О) .

У §6 досліджується швидкість  збіжності  випадкових 
рядів, які. належать до просторів  Орліча,  у нормі простору

Ш )  у випадку, коли (р(^Х) не є функцією Орліча.

Нехай и ( х )  =  ЄХ р{ ^> (^ )}  — 1 - i V -функція Орліча,  де 

(рі^х) при |х| > Ху >  0 - монотонно неспадна угнута функція.

У просторі L U( Q )  розглянемо норму Люксембурга,  яка 

визначається формулою ( 4 ) .  Позначимо oi^t) = ||<^(/)||.

Нехай * функціональний простір Орліча з

нормою, яка еквівалентна нормі ( 5 ) :

-  Jcxp{ip(rc(l))}du
У J

Q
(7 )

, d t  
де ( Іи  — —

Т
Так як норма (7 )  еквівалентна нормі ( 5 ) ,  то будемо 

вважати,  шо послідовність функцій -  І , 00} З

простору нал ежить  до класу В  (u ,l l j ) ,  тобто

коефіцієнти з нерівності  Бернштейна для цих функцій

10



d n = С - d n , де d n - коефіцієнти з нерівності Бернштейна ( 6 ) ,
4с

а С - деяка константа.

Теорема 6.1. Нехай R ( t \ t  & Q  - випадковий процес, 
який може бути зображений у  вигляді ряду ( 3 ) .  Нехай 
L M  простір Орліча випадкових величин, який

породжується N -функцією и ( х )  =  е х р { ^ ? ( х ) }  — 1, L^Û {Q) -

функціональний простір Орліча. Нехай X ) - N  -функція 

така, що и ( х )  підпорядкована до функції (-*•)- Якшо існує

N -функція Wj(jc) ( m j ( x )  ~  U j ^ x ) )  така, що функції U\ ( ■ Й

та

К\(х) = и{ 1\щ(х)) = (р{ °(іп(м1(х) + і))

опуклі, функція (р(х) задовольняє умові:

(р{ху)> у{х)(р{у),

де І/А^х) - деяка монотонно неспадна угнута функція, існує 

монотонно неспадна послідовність а  =  {<7 k , k >  і } ,  а к > 0 ,  

dj. —> со ,/с —> о о ,  для яко ї виконується умова:

*=1

g k  _ ----- Wnk / S

\ а к а к+[)
< о о ,

де <7 ,̂ =  SU^llR m( a , t )  , f f r i O j  є О , к  =  1,оо - послідовність

неперервних функцій з ! < „ ) ( ( ? ) ,  яка належить до класу  

B*(u,  Wj), a dj, - коефіцієнти з нерівності Бернштейна, то 

для будь-якої послідовності {с/с, к  >  і } , С/. >  0  для якої

Z Cu
—  < о о ,  ряд ( 3 )  збігається за 

к=і™

11



ймовірністю у  нормі простору L^u ' j (Q),  випадковий процес 

R ( t )  з імовірністю 1 належить до простору L^u j ( Q )  та 

вірна нерівність:

W  к=т

< M c t )exp{-<p(z)s} ,

- - — 11 
к.̂ к ^к+\)\

<

де S =  inf — г—г 
A > 1  I  1

I
скк

V

<Р 2 к у/{~1\ к )

Я к щ о  -  н е з а л е ж н і в и п а д к о в і величини, то р я д  ( 3 )

збіга єт ь ся  з ім о в ір н іс т ю  1 у  н о р м і п р о ст о р у L^u ^ ( Q )  ■

Розділ III присвячений  використанню одержаних 
результатів для обгрунтування застосовності  методу Фур 'є  до 
розв 'язання крайових задач з випадковими початковими 
умовами, та для моделювання випадкових процесів,що 
відтворюють задані з певною точністю у нормах просторів 
Орліча.

§7 присвячений  обгрунтуванню застосовності  методу 
Фур 'є  до розв 'я за ння крайових задач математичної  фізики з 
випадковими початковими умовами,  а також знаходженню умов, 
за якими узагальнений розв 'язок цієї задачі належить до 
простору Соболева.  Розглядається  крайова задача для 
однорідного г іперболічного рівняння з випадковими 
початковими умовами:

О

сх
д &p { x ) — u(x, t )  \ - q { x ) u { x , t ) - ( i x ) - :r-u{x , t )  = 0 (8)
сх o t

О < х  < лг, t > 0 ,  

12
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i/(0,f) cos ач — M(0,Osinor =  0, (9)
d t

£
u(7r,t) cos/3— u(7t,t)sm j3= 0, ( 10)

dt

ы ( х , 0 )  =  £ ( x )  ( ї ї ) ,

де 0  <a , /3 <  2 k , cos a  sin a  < 0 ,  cos/?sin/?>0; p{x),

q{x) і f ix)  - неперервні  функці ї на [ 0 , 7г], причому
dx
р ( х )  > 0 ,  р ( х )  > 0 ,  q { x )  >  0 ,  а випадкові  процеси £ ( х )  і

7](x) є строго субгауссовими. Кореляційні функції  цих

процесів

B(x,jy) =  М  # х ) £ ( . у )  і R ( х , у )  =  М т]{х) т іу)
вважаються неперервними в області  0 < Д Г < Я \  0  < у  < 7Z.

Крім того,обмеження на коефіцієнти р , Ц , р  та величини

(X і забеспечують додатність  власних значень відповідної 
задачі Штурма-Ліувілля.

Нехай Х п ( х )  - ортонормовані з вагою /С>(х) власні

функці ї задачі Штурма-Ліувілля,  а Яп - відповідні власні числа.  
Якщо застосувати метод Фур 'є ,  формально можна записати 
розв 'язок задачі ( 8 ) - (1 1 ) :

00 (  В ^
=  Y u X k М  А к C O sJ X ^ t  +  - Л =  ̂ s in  ^ A ^ t  (1 2)

к= 1 V V к j

П 71

де Ак =  J & x ) X k (x )p (x )dx  та В к ~ \  rk x )X}c{x)p{x)dx  є

о о
коефіцієнтами розкладу випадкових функцій,які  надходять до 
початкових умов,за власними  функціями задачі Штурма- 
Ліувілля.
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У цьому параграфі  знайдені  умови існування 
узагальненого розв’язка крайової  задачі у просторі Соболева

• К л і в і ) .  тобто у просторі з нормою

df (xj )
дх

+

Ш \ )

+
d t

+

lM )

d 2f (x , t )
8x‘

+

l M )

d 2f { x , t )
( 1 3 ) ,

де Q j  =  [ 0 , / r ] x [ 0 , T ] .

Позначимо

00 (  В ^u*(x,t)= ]T X k(x) Ak coSyfA^t + -j===-sinA/X̂ /'
k~m у

Теорема 7.3. Нехай для будь-якої монотонно неопадної 
послідовності а = {ak ,к > і} ,ак > 0, ак —» о о ,к —» оо , для

0 0 --------/

якої збігається ряд S 4  2/7,
к = \ Ка к а к+\)

1 1
<  оо

виконуються такі умови:

00 00 00 00

Х Х а А - я Л Л | М 4 4 | < 00 Y , J , a k a i ^ ? ^ i 2 \M B k B i \ < 00 • 
k=\l=l k=ll=\

І /  1/

Тоді з імовірністю одиниця існує узагальнений розв'язок 

задачі ( 8 ) - ( 1 1 )  у  просторі ^ 2( ^ 1 ) ’ який можна зобразити

у вигляді збіжного за ймовірністю у  нормі простору W* 2 ( (2 і )

ряду (12), і при Z > 4 0 S e ~ l max A, ( ia) j  = 1,10 виконується
і

нерівність _
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pi k?u,ow;M )
і 10z > < У]ехр< 
J i =1

\os-4e lA'(a)

12e ЧдДа))”

де А ,  ( а )  визначені у  дисертації, a 8 -деяка константа.
Крім того, розглянуто більш часткову задачу та 

наведено умови на кореляційні  функції випадкових процесів, які 
надходять до початкових умов, за якими у даної часткової  
задачі існує узагальнений розв 'язок у просторі  Соболева.

У §8 результати,  які були одержані  у розділах І та II, 
застосовані до побудови моделей випадкових процесів,  які 
відтворюють задані з певною точністю у нормах просторів 
Орліча.
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