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Загальна характеристика роботи.

Актуальність теми.Проблеми нзближення та відновлення функцій 
сплайнами активно досліджувалися багатьма математиками як з тео­
ретичної так І з практичної точки зору. Останнім часом у роботах
І.Шенберга, К.Де Бора, М.П.Корнійчука та інших авторів були вив­
чені питання про якість відноьлення функцій за допомогою ло­
кальних сплайнів.У тому числі у работах ’.Шенберга та К.Де Бора 
були побудовані методи відновлення функції щільності та функції 
розподілу імовірностей .(які є додатними операторами) та запро­
поновані деякі їх застосування.У роботах М.П,Корнійчука,А.О.Ли
гуна.О.і.Гребеннікова.В.Л.МирошнічеНко були досліджені власти­
вості локальних сплайнів близьких до інтерполяційних.Ці сплайни 
більш зручні у практичному застосуванні, ніж Інтерполяційні„а 
якість апроксімації вони мають таку ж ефективну як інтерполя­
ційні . '

Ось чому істотним виявляється проблема побудування та 
дослідження аналогів цих сплайнів (це будуть локальні сплайни 
близькі до інтерполяційних у .середньому) для відновлення функції 
щільності та функції розподілу імовірностей. Далі вони будуть ви­
користані як проміжні наближення (як теоретична функція щіль­
ності) при відновленні функції щільності сплайн-експонзнційними 
або сплайн-нормальними розподілами.

З дещо іншої% точки зору розібрані питання відновлення 
функції щільності та функції розподілу у роботах Н.Р-СаІІШег, 
Я.С.ИшеІег.А.Балог.В.І .Зубова.Н.А.ФІладельфІиоІ ,L.Boneva,D.Кек- 
flall .I.Stefannov, А.Ф. Приставки „О.В.Райко„ї -Л-Злисеенкс та ранніх 
роботах автора.В цих роботах були введені„обгрунтовані різні типи 
кусково-неперервних функцій розподілу та функцій щільності„приве-' 
ден! алгоритми пошуку вузлів та параметрів сплайн-нормалышж 1 . 
сплайн-зкспоненційних розподілів.У переважній більшості випадків 
ці алгоритми ефективні тільки при малій кількості вузлів (один, 
два).Незважаючи на це,вони добре себе зарекомендували при розв'я­
занні проблем надійности та масового обслуговування„планування та 
обробки експерименту,розпізнавання образів, та статистичного моде­
лювання.

Мета роботи.Дослідити апроксимативні та геометричні характе­
ристики відновлення функції щільності 1 функції розподілу Імовір­
ностей за допомогою поліноміальних локальних сплайнів підвищенної 
точності другого 1 третього порядків близьких до Інтерполяційне!

з



у середньому.
Дослідити задану про асимптотично оптимальний вибір вузлів при 

відновленні функції щільності та функції розподілу Імовірностей 
за допомогою сплайн-експоненційних та сплайн-нормальних розподі - 
лів та розглянути алгоритми визначення асимптотично оптимальних 
вузлів та параметрів,відповідних сплайнів.

Методи дослідження. В роботі використані сучасні методи 
теорії наближення функцій,зокрема методи точного розв'язання 
екстремальних задач теорії наближення функцій,асимптотичні методи 
дослідження екстремальних задач, а також деякі визначення і 
апастивост1 з теорії імовірностей та математичної статистики. 
При перевірці на адекватність була використана ЕОМ.

Наукова новизна та значення роботи. Основні результати ди­
сертації є новими.їх зміст полягає в побудуванні афективно реа- 
лізуємих на ЕОМ методів відновлення функції щільності і функції 
розподілу імовірностей за допомогою сплайн-експоненційних та 
сплайн-нормальних розподілів з вільними вузлами. При цьому як 
проміжні наближення були використані локальні полівоміальні 
сплайни 2 .и 3 порядків з рівновіддаленими вузлами.
Доведено ряд рівностей про норми сплайн-операторів 2 и 3 поряд­

ків близьких до інтерполяційних у середньому та відповідних їм 
операторів порождених похідними від сплайнів. Обчислені асимп­
тотично точні оцінки похибки відхилення цих сплайнів від теоре­
тичної функції щільності розподілу імовірностей та априорні оцін­
ки (деякі з них точні) відхилення функції тільності від відповід- 
ши  сплайнів. Аналогічні оцінки отримані 1 для відхилення похід­
ної функції .ільності від похідної сплайна.
Досліджені у роботі сплайни ми можемо використовувати при зна- 

холденні поправок типа Шеппарда (поправки на групування неперерв­
них в и п р т к о в и х  величин) як для початкових моментів,що у ряді ви­
падків збігаоться до поправок Шеппарда,так 1 для інших,наприклад, 
експоненційних моментів.
ЗнаВДені'асимптотично оптимальні послідовності розбитті в при 

відновленні функції щільності 1 функції розподілу сплайн-ек- 
споненційними та сплайн-нормальними розподілами з вільними . вуз­
лами.
Результати дисертації мають в основному теоретичний характер, 

але формулювання приведені так,що дозволяють легко виконати їх 
реалізацію на ЕОМ.

Публікації. Основні результати дисертації опуси і ковані у 8
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роботах ( [51-Г111 ), список яких наведено в кінці автореферату.
Структура и об'ем роботи. Дисертація складається із вступу, 

двох розділів та списку література що містить 48 найменувань. За­
гальний обсяг 157 сторінок машинопису.

Апробація роботи. Результати дисертації доповідались 1 одер­
жали позитивну оцінку на наукових семінарах кафедри теорії 
функцій та кафедри математичного аналізу Дніпропетровського
держуніверситету,кафедри чисельних методів математичної фізики 
Київського держуніверситету,Відділу ОПТИМІЗСіЦІЇ Інституту кібер­
нетики АН України (м.Київ); на науковому міжвузівському семінарі 
по нелінійним чебишевським наближенням та негладкій оптимізації у 
Ленінгрдському держуніверситеті; на республіканській науковій 
конференці!.присвяченій 70-річчю М.П.Корнійчука по теорії набли­
ження <м.Київ, 1990р.); на третій регіональній конференції "Теория 
аппроксимации и задачи вычислительной математики™ 
<м.Новосибірськ,1991р.); на міжнародній науковій конференції 
"Теорія наближення та задачі обчислювальної математики"
(м.Дніпропетровськ,1993р.).

Зміст роботи.

У вступі наведено обсяг результатів по розглянутим темам до­
сліджень, обгрунтовується актуальність,визначається мета і 'здачі 
дисертаційної роботи,сформульовано основні положення,які винося­
ться на захист та короткий огляд змісту дисертації,,*

Нехай задана емпірична функція щільності розподілу p t з
кроком h„ тобто задано розбиття А^ і вектор

р=(...р_1 ,р0,рі,...) такий,що h ^ Р4= 1» pt*0,-(ieat),
* , ieZ

та .пише скінченне число координат вектора р відрізняється від 
нуля.

В першему ’Зотлілі були розглянуті сплайни типу Sr A,(p.t) 
(r=1 „2,3,4, /̂ =0,1,2), яісі являють собой лінійну комбінацію 
В-сплаЯн1в і на кожному з інтервалів (ih,(l-s-ith) дорівнюють алге­
браїчному многочлену ступеня не вище г. Ці сплайни е аналог лс^а-
• льних сплайнів близьких до інтерполяційних у середньому.

У §1.1 наведені деяк* необхідні означення та властивості 
базисних сплайнів. '

Позначимо через розбиття всієї осі точками tt = th 
(ієг).якщо г непарне та точками tt+ = (t+1/2 )h (tez), якщо г

5



парне.
В-сшзайни визначаються наступними рекурентними рівностями 

t+h/2

Вг , А < ^ Н  (Г=1 ,2 . . .) , (1 )
t-ft/2

де
'

1. Jt|<h/2,

О, |t|ah/2.

У 51.2 розглянуті сплайни , визначені на усій осі рівністю

sr,0<T,t)= І  -Т4 ВгіЛ(4-*Л) • (2)
і : I t- th is rh

ЦІ сплайни при 7 t- ґ(іл) ( і є і ) називаються локальними 
сплайнами Шенберга,а при

7t= й I Kt) dt (tez)
lt

ці сплайни досліджувались Де Бором.
Тут і далі відтинок [(t-0,5)ft,(t+0,5)ft] позначається як г t, 

а відтинок £(*-1 )т»,іл]- я к г 1Ч)в.
У цьому параграфі наводяться також необхідні надалі для дос­

ліджень зображення та властивості сплрйнів вигляду (2).
В §1.3 впроваджені локальні сплайни Sr А(7 .t), які формально 

можна одержати з (2) заміною вектора 7 на вектори

7- 5 А8 .7 ,7" І А2 7 . 7- я  Л2 7 , 7- і А2 7 

при г»1,2,3,4 відповідно, Указується, «о середнє значення 
сплайнів Sr ^ 7 ) ва і ( відрізняється від 7 t наАагато менше, ніж 
у сплайнів £>г 0(7 ) (і*=1,2,3,4).

В §1.4' досліджується проблема про норми сплайн-операторів .
Нехай задана емпірична функція щільності розподілу 

<р4)1е2з кроком h 1 така, що л ^ pt=l, р4*0,1
іє2

p*-pt+ef  да й J p(t) dt •

p(tb теоретична функція щільності розподілу, £t- ПОИСКИ.
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Тоді

P(t)_Sr,/f(P't)=P(t)_Sr,*(P*t)"Sr,*-<e't)

І I p(t)-Sr *<p,t) |s| p(t)-Sr Jf(p.t) |+e|Sr д.1,

де І б 1 1 <Є (le Z ).

Таким чином якість відновлення теоретичної функції ЩІЛЬНОСТІ 
розподілу за допомогою сплайнів зводиться до дослідження похибки 
відновлення та обчислення норм відповідних сплайн-оператор і в. 

Позначимо через

1 А = Ьир || А(х-) |у :| х |,js l|.

норму лінійного оператора А, який відображає лінійний нормований
простір X з нормою |-|т в лінійний нормований npocTtp Y з нормою 

|-|у

основним результатом цього параграфа є наступна теорема. 

Теорема і- Нехай "S^v^Jhv=C^ к .тобі

$ .0 - ' • С° = 1,1 3/2, О
 

»• 
ь»

О
II і. сІ,і=:
О
V o - 1-

<.|-
4/3, С̂ .2= 3/2, С2,0= 2, С2.1=

12
3' С2,а” Ч *

°І.о= 4, °2.г
22,3’ Ч. «?.о- 1. °3.1- М ’

і Щ ’ сз,о= 3/2,
° і , г *§» °£,о -2'

22,3* на,13’ 1, <5.*- 5/4, сІ.о= " 3-

С4,1“
3664
1920’ °4,<Г 5/2, 2І* «5.0- 8, 01 ^  39/4.

У §1.5 досліджується проблема точності відновлення функції
щільності розподілу за допомогою сплайнів другого порядку.

Типовим результатом цього параграфа е наступів твердаииня;

Нехай рєС3 , тск5і при h*0 лае лісир апитястично аочна

нерівність
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IP" S2, t(P)lcs 1S- ’iP<3,Ic +4|- + ?(»**)• <3>

Аналогічні нерівності отримані для сплайнів S2 „(p.t) і 

Sa 2(p,t), а такок одержані подібні оцінки відхилень величин

ipcV)- s £ > > I c , для v=1,2 і *=0,1,2.

У §1.6 отримані повні аналоги оцінок (3) для сплайнів
s3t*(P,t).

У §1.7 наведені застосування сплзйнів Sr ^(p.t) для 
знаходження поправок на групування.

Нехай вектор s*=<Pt >te2 відомий та визначені початкові 
моменти

CD

тк= I t*p(t)dt,
-Ф

шк .г - І  t*Sr> ? (p,t) dt, (т-=1,2,3,4)
* —00 *

та

ц*(р)= л* +1 ]>?*•**•'
ієЖ

Доведено, наприклад, що

А3
“а г“ -----^о<Р>-' л іа

Аналогичні співвідаоиення отримані і для
' ®f „ г’̂ З „ „ r^r=  ̂»2,3,4)

Величини ”и*-*і*(Р) навиваються псуїравками Шеппарда на 
группуваиия неперервних випадкових величин.

Доведено, що т^-ц^Др) та шк ̂ Г-Ц*<Р) збігаютьс* при
г=1,2,3,4, тобто відновлення функції вільності розподілу за допо­
могою сшюйнів Sr j-vf.t) дозволяє одержувати початкові моменти з 
урахуванням поправок Шеппарда за допомого» використовуємо нами 
сплайнів. Обчислені також поправки на групування для експонешіій- 
них моментів.

У другому розділі досліджуються проблеми асимптотичного
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вибору L-узлів при відновленні функції щільності та функції 
розподілу сплайн-нормальними та сплайн-екцроненційшши 
функціями розподілу з вільними вузлами.

У §2.1 наводяться необхідні надалі визначення та постановки 
задач.

Нехай нам відома (задана) функція щільності розподілу p(t) 
Як функцію p(t) будемо використовувати сплайни, розглянуті в пер­
шому розділі. Враховуючи, що сплайни це гладкі функції, вважаємо, 
що n(t) також гладка.

Нехай [а.Ь] - це носій функції p(t) та

V  <а= 1о , Л , Л л<- <<л- м < * м г ь>= <**.«>2-0 - 
розбиття відтинка [асЬ].

Позначимо як Sr к(Ьп ) множину усіх сплайнів порядку г 

дефекту к по розбиттю Кп  при фіксованих г і к.
Для г=1 і 2 функцію ES(t> будемо називати експоненційним 

сплайном порядку г дефекту k по розбиттю , якщо вона 
може бути зображена у вигляді

KS(t)= e~sfi 1 , se Sr ^(Ал)

та задовольняє умовам

I  ES(t) dt= 1 (R+= 10,®)}

При Г=1 і

J ES(t) dt=t 
к

при r=2.
Позначимо через ESr k (tn) (дюжину таких експоненційних сплайнів., 

Вважаємо, що при г=1 , а=0 та для t>b функція *(t) 
визначена рівністю

s (t )=  *<b-0)+ s ‘ (b-0)(t-b) ,

а при г=2 для t<a та для t>b функція а(\.) визначав® 
рівностями

s(t)=  s(a+0)+ * • '(a+0)(t-a)f і  *"(a+0)(t- «)a  (t<a)

s (t )«  *(b-0)+ *'(b- 0Ht- b)+ I  *"(b-0)(t~b)a (t>bj.

Нехай i e б або в*, та х е простір а с к і т в ш т
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нормою

|f|= m a x  I J J f(U) dU J, te К [ (4)

—  <S> 

f *
|f|= m a x  і j J f(tt) du |, te R+| ̂ (5)

0

|f|= m a x  j |I(t ) I , te I j (6)

I

або

№  ( J f®(t) dt ]4/? (T)
I

Нехай ES(p,t )= S(p,AfJ,t) будь-який спосіб відновлення 
функції щільності p(t) (як ES(p,t) надалі будуть фігурувати 
сплайн-експоненційні (г=1) або сплайн-нормальні (г=2) розподіли). 

* •
Величина Jp- BS(p)J

Іде §fg- одна з норм (4)-(7)) характеризує похибку 
відновлення теоретичної функції щільності p(t) методом 
KS(p,t).

Розбиття А* називається оптимальним (найкращим) гля 
функції р=р<t) 'та, для методу ES(p,t) і норми |j|, звичайно),
ЯКЩО

IP - S(p,A*)|- i n f  | | р -  S(p,An)| |An} .

Послідовність розбиттів ‘{A*}®.! зветься асимптотично 

оптимальною дня функції p(t) , якщо при п-* ®

Jp- S(p,A*)|= mlп ||р - S(p,An )| |ДП|- (1+ о (1 >).
Т) роботах Приставки А.Ф., Райко О.В. та інших» а таков в 

ранніх роботах автора розглянуті різні прямі метода пошуку 
оптимальних вузлів, які зводилися до тієї або іншої
алгоритмізації екстремальної задачі

10



Ш Г  IP- S(p,A„)!
*i.n ....n-l>

Це"» підхід ефективно реалізовано на ЕОМ тільки для невелико! 
кількості вузлів (один, два) та не дозволяє знайти оптимальні 
вузли в явному вигляді для більшого числа вузлів.

Задачі пошуку послідовностей асимптотично оптимальних вузлів 
при відновленні функцій за допомогою сплайнів різного вигляду 
були розглянуті в роботах Б.0.Попова, А.О.Лигуаа
А.0.Шумейко, А.Д.Малышевой та інш. В основному це задачі віднов­
лення функцій поліномними та параметричними сплайнами. Ставиться 
задача про асимптотично оптимальний вибір вузлів послідовності 
<А^) при відновленні функції щільності сплайн-експонвнційними та 
сплайн-нормальними розпод і лами,

У §2.2. було розглянуто відновлення функції розподілу 
сплайнами з фіксованими вузлами. Як такий сплайн була розглянута 
функція SN(An,t).

Функцію SN(An,t) неперервну на усій осі, будемо називати 
сплайн- нормальним розподілом, якщо на кожному з 
інтервалів і і<і/а= вона має вигляд

t

SN(A„,t)=

Д9

ф(5)= ̂  / °*р ( H du-

Параметри (mtBoi) визначаються як розв’язок экстремально! задачі

" - 1 ‘ 1+1 t-m, \S
• 2 ’J • (*<t) ) dt —

t=o tt

три умовах неперервності SN(An,x) в узлах,

Тут <p(t)= ®(F(t)). F(t) - це емпірична функція розподілу.

Розв'язок- цієї екстремальної задачі зводитьря до класичної 
задачі огггимізації квадратичного функціонала при лінійних
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обмеженнях, яка;розв'язується методом Лагранжа.
Доведено, що такий підхід дозволяє краще відновлювати функ­

цію розподілу в околі кінців інтервал? Розглянута моди­
фікація запропонованного підходу, яка в деякому розумінні позбав­
лена цього недоліка. Обгрунтування такого підходу полягає в слі­
дуючому » .

Якщо F(t) • SN(P,An,t), то (p(t) «. *-t(SN(F.An,t)) та

®~l(SN(F,An,t)) = і (n(F),A„,t) - є неперервна на [а,Ы 

ломана з вузлами в точках t4, інтерполююча значення ^  в узлах

(<=0,1,...,п). Таким чином, якщо 0(t) = <p(t)-; ̂ (F),An,t) та

A<(t) = F(t)-SN(F,An,t,) то, ввежаючи що 0(t) мале, одержуємо

A(t) *» F' (t)O(t). (8)
Тоді задача відновлення функції розподілу сшюйн-нормальними •
розподілами э фіксованими вузлами зводиться до наступної
екстремальної задачі:

п-t tt+l
L  I (F'(t))2 (9(t)-i(^(F),An,t))2dt- mtn 
i-о tt "

при таких же обмеженнях.
Сплайн-нормальний розподіл побудовани.. першим методом 

позначається SN (7,Д ,t), а друпад - SNz(F,An,t).
Тут ке описаний підхід до відновлення функції розподілу 

сіиіайн-нормпльиими розподілами з фіксованими вузлами, коли задана 
емпірична функція щільності.

У 82.3 розв’язується задача оптимального виберу вузлів при 
відаовлзнн! функції розподілу сплайн-нормальними розподілами.

Послідовність {А* } п-1 будемо називати асимптотично оптима­

льною для F(t) , якщо при п-*® виконується співвідношення

ілґ R(F,A )= R(F,A*) • (1+о(1 )),
Д * 11

П

12



ь
R(F,An )= J  (F'(t))2 (<p(t)- 2(n(F),An ,t))2 dt, - 

a

Основою для такого визначення асимптотично оптимально!
в ®

ПОСЛІДОВНОСТІ рОЗбИТТІВ (Ал>п=1 є співвідношення (8).

Теорема 2. Нехай а< | , F(t)e С[а ь] та

{
 П \<с ®
{tt л>і_0>п_1= {Лл>л_1 визначається

з рівностей

t*ct ,л ь

J (e<t)+C^)0l]clt= J (e(t)+(i)a)dt (*=0,1...... п).

a a

де

9(t)= ((Г( t))-F'(t))2/e.

Тоді послідовність розОиттів { А * буде асшттстинно 

оптшиьною дхя F(t) 1 при цьому буде вихапуваться 

співвідношення

"<’■ * >  ( і » < • > « ) ; « Ы  •

У §2.4 була розглянута задача відновлення функції 
щільності розподілу експоненційними сплайнами з фіксованими 
вузлами.

Функцію SE(t) будемо називати сшгайн-вкспоненційшм 
розподілом вільності імовірностей по розбиття Дп, якщо вона не­
перервна на та на коетому інтервалі (tt,ti+1) має
вигляд

SE(An,t)= exp(-att+ Ъ4) (t=0,1„...n-1) .

Так не, як і в §2.2 для будь-якого фіксованого розбиття Ал 
будується сплайн-експоненційний розподіл SEJ(p,ATt,t) та дослід-
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жується його апроксимаційні характеристики. Тут ке викладено 
інший підхід відновлення функції щільності сплайн-експоненційними 
розподілами.

Нехай x(t)= -in p(t) ,

*-». я“ 2а_ Ч.л ’ , гп+і,п~ 2^~ *л-і.л '

й і+1/2,л= Ч+і.л“ Xt.n (t=-1,0,1

\і.П - Л і+1/2, л(/,і-1/2, Л+ Л і+1/2,л) 1 (1= 0,1....П>’

*і,л= х і. л- s((1- Х і.л>(х і«,л- х і,л>- 

“ Х і,л(х *,л- х *-і,л>) (*=0,1.......п),

X , „= 2х „(2- А. „)+ X, Лі- ?-- ) + 2х [—
- 1 . Л  О  , n v 1. Л І ,ЛІ * l r „l 2 ' n l * 1 , Л І

v  = ?*• ^ я - 1 .  Л  f1+ \ l — 1. л і .
" л + і . л "  2 х л -2 . л  " - ‘ ■ " К - і . л -  ‘ J

2V « ( 1+ V i . n)

i„rp.A„,t) - ломана з вузлами в точках tt л яка проходить через 
точки <1‘І пік1 п ) (*=0.1 ,...,п).Тоді функцію вхр (-г*(p,t)),

** (P.t)= іл(Р.А„.г)+ о0

ь
вс« In ]■ exp (-^„(Р.Ап.г)) <1t , 

a

будемо називати ‘саяайн-експоненціКніш відновленням функції

*-1ш ю с т 1 pit) та позначати ssa(p,An ,t).
Встановлено, що

де
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J SE„<p,An,t) dt= 1 

*0

та рівномірно по t

Iі-n -(p(t)~ SR2(p,An,t))dt= 0(h®) (*= 1,2.... n).

гі-і. n

В цьому параграфі досліджується проблема якості відновлення 
функції щільності розподілу за допомогою SE2(p,ATi,t).

На основі цих результатів в §2,5 розв'язується задача 
асимптотично оптимального вибору вузлів при відновленні функції 
щільності сплайн-експоненційними розподілами та доводиться 
наступне твердження.

Теорема з. Нехай чотири рази неперервно диференційована 

функція цільності p(t) така, що

p(t)> 0 при te <a,b).

R(t)=
p(t)

* 0 при te [a,b]

та вузли t * обрані з улови»• **

1 і ,п  ь

J R(t) dt= — J R(t) dt (t= 0 ,1 ,2 ....... n),

a a

ToO I

та Эля вудь-яноі шюлідовнослі 1 буОь яиоео

сгиайн-експонъщМного в\0нов<ешія SE3 (p,An,t), такого, що
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* і+ 1 , п 4 і + 1 , пI p(t) dt= J SI^ (An,t) dt+-
‘t.n t t , n

+0 (h*n / 2 'n) (i=0,1....n-1),

виконується нерівність

ь
max |p(t)- SVp.A.t)!* - Ц г  f f R(t) dtl2+ o f - U  

t e f  a ,  b] ^  n 12n 1 1 n*)-

Інакше кажучи, якщо вузли вибрані з зазначених умов, то се­
ред усіх послідовностей сплайн-експоненційних відновлень 
SE2(p,Art,t), З ТОЧНІСТЮ ДО 0(Й*+1/2 „) відновлюючих іг?ег- 
рали по частковим проміжкам» асимптотично найкращою є 
послідовність S^(pBA*at)„

В параграфі 2.6, наведені результати провірки адекватності 
розглянутих моделей.

На закінченні висловлюю щиру вдячність науковим керівникам 
Лигуну Анатолію Олександровичу та Приставка Олександру Пилиповичу 
за постановку задач, постійну увагу та підтримку в роботі.
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