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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

АКТУАЛЬНОСТЬ РАБОТЫ. Данная работе относится к аналитической те­
ории обыкновенных дифференциальных уравнений. По используемым методам 
и полученным результатам диссертация является научным исследованием 
по проблеме существования у алгебраических дифференциальных уравнений 
и систем решений специальных видов.

Так для алгебраических дифференциальных уравнений исследуются суще­
ствование и свойства параметрических решений с целыми составляющими 
(алгебраическими и трансцендентными). Для систем алгебраических диффе­
ренциальных уравнений определяются асимптотические характеристики рос­
та целых решений.

Несмотря на то, что целые решения алгебраических дифференциальных 
уравнений рассматриваются уже несколько десятилетий и в данном направ­
лении получено ряд существенных результатов, эта проблема все ещё 
далеке от завершения.

Отличительной особенностью данной диссертации от исследований дру­
гих авторов является то, что поставленные задачи решаются для алгеб­
раических дифференциальных уравнений и систем общего вида, в то время 
как ранее аналогичные задачи решались для дифференциальных уравнений 
специальных видов.

ЦЕЛЬ РАБОТЫ. Изучение свойств параметрических решений с целыми сос­
тавляющими у алгебраических дифференциальных уравнений, а также целых 
решений у систем алгебраических дифференциальных уравнений.

МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЯ. В работе используются общие метода теории 
функции комплексного переменного,теории максимального члена Виыана-Ва- 
лирона, метод ломаных Ньютона.

НАУЧНАЯ НОВИЗНА. В диссертации для алгебраических дифференциальных 
уравнений установлены асимптотические свойства параметрических решений 
с целыми составляющими, как-то, характеристики росте (порядок целой 
трансцендентной составляющей и степень полиномиальной составляющей), 
выполнено построение полиномиальных составляющих параметрических реше­
ний на основе разработанного структурного уметода в определены доста­
точные условия их нахождения.

Для систем алгебраических дифференциальных уравнений : щучены дос­
таточные условия отсутствия целых решений (алгебраических и трансцен­
дентных), определены нижние и верхние границы для степеней Li ОЛИН омм-
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альных в порядков роста целых трансцендентных поставляющих.
Приведенные в работе результаты являются новыми.
ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ И ПРАКТИЧЕСКАЯ ЦЕННОСТЬ. Диссертация носит теорети­

ческий характер. Ее результаты ногут быть использованы в аналитической 
теории дифференциальных уравнений, применяться в конкретных исследова­
ниях по нахождению параметрических решений с целыми составляющими. 
Также полученные в диссертации результаты могут служить материалом для 
чтения спецкурса по аналитической теории дифференциальных уравнений.

АПРОБАЦИЯ РЕЗУЛЬТАТОВ. Результаты диссертации докладывались на Бе­
лорусских республиканских конференциях( Минск, 1988г., Гродно, 1988 г., 
1992 г.), на межрегиональной конференции по функционально-дифференци­
альным уравнениям ( Махачкала, 1991 г.), научном семинаре Гродненского 
госуниверситета им. Я.Купалы

СТРУКТУРА И ОБЪЕМ РАБОТЫ. Работа выполнена на 115 страницах машино ­
писного текста и состоит из введения, двух глав и списка цитируемой 
литературы, включающего 124 наименования.

ПУБЛИКАЦИИ. Основные результаты опубликованы в работах [ І -II].
НА ЗАЩИТУ ВЫНОСЯТСЯ СЛЕДЯЩИЕ РЕЗУЛЬТАТЫ:

1) Свойства параметрических решений с полиномиальными составляющими 
алгебраических дифференциальных уравнений: нахождение степеней па­
раметрических решений с полиномиальными составляющими; установление 
границ изменения степеней полиномиальных составляющих; построение 
параметрических решений с полиномиальными составляющими структурным 
методом.
2) Свойства параметрических решений алгебраических дифференциальных 
уравнений с целыми составляющими, одна из которых трансцендентная 
функция, а вторая - полином.
3) Свойства целых решений систем алгебраических дифференциальных урав­
нений: определение границ изменения степеней полиномиальных решений; 
установление порядков роста целых трансцендентных составляющих 
решений.

СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Во введении дается краткий обзор работ по теме диссертации, а также 
коротко излагаются основные результата, полученные в диссертации.

В первой главе расматривается алгебраическое дифференциальное урав­
нение
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£  BJz) [~| {®0 j} Jl = 0, (I)
t=o >=o

b.
где 9tj4- целые неотрицательные числа, BtfzJ = tf£z l+..., /»£*0,

Основная задача первой главы - определение возмонныз степеней по­
линомиальных составляющих а порядков роста целых трансцендентных сос­
тавляющих параметрического решения

z = z(t), ш = w(t). (2)
В первом параграфе вводятся понятия функций степени Sc(m,nJ в фун­

кций коэффициента Ki(m,n,am,rn), где т = deg z(t), п = deg w(t), ат, 

гп- коэффициенты старпих членов полиномов z(t) и w(t), соответственно.
Это позволяет параметрические решения (2) с полиномиальными составляю­
щими подразделить ка два класса: с особой и неособой степенью (т,п). А

в зависимости от порядка I определение характеристик роста • распа­

дается ка два случая: Ц-* а ,з ~ 1,1-1, Ц-= з,з * (1 , . . . ,1 -1 ) .

Так для реиений (2) с не особой степенью при g,s * 1,1-1, спра­
ведлива

Теорема I. Уравнение (I) может иметь решкия (2) степени (я,п), 

ji-* s,s = 1 ,г- 1  лишь mauve, что содержите в наборе

ГСЬ, -  mt > -  <Ър -  я »  _  _
jj> _ g _ j . і * 0,N, р — О,If, t*p, ^ з?р, (3)

i t
еде s. = s  = 2 J *rt.., причем в набор 6xodm м т  положи-

J-O Jl 1 j-O

тельные числа, неравные з.

Исходя из того, что значения функций степени в точке (Я.п) Х»ЇЛ бы 
двух членов уравнения (I) должны не только совпадать, но в быть наи­
большими, накладываются ограничения на элементы, входящие в набор (3). 

Аналогичные утверждения доказываются доя неособых степе- эй, когда

— 3,0 ® (1,,Ш,$^—1/,
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Подобный подход положен в основу рассуждений, когда устанавливаются 
асимптотические характеристики для особых степеней (т,п). Причём эти 
характеристики находятся не из наборов вида (3), а являются корнями 
алгебраических уравнений, составленных на основе функций коэффициента 
It ( в диссертации это теоремы I.I.3 - І.І.4Б).

Во втором параграфе рассматривается подход, когда на основе асим­
птотической формулы, представляющей производную явно заданной функции 
через её параметрическое задание с полиномиальными составляющими, 
определяются границы, в которых расположены асимптотические характери­

стики и ш  аналоги, те
Эти границы устанавливаются в зависимости от каждого члена уравне- 

ия (I). Поэтому, рассматривая последовательно каждый член уравнения, 
всякий раз происходит переопределение границ, а в итоге их уточнение. 
Границы устанавливаются в зависимости от параметров, входящих в зада­
ние уравнения (I), и зависят от выбранного члена уравнения. Доказан­
ные здесь теоремы обладают алгоритмом, что позволяет легко ими поль­
зоваться в практических целях. Основные результаты этого метода сос­
тавляют тзоремы I.I.2 - I.I-.5 диссертации.

Третий параграф посвящён построению параметрических решений с по­
линомиальными составляющими уравнения (I) структурным методом. Для 
этого уравнение (I) рассматривается в виде

^  Ai(z)Fi |г,ю,...,ю 1 I = 0, (4)
i = 0

где А, и Р. - полиномы своих аргументов, и

ю ч + f̂ (т.п) < m r + fг(т,п) = т р + Тр(т.п), п = 0,Т,

Г * Г), р * Г). Г Є {0 ,...,Т ), р Є (О,.

а, = deg At(z), Гі(ш,п) = deg Fi(t;z(t),v>(t)). и кроме того

<\Л  i f  <W1 (<**•>] (6)
z , w , . . .  ,10 = t  z , w , . . . , w  K„ 2 , » . . . . , ®

Основной результат составляет
Теорема 2. Уравнение (4) при (6) может, ияетъ peutetiue (2), степени 

составляющих которого удовлетворяют (5), если оно является решение*

уравнения



= О,
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или решением хотя бы одного из уравнений

Г f(V l  Г (агЛK p 2,Ш, . . . , Ю  Р -  etS(ZX*r 2 , ® , .  . . , Ш  

= * £R [ z , и/? t - 1,6,
*

где ct суть корни уравнения е6= 1 ,  r (z ,u> ,... ,w^  ^  -некоторый

полином, степень которого определяется в зависимости от п,т,

Указанный метод построения параметрических решений апробируется на 
дифференциальных уравнениях специальных видов, при этой указываются 
как необходимые, так и достаточные условия наличия таких решений.

3 параграфе четвёртом изучаются свойства решений (2) в случае, кор­
да одна составляющая является полиномом, а вторая - целой трансценден­
тной функцией. Если z(t) - полином степени т , a w(t) - целая тран­
сцендентная функция порядка р, то справедливы следующие теоремы.

Теорема 3. Пусть выполняются условия ■■

1) хс = ... = хр = х, х > хп, 0 £ р і Я, т> = pi-1,N ;

2) ш0 = . . .  = mh = та, та > п6, О £ Л < р, & = Ы1 ,р ;

3) Ъ0 = \  - Ь, Ъ > ЪТ, О < к s  h, т =  \ f  1,h ;

4) Ь - та > Ь6 - ia6 , <s = h+1,p :

х
5) £ ft *  0.

1=0

Тогда уравнение (I) не илеет параметрических решений (2), 

где z(t) - полином, a w(t) - цолая трансцендентная функция.

Теорема 4. Пусть выполнятся условия:

1) х0 = ... = хр = *, х > х^, 0 < р < N, v = pH .N  ;

2) ш0 = ... = = », ю > о s Л < р, 6 = и+1 ,р ;

3) Ъ0 = ... = \  = Ъ, Ъ > ЬТ, О < \ < h, т =  \+1,h ;

4) существует & е Cti+1,..*,p) тиой.-чяю Ъ - m < Ь6 - ш6;
X

5) £  ft. * О ,
1=0



Тогда уравнения (1) может иметь параметрические решения (2). 

где z(t) - тюлинрм степени, т, a w(t) - целая трансцендентная 

функция порядка, р ,  лишь такие, что

- 6 -

4) Z Р, * О.
1=0

Тогда уравнение (I) может иметь параметрические решения (2), 

где z(t) - полином степени к, a w(t) - целая трансцендентная 

Функция порядка р .  лишь такие, что

Аналогичного характера теоремы доказнв-йтся в случае, когда z(t)- 

целая трансцендентная функция, w(t) - ~жяом. Здесь в основу положен 
аналог асимптотической формулы Биман: Валирона для производных от (2) 
( леммы 1.4.3 и 1.4.4 в диссертации ).

Пятый параграф носит прикладной характер и посвящается уравнениям 
P-типа. Так для третьего, четвертого, пятого и шестого уравнений Пен- 
леве получены условия наличия параметрических решений с полиномиаль­
ными составляющими на основе метода, разработанного в §1. Для уравне­
ний третьего порядка специальных видов, характеризующихся тем, что в 
их совокупности содержатся уравнения P-типа, на основе метода границ, 
разработанного в §2,получены условия наличия решений (2) с полиноми­
альными составляющими.

Основной задачей второй главы является определение характеристик 
роста целых решений ( алгебраических и трансцендентных ) систем алге­
браических дифференциальных уравнений

p f (Ъ -  V )  - (Ъ6-  1
s вкхс J \ .

* бжК*т7р * * - m  J
Теорема 5. Пусть выполнятся условия:

1) х0 = . . . = хр = х, х > х^, 0 < р s V. 7) = рИ.Л ;

2) ш0 = ... * = ю, я <• О s h < р, & = h+1 ,р ;

3) Ь0 = ... = \  = Ъ, Ъ > Ъг, 0 s \ < h, т = x+f,h ;

X

р ( (Ъ - ж) -  (Ъ6- П6) 1
_ _  > mln ■{ -------------------------------- - I .

6-КЇГГЇ I те* - 18 J



У  Aij(Z) П  П  { . ' W } * ' * '  - О, J - й  (7)
і^б h=l т = і  *■

где и лтhij " целые неотрицательные числа, AtJ(z) =

= aij * iJ +— » aij " °-
В первом параграфе этой главы находятся степени полиномиальных ре­

шений системы (7) на основе метода границ, адаптированного на случай 
алгебраических дифференциальных систем. Основные результаты сформули­
рованы в двух теоремах ( теоремы 2.1 Л  и 2.1.2 диссертации ). По ме­
тодам доказательства и по структуре формулировки они схожи. Приведем
ОДНУ 93 НИХ •

Теорема 6. Пусть для J-го уравнения си темы (7) выполняется 

условия:

r8j rpj rp+\ j rf J • •

- 9 - '

0 й р < Vj. в ш о,р - 1, fr - р + х^ .іГ ;

X . = . .. * 2 
Т PJ  Т

apj ~ mpJ > аи  ~ * І Ґ  1 = f>f7'PfX' х * яіп ° V T * Т^П )-

Тогда относительно существования полиномиальных решении 

tuT = mT(z) справедливы следующие утверждения:

I) при р = 0, х = я решений нет.

2; при р = 0, х < я степени тт жогут быль лшіь такими, что 

выполняется хотя вы одно из неравенств

*<*rnj - (8)

3J при 0 < р < Nj., \ р степени тг могут быть лижь тшими,

что выполняется хотя вы одно из неравенств

■ Д<*тву - *т р Л  - Wp/*pj>^*y“V *  е = О)

4; при О < р <■ Ifj. \ < Ej - р степени шт. при которых выпол-



каются неравенства

- * т р Л  < ” “ Р^ТЖ-.

логуя <5мяъ лишь яакиш, что выполняется хотя бы одно из неравенств 

(9).
5) при 0 < р < Sj. \ < NJ - р степени яц., при которых выпол­

няется неравенства

l a TQJ - *тр,3«т < Сору-яр .^..-т^). в - П7р=Т, 

лог̂ /m лишь томили, что выполняется хотя бы одно из неравенств 

(8) при ті * рП+£7Я~9

н . м. .L > IJ П
где г я « х . ,, [і ь г т . .= ® . ..ч“г TfclJ TIJ* T*IJ tMij t u ' TIJ tj

Во втором параграфе второе главы, используя асимптотическую фор­

мулу представления производной целой функции через саку функцию, 
получены условия наличия и определены характеристики роста целых ре- 
шею'й система (7). Пра этом в сил? выбор* метода решения поставленной 
задачи по необходимости бил введен в psr датрение специальный класс £> 
целых решений

Ют = Wr(z). т = 1,П, (10)
системи (7)(см. определение в дссйргации на с.33). Основной результат 

этого параграфа гласит следутеее :

Теорема 7. Пусть для J-го уравнения системы (7) былшняшея
условия:

* 'eoJ = = * t{ooJ‘ *iooj > P»- K-t *

- 10 -

to * * Po * » = j-3 '*

*t 0} 2 * tar>a) ’ n<r ~ Pcr-t*1 ‘^j‘ °  ~ *'S*

*t ,v  = * LgP&J> ** p£ < P&_t < pg. б . s+1,n ;



®< O j  ~  = ®t X О -  Х<* -  Х0 - 1 •  Х0 = Рл« *  =  1 , 3 :сг о аг

% •  - %  > аи  ‘ «о- * - * » V

Тогба системі (7) моят иметь целые решения (10) класса 

£>s, где wt (z) « І1........n), о - 1,3, J < a £ nj - целые транс­

цендентные функции, a wt (г) [t  ̂ « (1,.,.,п), s = s+1,n, 1 : s s
<5 ^

< nl- полиномы, лишь такие, чжо порядки ord m, (г) = p, u степени
J о а

cleg wt (z) = mt удовлетворят хот бы одному из неравенств
6 &

S п

Т. [“ ‘efW ‘  V ' K  + Z  ’  * ‘aoJ *‘6 -о 6»*+/

г К  ■ *oj) - К  - “J* <? = vm.-
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